
2. E L E K T R O S T A T I K A

1. Elektrický náboj

Základńımi stavebńımi kameny látky jsou elementárńı částice (elektrony, protony, neutrony),
které vytvářej́ı složitěǰśı struktury (atomová jádra, atomy, molekuly). Částice mezi sebou inter-
aguj́ı, vzájemně na sebe p̊usob́ı. Dnes známe čtyři typy takového vzájemného p̊usobeńı neboli
čtyři druhy sil:

1. gravitačńı 2. slabé 3. elektromagnetické 4. silné.

S gravitačńımi silami jsme se setkali v mechanice; jejich velikost udává Newton̊uv gravitačńı
zákon a jejich podstatu se snaž́ı objasnit OTR. Se slabými silami se setkáváme u některých
druh̊u radioaktivńıch přeměn za účasti neutrina, silné śıly drž́ı pohromadě atomová jádra a jsou
zdrojem jaderné energie. V roce 1983 se podařilo experimentálně prokázat, že elektromagnetické
a slabé śıly jsou projevem téže elektroslabé śıly, takže se počet základńıch typ̊u sil zredukoval na
tři. V denńım životě se vedle gravitace setkáváme předevš́ım s p̊usobeńım elektromagnetickým,
které je také nejlépe prozkoumáno. Śıly třeńı, přilnavost, soudržnost těles a kapilarita, chemické
vazby a reakce živé hmoty včetně svalové činnosti, slunečńı zářeńı i magnetické śıly, to vše má
sv̊uj p̊uvod v elektromagnetických interakćıch.

Elektromagnetické p̊usobeńı se projevuje pouze mezi některými částicemi, o nichž prav́ıme,
že jsou elektricky nabité, že nesou elektrický náboj. Tyto částice pak mohou vytvářet složité
struktury, mohou se složitým zp̊usobem pohybovat, a elektromagnetické śıly mezi těmito struk-
turami mohou mı́t velmi složitou povahu - nemuśı být centrálńı ani izotropńı, mohou r̊uzným
zp̊usobem záviset na vzdálenosti a rychlostech částic a nemuśı ani splňovat Newton̊uv zákon
akce a reakce.

Podstatu elektrického náboje neznáme a jeho existence je pro nás základńı experimentálńı
fakt. Můžeme pouze uvést jeho vlastnosti; na rozd́ıl od matematických pojmů soubor těchto
vlastnost́ı nebude nikdy úplný, experimentálně mohou být objevovány daľśı, nové vlastnosti.
Stručně tyto vlastnosti shrneme:

1. Náboj neexistuje jako samostatná substance, je vždy vázán na nabité částice a charakte-
rizuje jejich elektromagnetické silové p̊usobeńı. Je možné ho zjistit jen prostřednictv́ım tohoto
silového p̊usobeńı; jediný osamocený náboj ve vesmı́ru by se nijak neprojevoval.
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2. Na rozd́ıl od gravitačńıch sil jsou śıly mezi náboji jak přitažlivé tak odpudivé. To lze
vysvětlit nejjednodušeji tak, že existuj́ı dva druhy náboje - kladný a záporný, při čemž náboje
stejného znameńı se vzájemně odpuzuj́ı, náboje opačného znameńı se přitahuj́ı. S hlediska
elektrických sil se nic nezměńı, vyměńıme-li znaménka u všech náboj̊u. Ukazuje se, že v př́ırodě
existuje symetrie mezi částicemi a antičásticemi: ke každé částici existuje antičástice s opačným
znaménkem elektrického náboje (a některých daľśıch tzv. kvantových č́ısel). Tato podivuhodná
symetrie souviśı i s vlastnostmi prostoru a času - názorně lze ř́ıci, že zrcadlový obraz částice
má i opačný náboj.

3. Plat́ı zákon zachováńı náboje. Náboj je nestvořitelný a nezničitelný, při reakćıch mezi
částicemi je celkový náboj před reakćı vždy roven celkovému náboji po reakci. Celkové množstv́ı
elektrického náboje v elektricky izolované soustavě (tj. takové, jej́ıž hranićı nemohou procházet
náboje) z̊ustává stejné. Experimentálńı d̊ukaz tohoto zákona podal M. Faraday r. 1843.

4. Náboj se neměńı při pohybu, je relativisticky invariantńı. Velikost náboje je stejná ve
všech vztažných soustavách. Toto tvrzeńı podporuje i skutečnost, že atomy a molekuly tvořené
nabitými částicemi jsou jako celek elektricky neutrálńı.1

5. Náboj je kvantován. Existuje nejmenš́ı možný takzvaný elementárńı náboj a všechny
náboje jsou jeho celými násobky. Pro tento fakt nemá fyzika dosud uspokojivé vysvětleńı;
kdyby se však podařilo experimentálně prokázat existenci takzvaného magnetického monopólu,
tj. částice nesoućı jen jeden magnetický pól, vyplynulo by kvantováńı elektrického náboje z
teorie kvantové fyziky.

Náš vesmı́r je elektricky kvazineutrálńı, tj. v každém dostatečně velkém objemu je vždy
stejně velký kladný a záporný náboj. Kdykoliv by došlo k odděleńı kladných a záporných
náboj̊u, projevily by se mezi takovými oblastmi obrovské elektrické śıly, které by se snažily kva-
zineutralitu obnovit. Přitom podle posledńıch poznatk̊u astrofyziky v našem vesmı́ru převažuj́ı
částice nad antičásticemi; tato asymetrie je d̊usledkem malé převahy počtu částic nad antičásticemi
na raných stadíıch vývoje vesmı́ru (v poměru asi 1 : 109). Poté, když převážná většina částic
anihilovala s antičásticemi za vzniku zářeńı (tzv. reliktové zářeńı), staly se zbylé částice ma-
teriálem k tvorbě látkových struktur našeho vesmı́ru.

Předpokládejme, že máme dva statické (nehybné) bodové náboje ve vakuu ve vzájemné
vzdálenosti r21. Bodovým nábojem rozumı́me určitou abstrakci, fyzikálńı model nabité částice

1Svazky atomů a molekul se neodchyluj́ı v silných elektrických a magnetických poĺıch. Experimentálně to
ověřovali v r. 1960 J.G.King na molekulách vod́ıku a v roce 1963 J.C.Zorn na atomech cesia s přesnost́ı až
10−20 e, kde e je elementárńı náboj. Elektrické náboje proton̊u a elektron̊u se v atomech dokonale kompenzuj́ı
i tehdy, jsou-li tyto systémy tvořeny týmiž částicemi pohybuj́ıćımi se naprosto odlǐsným zp̊usobem, např́ıklad
v atomu helia a molekule deuteria.
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nebo tělesa, jehož rozměry jsou zanedbatelné ve srovnáńı se vzdálenost́ı mezi tělesy. Jak uvid́ıme
později, je-li náboj těles konečné velikosti rozložen s kulovou symetríı, můžeme je považovat
přesně za bodové náboje umı́stěné ve středu této symetrie.

Také předpoklad o tom, že náboje jsou statické je abstrakćı - reálné náboje jsou vždy v
pohybu. Vzniká proto otázka, zda je elektrostatika, věda o elektrických náboj́ıch v klidu, v̊ubec
oprávněna. Později uvid́ıme, že jej́ı opodstatněńı ve skutečnosti vyplývá pouze z možnosti
vystředovat rychlé chaotické pohyby náboj̊u.

Podle Coulombova zákona śıla, kterou statický bodový náboj q1 p̊usob́ı na náboj q2 ve
vzdálenosti r21 ve vakuu, klesá se čtvercem vzdálenosti podobně jako śıla gravitačńı a je dána
vztahem

~F21 = k
q1q2

r2
21

~r0
21 = k

q1q2

r3
21

~r21 . (2.1)

Tato śıla je centrálńı (mı́̌ŕı podél spojnice dané jednotkovým vektorem ~r0
21), je přitažlivá nebo

odpudivá podle toho zda náboje maj́ı nesouhlasná nebo souhlasná znameńı (jej́ı velikost přitom
na znaménkách náboj̊u nezáviśı) a je izotropńı, tj. nezáviśı na směru v prostoru.

Máme-li v prostoru soustavu N bodových náboj̊u qα, které všechny p̊usob́ı na zkušebńı
náboj q0, od něhož jsou vzdáleny r0α, potom se jejich silové účinky nezávisle vektorově sč́ıtaj́ı
(princip superpozice), takže výsledná śıla p̊usob́ıćı na náboj q0 bude

~F0 = kq0

N∑
α=1

qα

r2
0α

~r0
0α . (2.2)

Podstatným tvrzeńım Coulombova zákona je, že śıla klesá se čtvercem vzdálenosti; to je
ovšem nutno ověřit experimentálně. Př́ımý experimentálńı d̊ukaz provedl Ch. A. Coulomb v
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roce 1785 pomoćı torzńıch vah, které sám zkonstruoval (obr. 2.1).

Vahadélko z hedvábné navoskované niti délky
2r bylo zavěšeno na tenkém stř́ıbrném drátku
délky l =76 cm. Na jednom konci vahadélka
byla malá kulička z bezové duše vyvážená na
druhém konci paṕırovým kotoučkem. Po do-
teku se stejnou upevněnou elektricky nabi-
tou kuličkou se obě kuličky nabily stejným
nábojem a jejich vzájemná odpudivá śıla byla
vyrovnávána torzńı silou drátku. Úhel zkrutu α
mohl být přesně měřen odrazem světelného pa-
prsku zrcátkem Z, celé zař́ızeńı bylo umı́stěno ve
skleněném válci a elektricky izolováno. Moment
tečné složky Coulombovy śıly muśı být roven
momentu torzńımu:

rFt =
π

2

GR4

l
α, F21 =

Ft

cos α
2

.

(G je modul smyku a R poloměr drátku).

obr. 2.1

Přes vysokou citlivost torzńıch vah dosahovala přesnost Coulombových experiment̊u
5 - 10% . Později byl experiment zpřesňován a prováděn i pro śıly přitažlivé. Coulomb sám
měřil t́ımto zp̊usobem i śıly mezi póly dlouhých tyčových magnet̊u a ustanovil i Coulomb̊uv
zákon pro náboje magnetické. Dnes v́ıme, že magnetické pole je vytvářeno elektrickými proudy
a otázka existence magnetického náboje (monopólu) z̊ustává stále otevřena.

Přesněǰśı zp̊usob, jak dokázat , že śıly mezi bodovými náboji klesaj́ı se čtvercem vzdálenosti,
je ověřit, že u dutých vodič̊u śıdĺı náboje jen na vněǰśım povrchu; jak uvid́ıme, je to tvrzeńı ekvi-
valentńı. Byl si toho vědom už H.Cavendish, který t́ımto zp̊usobem ověřil Coulomb̊uv zákon již
v roce 1772. Jeho práce byly však publikovány až Maxwellem o sto let později. Moderńı přesný
experiment tohoto typu provedli v r. 1936 S.J. Plimpton a W.E.Lawton. Zákon převrácených
čtverc̊u byl tak experimentálně dokázán s přesnost́ı 10−9. Zat́ım nejsou známy meze platnosti
Coulombova zákona - plat́ı jak pro vesmı́rné vzdálenosti tak pro vzdálenosti jaderné. Existuj́ı
i daľśı možnosti ověřováńı tohoto zákona - kdyby se jen nepatrně odchyloval od zákonitosti
převrácených čtverc̊u, fotony by musely mı́t nenulovou klidovou hmotnost a pozorovali bychom
disperzi elektromagnetických vln ve vakuu.

Dosud jsme už́ıvali termı́n elektrický náboj ve dvou významech - jako fyzikálńı jev, vlastnost
částic a jako fyzikálńı veličinu. Abychom mohli měřit velikost elektrického náboje, muśıme zvolit
konstantu k v (2.1) a zvolit tak jednotku náboje. V absolutńı soustavě jednotek je tato konstanta
kladena k = 1, v námi už́ıvané soustavě SI ji klademe
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obr. 2.2

k = c2.10−7 =
1

4πε0

= 0, 8988.1010 N.m2.C−2 . (2.3)

Konstanta v Coulombově zákonu je tak př́ımo vázána s rychlost́ı světla ve vakuu. Jednotka
pro měřeńı velikosti náboje takto zavedená se nazývá coulomb (C) a má fyzikálńı rozměr [TI]
(čas krát proud).2 Podle (2.3) jsme zavedli též daľśı konstantu ε0 nazývanou permitivita vakua
nebo též elektrická konstanta. Vyjadřuje se v jednotkách farad na metr (F.m−1) a má hodnotu
ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1. Tato konstanta nemá ovšem žádný bezprostředńı fyzikálńı význam a
souviśı pouze s volbou soustavy jednotek SI.

Po zavedeńı jednotky elektrického náboje se můžeme ptát, jakou má velikost elementárńı
náboj, nejmenš́ı možný náboj, jaký nesou elementárńı částice. Př́ımý zp̊usob stanoveńı ele-
mentárńıho náboje (a zároveň d̊ukaz kvantováńı náboje) představuje Millikan̊uv experiment
z roku 1911 (viz obr. 2.2). Při tomto experimentu jsou do prostoru mezi vodorovně oriento-
vanými deskami kondenzátoru vstřikovány drobné olejové kapičky a je mikroskopem pozorován
jejich pohyb. Systém je umı́stěn ve vakuové komoře za sńıženého tlaku vzduchu a termosta-
tován. Kapičky nesou malé elektrické náboje źıskané třeńım při rozstřikováńı; jejich náboj je
možno př́ıpadně měnit ionizuj́ıćım zářeńım. Pokud na kondenzátor neńı podáno napět́ı, budou

2Coulomb je tedy ampérsekunda.
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se kapičky pohybovat vertikálně dol̊u pod vlivem t́ıže, vztlaku a odporu prostřed́ı, který je
možno popsat Stokesovou silou

FS = 6πηrv ,

kde r je poloměr kapiček, v jejich rychlost a η dynamická viskozita vzduchu při daném tlaku.
Dı́ky odporu prostřed́ı se rychlost kapiček vg ustáĺı jako konstantńı. Podáme-li na kondenzátor
napět́ı, bude se táž kapička pohybovat vzh̊uru k opačně nabité desce kondenzátoru, opět kon-
stantńı rychlost́ı vE. Změř́ıme-li rychlost kapičky v obou př́ıpadech, můžeme z pohybových
rovnic (označ́ıme m hmotnost kapičky, m′ hmotnost objemu vytlačeného vzduchu, σ hustotu
oleje, ρ hustotu vzduchu)

Fg = mg −m′g − 6πηrvg = 0 , FE = qE −mg + m′g − 6πηrvE = 0

určit poloměr kapičky (obt́ıžně měřitelný) a jej́ı náboj:

r = 3

√
ηvg

2(σ − ρ)g
, q =

6πηr

E
(vg + vE) .

Statistickým proměřováńım mnoha kapiček zjist́ıme, že jejich náboje nejsou rozloženy spo-
jitě, že jsou celými násobky nejmenš́ıho, elementárńıho náboje. Typické hodnoty pozorované
Millikanem byly: r = 2− 4 µm, E = 104 − 105V.m−1, v ≈ 0, 1 mm.s−1. Pro elementárńı náboj
Millikan dostal e = (1, 591± 0, 003).10−19 C. Jeho kapičky nesly 5 - 25 elektron̊u.

I když Millikan̊uv experiment byl později r̊uzně zdokonalován, jeho přesnost neńı př́ılǐs
vysoká. Jinou možnost, jak určit elementárńı náboj poskytuje elektrolýza. Měřeńım proudu a
doby můžeme určit náboj přenesený ionty v elektrolytu. Jde-li o jednovazné ionty (např. Ag+),
potom k vyloučeńı jednoho molu stř́ıbra je zapotřeb́ı takzvaného Faradayova náboje F =
9, 649.104 C.mol−1. Elementárńı náboj pak źıskáme, děĺıme-li Faradaẙuv náboj Avogadrovou
konstantou:

e =
F

NA

= 1, 602.10−19 C . (2.4)

Existuje řada poměrně přesných metod umožňuj́ıćıch měřit takzvaný měrný náboj částic,
tj. poměr náboje a hmotnosti částice; jde např́ıklad o pozorováńı pohybu nabitých částic v elek-
trických a magnetických poĺıch. Pro elektron dostáváme měrný náboj qe

me
= −1, 759.1011 C.kg−1.

Pak můžeme ze znalosti náboje částice určit jej́ı hmotnost a naopak.
Nabité částice mohou být rozloženy s velkou hustotou tak, že se náboj může jevit spojitým.

Ve skutečnosti ovšem jak představa o soustavě bodových náboj̊u, tak o spojitě rozloženém
náboji jsou pouhými abstrakcemi, modely v́ıce či méně vystihuj́ıćımi skutečný stav. Jsou-li
náboje rozloženy v prostoru a je-li v daném objemu V celkový náboj q =

∑n
α=1 qα, můžeme

definovat středńı hustotu náboje v tomto objemu jako ρ̄ = q
V

. Zvoĺıme-li v okoĺı daného bodu
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o souřadnićıch x, y, z malý objem ∆V , který obsahuje náboj ∆q, a budeme jej kolem tohoto
bodu stahovat, můžeme definovat objemovou hustotu náboje vztahem

ρ = lim
∆V→0

∆q

∆V
. (2.5)

Tento vztah bývá někdy zapisován jako derivace dq
dV

; neńı to však korektńı, nebot’ ve skutečnosti
neznáme funkčńı vztah q(V ). Naproti tomu celkový náboj v daném objemu V můžeme vyjádřit
jako

q =
∫

V
ρ(x, y, z) dV . (2.6)

Také tento vztah můžeme považovat za definici objemové hustoty náboje.
Jak uvid́ıme, všechny veličiny a vztahy můžeme vyjadřovat bud’ ve formě integrálńı (vázány

na nějaký objem, plochu či křivku) nebo diferenciálńı (jako funkce souřadnic daného bodu).
S tohoto hlediska je náboj veličina integrálńı a objemová hustota náboje odpov́ıdaj́ıćı veličina
diferenciálńı. Měř́ıme ji zřejmě v C.m−3. Vedle objemové hustoty náboje můžeme zavést plošnou
hustotu náboje σ a lineárńı hustotu náboje τ , nahrad́ıme-li objemový integrál v (2.6) integrálem
plošným nebo křivkovým. Plošnou hustotu pak měř́ıme v C.m−2, lineárńı v C.m−1.

Elektrické náboje se projevuj́ı pouze svým silovým p̊usobeńım; to ovšem znamená, že při
jejich vzájemném přemist’ováńı je třeba konat práci. Uvažujme nějakou soustavu bodových
náboj̊u rozmı́stěných v daných bodech prostoru a ptejme se, jak tato soustava vznikla. Můžeme
si představovat, že náboje byly p̊uvodně vzdáleny v nekonečnu a postupně byly přibližovány
do výsledných poloh. Vněǰśı śıly přitom konaly práci - kladnou, pokud překonávaly odpudivé
śıly mezi náboji, zápornou, pokud p̊usobily proti přitažlivým silám náboj̊u.

Coulombova śıla mezi dvěma náboji, podobně jako Newtonova śıla gravitačńı, může být
vyjádřena jako záporně vzatý gradient potenciálńı energie W

W =
1

4πε0

q1q2

r21

.

Tato energie záviśı pouze na velikostech obou náboj̊u a jejich vzdálenosti a nikoli na tom, po
jaké dráze byl druhý náboj k prvńımu z nekonečna přibližován. Coulombovy śıly jsou, podobně
jako śıly gravitačńı, konzervativńı.

Budeme-li nyńı ke dvěma náboj̊um přibližovat daľśı, uplatńı se princip superpozice a výsledná
práce nebude záviset ani na pořad́ı ani na dráze po ńıž náboje přibližujeme. Tato práce vněǰśıch
sil představuje tedy celkovou elektrostatickou energii soustavy, která má charakter energie po-
tenciálńı (je funkćı vzdálenost́ı) a můžeme ji zapsat ve tvaru dvojnásobné sumy

W =
1

2

1

4πε0

N∑
α,β=1,β 6=α

qαqβ

rαβ

. (2.7)

Koeficient 1/2 je uveden z toho d̊uvodu že v sumě je každá dvojice náboj̊u započtena dvakrát.
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Uvedeme vlastnosti některých konkretńıch nábojových soustav.

1. Rovnováha soustavy bodových náboj̊u

Existuj́ı takové zp̊usoby rozmı́stěńı bodových náboj̊u, že všechny náboje jsou v rovnováze,
tj. p̊usob́ı na ně nulová výsledná śıla. Umı́stěme např́ıklad n stejných náboj̊u q symetricky po
obvodu kružnice a umı́stěme do středu kružnice náboj q0. K dosažeńı rovnováhy muśıme zřejmě
volit pro

n = 2 q0 = −q

4

n = 3 q0 = − q√
3

n = 4 q0 = −2
√

2 + 1

4
q .

Můžeme ověřit, že ve všech těchto př́ıpadech bude elektrostatická energie rovna nule. Důležitá
je ovšem otázka, zda rovnováha těchto soustav je stabilńı či labilńı. Přitom muśıme uvažovat
malé vychýleńı náboj̊u z jejich rovnovážných poloh a zjǐst’ovat, zda śıly ostatńıch náboj̊u budou
výchylku dále zvětšovat nebo zda budou vracet náboj do rovnovážné polohy. Můžeme též zjistit,
zda potenciálńı energie jako funkce takové výchylky má maximum či minimum. T́ımto zp̊usobem
ověř́ıme, že rovnováha soustavy bodových náboj̊u je vždy nestabilńı a že náboje nelze udržovat
ve stabilńı rovnováze čistě elektrostatickými silami. Toto tvrzeńı je obsahem tzv. Earnshawovy
věty a později je zd̊uvodńıme obecně.

2. Elektrostatická energie lineárńıho krystalu

Mějme nekonečnou řadu bodových náboj̊u stř́ıdavě kladných a záporných, téže velikosti
(např́ıklad rovné elementárńımu náboji) rozložených podél př́ımky ve vzájemných vzdálenostech
a. Takovému uspořádáńı někdy ř́ıkáme lineárńı krystal. Snadno urč́ıme elektrostatickou energii
připadaj́ıćı na jeden náboj:

W =
e2

4πε0

2
(
−1 +

1

2
− 1

3
+ · · ·

)
= −2 ln 2

e2

4πε0a
= − αe2

4πε0a
= −2, 30.10−28 α

a
.

Jako α jsme zde označili veličinu α = 2 ln 2 = 1.386 nazývanou Madelungova konstanta, řádu
jednotky. Polož́ıme-li a rovné řádově typické vzdálenosti iont̊u v krystalu 10−10m, vid́ıme, že
energie na jeden náboj je záporná a řádově velikosti 10−18 joul̊u. Rovnováha lineárńıho krystalu
v̊uči př́ıčnému vychýleńı je stabilńı, v̊uči podélnému nestabilńı.

3. Prostorový iontový krystal

Iontové krystaly představuj́ı prostorové uspořádáńı elektrických náboj̊u. Uvažme např́ıklad
element takového krystalu v podobě krychle o hraně a, v jej́ıchž roźıch jsou rozmı́stěny záporné
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elementárńı náboje a v jej́ımž centru lež́ı kladný elementárńı náboj. Elektrostatická energie
takového krystalu bude

W =
e2

4πε0a

(
12 +

12√
2

+
4√
3
− 16√

3

)
=

αe2

4πε0a
, α = 13.6 .

Výpočet energie prostorového krystalu připadaj́ıćı na jeden iont vyžaduje poč́ıtač. Výsledná
energie je záporná a lǐśı se od energie lineárńıho krystalupouze hodnotou Madelungovy kon-
stanty. Tak pro krystal chloridu sodného dostáváme α = 1.747, pro oxid zinečnatý α = 1.638
atd. Záporná energie iontového krystalu s klesaj́ıćım a klesá a krystal má tedy tendenci se
zhroutit. Jeho stabilitu tedy muśı zajǐst’ovat jiné než elektrostatické śıly.

4. Kulově symetrický spojitě rozložený náboj

Uvažme objemově nabitou kouli poloměru R o nábojové hustotě ρ. Energie takového spo-
jitého uspořádáńı náboje se muśı rovnat práci vynaložené na jeho vytvořeńı. Představme si, že
jsme kouli vytvářeli tak jako se leṕı sněhové koule; ke kulovému náboji poloměru r jsme vždy
přidávali daľśı kulovou slupku tloušt’ky dr. Protože kulový náboj se navenek chová jako bodový
náboj umı́stěný v centru, můžeme práci vynaloženou na přidáńı daľśı slupky přirovnat energii
dvou bodových náboj̊u ve vzdálenosti r. Integraćı pak dostaneme

W =
1

4πε0

∫ R

0

4

3
πr3ρ

4πr2ρdr

r
=

4πR5ρ2

15ε0

=
3

5

1

4πε0

Q2

R
,

kde Q je celkový náboj koule. Kdybychom považovali např́ıklad elektron za takovou objemově
nabitou kouli, mohli bychom tuto energii přirovnat relativistické klidové energii částice mec

2 a
určit tak jej́ı poloměr. Pro elektron (s vynecháńım koeficientu 3/5) najdeme takzvaný ”klasický
poloměr elektronu”

re =
e2

4πε0mec2
= 2, 82.10−15m .

Přestože takový model elektronu je s hlediska moderńı fyziky neudržitelný (neńı také jasné,
které obrovské śıly by mohly držet takový náboj pohromadě), odpov́ıdá źıskaný poloměr přibližně
rozměr̊um elementárńıch částic.

Pokud by uvažovaný kulově symetrický náboj byl plošný, můžeme jeho energii určit opět
tak, že k částečnému plošnému náboji Q′, který se chová navenek jako bodový náboj v centru,
přidáváme daľśı náboj dQ′. Oba náboje ted’ z̊ustávaj́ı ve stálé vzdálenosti R. Pak máme

W =
1

4πε0

∫ Q

0

Q′dQ′

R
=

1

2

1

4πε0

Q2

R
.
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2. Elektrostatické pole

Vrat’me se k soustavě bodových náboj̊u q1, . . . , qN , které všechny p̊usob́ı na zkušebńı náboj
q0 śıdĺıćı v bodě o souřadnićıch x, y, z. Śılu na náboj q0 vyjádřenou vztahem (2.2) můžeme
zapsat takto:

~F0 = q0
~E(x, y, z), kde ~E =

1

4πε0

N∑
α=1

qα

r2
0α

~r0
0α . (2.8)

Vektor ~E, který jsme zavedli vztahem (2.8), se nazývá intenzitou elektrostatického pole
vytvářeného soustavou bodových náboj̊u. Má fyzikálńı význam śıly p̊usob́ıćı v daném bodě
na jednotkový zkušebńı náboj a měř́ı se v jednotkách newton na coulomb, kterou obvykle
zapisujeme jako volt na metr (V.m−1), kde voltem rozumı́me joule na coulomb. Vztah (2.8)
nám umožňuje určit śılu na daný náboj se strany ostatńıch náboj̊u tak, že nejdř́ıve urč́ıme v
každém bodě intenzitu elektrostatického pole (pak můžeme zapomenout na náboje, které toto
pole vytvářej́ı) a potom vynásob́ıme vektor intenzity pole nábojem v daném mı́stě. Znalost
rozložeńı náboj̊u a znalost intenzity pole, které tyto náboje vytvářej́ı je ekvivalentńı.

Může vzniknout otázka nakolik je elektrostatické pole fyzikálně reálné, nakolik vektor ~E(x, y, z)
popisuje nějaký fyzikálńı stav prostoru, v němž elektrostatické śıly p̊usob́ı. V rámci elek-
trostatiky nelze tuto otázku zodpovědět, nebot’ elektrostatické pole se projevuje pouze silovým
p̊usobeńım na zkušebńı náboj, a to můžeme popsat ekvivalentńım zp̊usobem superpozićı Cou-
lombových sil se strany ostatńıch náboj̊u. Jak uvid́ıme, teprve časově proměnné, elektromag-
netické pole se projevuje jako nová fyzikálńı realita, schopná existovat mimo elektrické náboje,
s vlastńı energíı, hybnost́ı atd. Elektrostatické pole pak můžeme chápat jako zvláštńı př́ıpad
elektromagnetického pole, nav́ıc matematicky vystředovaný, protože reálné náboje nejsou nikdy
statické.

Existuje výhodný zp̊usob názorného zobrazováńı elektrostatického pole siločarami. Jsou
to křivky, jejichž tečna má v každém bodě směr śıly p̊usob́ıćı na kladný jednotkový zkušebńı
elektrický náboj a hustota siločar je úměrná velikosti této śıly. Možnost jejich zavedeńı vyplývá
z Coulombova zákona. Mějme bodový kladný náboj q a definujme, že z něho vycháźı N siločar;
ty zřejmě prob́ıhaj́ı radiálně po př́ımkách vycházej́ıćıch z náboje a jsou v prostoru rozděleny
izotropně, se stejnou hustotou ve všech směrech. Veličina N tedy představuje celkový tok siločar
vycházej́ıćıch z náboje a prot́ınaj́ıćıch kolmo kulové plochy poloměru r se středem v bodě, kde je
umı́stěn náboj. Hustota toku siločar, tj. počet siločar procházej́ıćıch kolmo jednotkovou plochy
bude N

4πr2 . Budeme-li normovat hustotu toku siločar tak, že jej přirovnáme velikosti intenzity
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obr. 2.3

elektrického pole, dostaneme

N

4πr2
=

1

4πε0

q

r2
,

a tedy

N =
q

ε0

.

Můžeme tedy ř́ıci, že z každého kladného náboje vycháźı právě q
ε0

siločar a do záporného
náboje stejný počet siločar vstupuje. Kromě toho mohou siločáry také odcházet nebo přicházet
z nekonečna. Protože plat́ı zákon zachováńı náboje a veličina q se neměńı ani za pohybu,
můžeme postulovat že celkový počet siločar vycházej́ıćı z elektrického náboje se zachovává a
neměńı se ani při pohybu náboje. Pro pohybuj́ıćı se náboje nebude ovšem už platit Coulomb̊uv
zákon a siločáry se mohou v prostoru r̊uzně zhušt’ovat a zakřivovat, ale žádná se nemůže ztratit
ani vzniknout. Můžeme ř́ıci, že siločáry jsou jakési ”vlasy” elektrického náboje, které maj́ı tu
vzácnou vlastnost, že principiálně nemohou vypadávat. Na obr. 2.3 vid́ıme rozložeńı siločar
bodových náboj̊u a dvojic náboj̊u stejného a opačných znameńı.

Názorný pojem siločáry ovšem ani nemuśıme zavádět. Stač́ı definovat integrálńı veličinu tok
intenzity elektrického pole plochou S vztahem

Φ =
∫

S

~E · d~S . (2.9)
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obr. 2.4 obr. 2.5

Tento tok je skalárńı veličina a měř́ı se v jednotkách volt krát metr (V.m). Hustota toku,
tj. intenzita elektrického pole je pak odpov́ıdaj́ıćı veličinou diferenciálńı a je to vektor. Tok
vektoru malou rovinnou ploškou je zřejmě maximálńı, je-li rovnoběžný s normálou k této plošce
a nulový, je-li k této normále kolmý; to právě vyjadřuje skalárńı součin v integrálu (2.9).

Urč́ıme nyńı tok intenzity elektrického pole uzavřenou plochou obklopuj́ıćı bodový kladný
náboj. Přijmeme přitom dohodu, že tok vytékaj́ıćı z objemu uzavřeného plochou budeme
považovat za kladný, tok vtékaj́ıćı za záporný. Je-li tato plocha kulová a náboj q v jej́ım
středu, máme zřejmě

Φ =
∮

S

~E · d~S =
1

4πε0

q

r2

∮
S

dS =
q

ε0

.

Bude-li plocha obklopuj́ıćı náboj obecného tvaru (obr. 2.4), můžeme uvnitř této plochy vést
plochu kulovou se středem v náboji a ukázat, že toky oběma těmito plochami jsou stejné.

Vedeme-li kuželovou plochu s malým vrcholovým úhlem, která vytne na kulové ploše plošku
dS ′ a na obecné ploše plošku dS, budou toky těmito ploškami dΦ′ = E(r) dS ′ a dΦ =
E(R) dS cos θ. Přitom však intenzity pole jsou v převráceném poměru čtverc̊u vzdálenost́ı
a velikosti plošek v poměru dS′

dS
= r2 cos θ

R2 . Máme tedy dΦ′ = dΦ. Názorně je zřejmé, že každá
siločára, která protne myšlenou kulovou plochu, protne i obklopuj́ıćı plochu obecného tvaru.
Tento závěr bude platit i tehdy, nebudou li siločáry rozděleny v prostoru izotropně a dokonce
i budou-li zakřiveny. Důkaz lze snadno rozš́ı̌rit na př́ıpad nebude-li plocha konvexńı (siločára
protne plochu v́ıcenásobně) a bude-li náboj ležet vně plochy; v tomto př́ıpadě bude zřejmě
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tok nulový. Můžeme to zd̊uvodnit i podle obr. 2.5. Lež́ı-li náboj mimo plochu S, obkloṕıme
jej opět myšlenou kulovou plochou S ′, která se plochy S těsně dotýká a propoj́ıme obě plochy
malým spojovaćım kanálkem. Náboj ted’ lež́ı uvnitř spojené plochy S + S ′ a tok touto plochou
je Φ = q

ε0
. Tento tok však připadá celý na kulovou plochu S ′, takže tok plochou S je nulový.

Bude-li uvnitř uzavřené plochy v́ıce náboj̊u, můžeme použ́ıt princip superpozice a zformu-
lovat obecný Gauss̊uv zákon:

Tok intenzity elektrického pole libovolnou uzavřenou plochou je roven celkovému náboji ob-
klopenému touto plochou dělenému ε0.

Matematicky můžeme Gauss̊uv zákon zapsat pro př́ıpad bodových náboj̊u a spojitě rozložených
náboj̊u takto: ∮

S

~E · d~S =
1

ε0

∑
α

qα =
1

ε0

∫
V

ρdV . (2.10)

Gauss̊uv zákon jsme sice odvozovali pro pole elektrostatické, ale protože se velikost náboje
a tedy i celkový tok siločar vyjádřený jako tok intenzity elektrického pole neměńı ani jsou-li
náboje v pohybu, můžeme předpokládat, že Gauss̊uv zákon plat́ı zcela obecně i pro pohybuj́ıćı
se náboje a časově proměnná elektrická pole. Je to jeden z nejobecněǰśıch př́ırodńıch zákon̊u a
ve zvláštńım př́ıpadě statických bodových náboj̊u z něho plyne zákon Coulomb̊uv.

Podstatným tvrzeńım Gaussova i Coulombova zákona je, že intenzita elektrostatického
pole bodového náboje klesá se čtvercem vzdálenosti. Ukážeme, že toto tvrzeńı je ekvivalentńı
skutečnosti, že na vnitřńım povrchu dutých vodič̊u nejsou elektrické náboje. Představme si ten-
kostěnnou dutou vodivou kouli nabitou elektrickým nábojem. Protože náboje se mohou v ob-
jemu vodiče volně pohybovat, rozmı́st́ı se na povrchu vodiče takovým zp̊usobem, aby elektrosta-
tické pole uvnitř vodiče bylo nulové. Kdyby tomu tak nebylo, nastal by daľśı pohyb náboj̊u
ve vodiči a museli bychom vyčkat, až se rozložeńı náboj̊u ustáĺı. Vzhledem ke kulové symetrii
můžeme dále očekávat, že rozložeńı náboj̊u bude rovněž kulově symetrické, s plošnou hustotou
σ.

Vyjdeme-li z předpokladu, že plat́ı Gauss̊uv zákon, můžeme vést uvnitř vodiče myšlenou
kulovou Gaussovu plochu. Tok intenzity elektrického pole touto plochou bude roven nule, a tedy
i náboj uvnitř muśı být nulový. Znamená to, že na vnitřńım povrchu vodiče nebudou náboje.
Potom i intenzita elektrostatického pole v celé dutině bude rovna nule.

Zpětně vyjdeme z předpokladu, že pole uvnitř dutiny je nulové. V každém bodě dutiny
můžeme vést dvojkužel s vrcholem v tomto bodě tak, že nám vytne na opačných konćıch
kulové plošky ∆S, ∆S ′ (viz obr. 2.6). Prostorový úhel vymezený kuželovou plochou označ́ıme
∆Ω. Nabité plošky můžeme považovat za bodové náboje o velikosti σ∆S, σ∆S ′. Předpokládejme
dále, že pole bodového náboje klesá se vzdálenost́ı jako neznámá funkce f(r). Podle principu
superpozice vytvář́ı vybraná dvojice plošek v bodě A pole o velikosti E = kσ[∆Sf(r1) −
∆S ′f(r2)]. Protože však celý povrch koule můžeme takto pokrýt dvojicemi plošek vyt’atými
úzkými kužeĺıky, muśı být v každém př́ıpadě př́ıspěvek takových dvojic bodových náboj̊u roven

54



obr. 2.6 obr. 2.7

nule. Muśı tedy platit

f(r1)

f(r2)
=

∆S ′

∆S
=
(
r2
2

∆Ω

cos θ

)
:
(
r2
1

∆Ω

cos θ

)
=

r2
2

r2
1

.

Vid́ıme tedy, že neznámá funkce f klesá se čtvercem vzdálenosti. Experimentálńı ověřováńı
skutečnosti, že na vnitřńım povrchu vodič̊u nejsou náboje je možno provádět s velkou přesnost́ı
a ověřovat tak Coulomb̊uv, resp. Gauss̊uv zákon (obr. 2.7). Na tomto principu je založen van

55



de Graaff̊uv elektrostatický generátor (obr. 2.8).

obr. 2.8

Ze stř́ıdavého zdroje se přes usměrňovač nab́ıj́ı nekonečný pás z pogumovaného hedváb́ı;
pás se pohybuje rychlost́ı několika deśıtek metr̊u za sekundu. Náboj se tak přenáš́ı na vnitřńı
povrch velké duté vodivé koule a odtud se sám okamžitě přemist’uje ne vněǰśı povrch. Tak lze
kouli nab́ıt značným nábojem na potenciál několika milion̊u volt̊u.

Gauss̊uv zákon (2.10) můžeme pomoćı Gaussovy věty vektorové analýzy vyjádřit i v dife-
renciálńım tvaru. Plat́ı

Φ =
∮

S

~E · d~S =
1

ε0

∫
V

ρ dV =
∫

V
div ~E dV .

Vzhledem k tomu, že rovnost těchto dvou objemových integrál̊u muśı být splněna pro libo-
volný objem, muśı se rovnat i integrované funkce. Vedle toho z podmı́nky konzervativnosti
elektrostatického pole a s použit́ım Stokesovy věty máme

Γ =
∮

l

~E · d~l =
∫

S
rot ~E · d~S = 0 .
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Dostáváme tak soustavu Maxwellových rovnic pro elektrostatické pole:

div ~E =
ρ

ε0

rot ~E = 0 . (2.11)

Prvńı z těchto rovnic je tedy vlastně Gauss̊uv zákon v diferenciálńım tvaru a nazývá se též
rovnićı Poissonovou. Druhá rovnice vyjadřuje, že elektrostatické pole je potenciálńı a umožňuje
zavést skalárńı elektrostatický potenciál ϕ(x, y, z) vztahem

~E = −∇ϕ . (2.12)

Znaménko u gradientu potenciálu bylo zvoleno tak, aby potenciálńı rozd́ıl

ϕ21 = ϕ2 − ϕ1 =
∫ 2

1
dϕ = −

∫ 2

1

~E · d~l

vyjadřoval práci vněǰśıch sil při přemist’ováńı jednotkového elektrického náboje proti silám pole.
Je-li tato práce kladná, zvyšuje potenciál náboje.

Naproti tomu zavád́ıme veličinu opačnou potenciálńımu rozd́ılu, která vyjadřuje práci sil
pole a nazývá se napět́ı:

U = ϕ1 − ϕ2 =
∫ 2

1

~E · d~l .

Potenciál je určen s přesnost́ı na aditivńı konstantu a nulový potenciál můžeme volit kdekoli.
Jsou-li všechny náboje rozmı́stěny v konečné oblasti prostoru, můžeme zvolit nulový potenciál
v nekonečnu. Potom

ϕ = −
∫ A(x,y,z)

∞
~E · d~l .

Je zřejmé, že všechny tři veličiny, potenciál, potenciálńı rozd́ıl a napět́ı maj́ı týž fyzikálńı rozměr
a měř́ı se v týchž jednotkách joule na coulomb, kterou nazýváme volt (V).

Zavedeńım skalárńıho potenciálu je nyńı druhá z rovnic (2.11) splněna automaticky a dosa-
zeńım do prvńı z nich dostáváme

div ~E = −div gradϕ = −∆ϕ =
ρ

ε0

,

neboli
∆ϕ = − ρ

ε0

. (2.13)

Tato rovnice se nazývá Laplaceova - Poissonova.
V té části prostoru, kde je hustota náboj̊u nulová, muśı potenciál splňovat Laplaceovu rovnici

∆ ϕ = 0 , (2.14)

s př́ıslušnými okrajovými (hraničńımi) podmı́nkami. Funkce, které vyhovuj́ı Laplaceově rovnici
se nazývaj́ı harmonické a maj́ı celou řadu zaj́ımavých vlastnost́ı. Jednu z nich vyjadřuje tzv.
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”věta o středńı hodnotě potenciálu”. Podle ńı je hodnota potenciálu ve středu kulové plochy rovna
středńı hodnotě potenciálu na této ploše. Můžeme se o tom přesvědčit jednoduchou fyzikálńı
úvahou. Mějme v nějakém mı́stě náboj q, který vyvolává v bodě A potenciál ϕ. Přivedeme-li do
bodu A z nekonečna náboj q′ , potom energie takto vzniklé soustavy bude rovna q′ϕ. Náboj q′ se
však navenek chová stejně, jako kdyby byl rovnoměrně rozprostřen na kulové ploše se středem v
A, kde náboj q bud́ı středńı hodnotu potenciálu ϕ̄. Je tedy q′ϕ = q′ϕ̄. Z věty o středńı hodnotě
potenciálu např́ıklad plyne, že v mı́stě, kde nejsou náboje, nemůže mı́t potenciál minimum a
elektrostatické pole tak nemůže udržovat vložený náboj ve stabilńı rovnováze (Earnshawova
věta). Je-li potenciál na hranici nějaké oblasti nulový, nemůže mı́t nikde v této oblasti extrém
a muśı zde být tud́ıž všude roven nule.

V kartézských souřadnićıch můžeme Laplaceovu rovnici zapsat jako

∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
+

∂2ϕ

∂z2
= 0 .

Odtud je rovněž zřejmé, že potenciál nemůže mı́t extrémy - v takovém mı́stě by všechny druhé
parciálńı derivace musely být bud’ kladné nebo záporné.

Potenciál elektrostatického pole bodového náboje je zřejmě

ϕ = − 1

4πε0

∫ r

∞

q

r2
dr =

1

4πε0

q

r
. (2.15)

Soustava N bodových náboj̊u tak vytvoř́ı v bodě o souřadnićıch x, y, z potenciál

ϕ(x, y, z) =
1

4πε0

∑
β

qβ

rβ

. (2.16)

Pomoćı (2.16) můžeme zapsat energii soustavy bodových náboj̊u (2.7) jako

W =
1

2

N∑
α=1

qαϕα (2.17)

(ϕα je potenciál vytvářený všemi ostatńımi náboji v mı́stě, kde śıdĺı náboj qα). Je-li náboj
rozložen spojitě v objemu V , přejde suma v (2.17) na integrál a s použit́ım Laplaceovy -
Poissonovy rovnice a Gaussova zákona můžeme vyjádřit energii v tomto objemu jako

WV =
1

2

∫
V

ρϕdV = −ε0

2

∫
V

ϕ∆ϕdV = −ε0

2

[∫
V

div(ϕ∇ϕ)dV −
∫

V
(∇ϕ)2dV

]
=

−ε0

2

[∮
S
(ϕ∇ϕ)dS −

∫
V
(∇ϕ)2dV

]
.

Plochu S ohraničuj́ıćı objem V můžeme nyńı rozṕınat do nekonečna; přitom bude integrand
v plošném integrálu klesat jako 1

r
a v nekonečnu tento integrál vymiźı. Zbývá tedy objemový

integrál, který se nyńı rozprostře na celý prostor:

W =
ε0

2

∫
∞

E2dV =
∫
∞

wdV . (2.18)
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obr. 2.9

Zde jsme označili hustotu energie elekrostatického pole

w =
ε0E

2

2
. (2.19)

Energii prostorově rozložených statických náboj̊u můžeme tedy vyjádřit bud’ pomoćı náboj̊u
a jejich vzdálenost́ı nebo na základě znalosti jimi vyztvářeného elektrostatického pole; oba
zp̊usoby jsou matematicky ekvivalentńı. Hustotu energie elektrostatického pole nemůžeme v
prostoru nijak zjistit, fyzikálńı význam má pouze celková energie soustavy daná integrálem
(2.18).

Zabývejme se nyńı úlohou určit elektrostatické pole a potenciál daného rozložeńı elektrických
náboj̊u. Necht’ tyto náboje jsou rozloženy v objemu V a my máme určit pole a potenciál v bodě
A o polohovém vektoru ~r. Podle principu superpozice můžeme objem V rozdělit na malé,
bodové náboje ρdV s polohovými vektory ~r′. Označme dále vektor pr̊uvodiče daného bodového
náboje s bodem A jako ~R = ~r − ~r′ (viz obr. 2.9). Intenzitu elektrostatického pole a potenciál
pak najdeme integrováńım

~E(x, y, z) =
1

4πε0

∫
V

ρ(x′, y′, z′)~R dV

R3
, ϕ(x, y, z) =

1

4πε0

∫
V

ρ(x′, y′, z′) dV

R
. (2.20)

Je-li náboj rozložen plošně nebo lineárně, nastouṕı mı́sto objemových integrál̊u a hustot in-
tegrály a hustoty plošné, resp. lineárńı.

Je otázka, zda integrály (2.20) budou poskytovat konečné a spojité hodnoty, zejména v
tomto př́ıpadě, bude-li bod A ležet uvnitř objemu V . Potom totiž bude ve jmenovateli integro-
vané funkce nula a integrál může, ale nemuśı konvergovat. Z obecné teorie potenciálu vyplývá
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pro objemové rozložeńı náboj̊u:

1. Je-li funkce ρ konečná a dostatečně hladká uvnitř objemu V , bude pole ~E všude konečné
a spojité a potenciál ϕ bude mı́t nav́ıc i parciálńı derivace alespoň prvńıho řádu.

2. Je-li náboj rozložen plošně s hustotou σ, neńı na nabité ploše intenzita pole definována a
potenciál zde nemá derivaci. Při pr̊uchodu touto plochou z̊ustávaj́ı tečné složky intenzity pole
spojité, zat́ımco normálové se měńı skokem o σ

ε0
.

Uvedené hraničńı podmı́nky na nabité ploše snadno źıskáme z Gaussovy a Stokesovy věty.
Představ́ıme-li si ńızký válcový objem těsně přimykaj́ıćı k této ploše, s osou ve směru normály,
potom můžeme zanedbat tok pole pláštěm a uvažovat jen tok podstavami ∆S. Z Gaussova
zákona pak máme

(E1n − E2n) ∆S =
σ∆S

ε0

.

Vedeme-li uzavřenou křivku tak, že dvě jej́ı větve délky ∆l procházej́ı těsně podél obou stran
plochy, dostaneme ze Stokesovy věty

(E1t − E2t) ∆l = 0 .

Na nabité ploše je tedy potenciál spojitý a pro normálové a tečné složky intenzity pole plat́ı

Div ~E = E1n − E2n =
σ

ε0

, |Rot ~E| = E1t − E2t = 0 . (2.21)

Při výpočtu intenzity pole můžeme tedy použ́ıt bud’ př́ımo prvńı z integrál̊u (2.20), nebo
můžeme vypoč́ıtat potenciál (druhý integrál je skalárńı a tedy jednodušš́ı) a pak určit intenzitu
ze vztahu (2.12). Pokud je rozložeńı náboj̊u symetrické, může být výhodněǰśı použ́ıt př́ımo
Gauss̊uv zákon. V př́ıpadě nepravidelného rozložeńı náboje můžeme použ́ıt přibližné metody
umožňuj́ıćı určit pole v dosti velké vzdálenosti od náboje; o ńı pojednáme v následuj́ıćım
odstavci.

Urč́ıme nyńı pole a potenciály některých nábojových uspořádáńı.

1. Nabitá př́ımka

Mějme elektrický náboj rozložený podél př́ımky s konstantńı lineárńı hustotou τ (obr. 2.10) a
určeme intenzitu elektrostatického pole v bodě A ve vzdálenosti r od př́ımky. Uvažme př́ıspěvky
dvou nábojových element̊u τdl lež́ıćıch ve stejné vzdálenosti l na obě strany od paty kolmice
spuštěné z bodu A na př́ımku. Jejich vektorový součet bude zřejmě kolmý k př́ımce a bude
mı́̌rit od př́ımky, je-li náboj kladný. Jeho velikost můžeme jej zapsat jako

dE = 2 cos α
1

4πε0

τdl

R2
,
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obr. 2.10
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kde

R =
r

cos α
, l = rtgα, dl =

rdα

cos2 α
.

Po dosazeńı a integraci máme

E =
τ

2πε0r

∫ π/2

0
cos α dα =

τ

2πε0r
. (2.22)

Týž výsledek bychom dostali jednodušš́ım zp̊usobem př́ımo z Gaussova zákona. Na směr
vektoru intenzity můžeme usoudit ze symetrie úlohy a obkloṕıme-li část př́ımky souosým válcem
o poloměru podstavy r a libovolné délky L, máme pro tok intenzity pláštěm válce

E.2πrL =
1

ε0

τL ,

odkud ihned plyne (2.22). Pokud jde o potenciál pole, máme

ϕ = −
∫ r

∞
E dr = − τ

2πε0

ln r + konst . (2.23)

Integračńı konstantu tentokrát nemůžeme vybrat tak, aby potenciál v nekonečnu byl nulový.
Je to pochopitelné, nebot’ jsme do nekonečna umı́stili elektrické náboje! Jinak můžeme tuto
konstantu ovšem volit libovolně.

2. Nabitá rovina a rovinná vrstva
Mějme elektrický náboj rozložený rovnoměrně na rovině s konstantńı plošnou hustotou σ a

určeme pole a potenciál v bodě A ve vzdálenosti r od roviny. Mohli bychom např́ıklad rozdělit
rovinu na dvojice rovnoběžných úzkých př́ımých pás̊u symetricky umı́stěných vzhledem k patě
kolmice spuštěné s bodu A na rovinu, považovat tyto pásy za nabité př́ımky a sč́ıtat jejich
př́ıspěvky. Ze symetrie úlohy je však zřejmé, že vektor intenzity pole bude mı́̌rit kolmo od
kladně nabité roviny. Zvoĺıme-li tedy Gaussovu plochu opět ve tvaru povrchu válce s osou
kolmou k rovině a s podstavami libovolného tvaru a plochy S tak, aby ležely ve vzdálenosti r
na obě strany od roviny, dostaneme

E.2S =
1

ε0

σS .

Odtud dostaneme pro intenzitu pole a potenciál nabité roviny

E =
σ

2ε0

, ϕ = − σ

2ε0

r + konst (2.24)

(pole vpravo od svislé roviny budeme brát jako kladné, vlevo jako záporné). Je pozoruhodné,
že velikost intenzity pole se neměńı se vzdálenost́ı od roviny; předpoklad o tom, že rovina je
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obr. 2.11 obr. 2.12
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obr. 2.13

nekonečná je ovšem idealizaćı. Pr̊uběh intenzity pole a potenciálu nabité roviny jsou na obr.
2.11. Z něho je patrno, že na nabité rovině má normálová složka intenzity pole nespojitost σ

ε0
.

Nabitou rovinu jsme považovali za nekonečně tenkou. Ve skutečnosti jde vždy o nabitou
vrstvu konečné tloušt’ky. Je-li taková vrstva nabita s konstantńı objemovou hustotou ρ (viz obr.
2.12) a má-li š́ı̌rku a, můžeme myšleně rozřezat vrstvu na nekonečně tenké roviny s plošnou
hustotou náboje dσ = ρdr a podle principu superpozice sč́ıtat př́ıspěvky takových rovinných
náboj̊u. Tak dostaneme vně vrstvy

E =
∫ a/2

−a/2

ρdr

2ε0

=
ρa

2ε0

, ϕ = − ρa

2ε0

r + konst.

Uvnitř vrstvy se odečtou př́ıspěvky vrstev o tloušt’ce a
2

+ r a a
2
− r:

E =
ρ

2ε0

[(
a

2
+ r

)
−
(

a

2
− r

)]
=

ρ

ε0

r, ϕ = − ρ

2ε0

r2 + konst .

Protože jde o prostorově rozložený náboj, je pole na hranici vrstvy spojité, i když tam nemá
derivaci. Potenciál ovšem derivaci má.

Z principu superpozice snadno odvod́ıme pr̊uběh pole a potenciálu buzených dvojicemi
souhlasně a nesouhlasně nabitých rovin (obr. 2.13). Jsou-li roviny nabité opačnými náboji
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téže velikosti hustoty, bude pole homogenńı a bude zcela soustředěno mezi rovinami (deskový
kondenzátor). Všimněte si skok̊u intenzity elektrického pole na nabitých rovinách.
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obr. 2.14

3. Nabitá koule
Elektrostatické pole a potenciál objemově či povrchově nabité koule urč́ıme snadno pomoćı

Gaussova zákona.3Uvedeme proto pouze výsledky graficky zachycené na obr. 2.14.
Je-li koule o poloměru R nabita povrchově s plošnou hustotou σ, nese náboj Q = 4πR2σ,

je-li nabita objemově s hustotou ρ, má náboj 4
3
πR3ρ. Pro pole vně koule (r > R) dostáváme v

obou př́ıpadech stejné vztahy jako pro bodový náboj umı́stěný ve středu koule:

E =
1

4πε0

Q

r2
, ϕ =

1

4πε0

Q

r
. (2.25)

Pole uvnitř (r < R) povrchově nabité koule bude zřejmě nulové a konstantńı potenciál roven
potenciálu na povrchu

ϕ =
1

4πε0

Q

R
; (2.26)

pro objemově nabitou kouli dostáváme

E =
1

4πε0

Q

R3
r, ϕ = − 1

8πε0

Q

R3
r2 +

3

8πε0

Q

R
. (2.27)

Snadno se přesvědč́ıme, že na hranici koule jsou splněny požadavky na normálové složky pole
a potenciál.

Podobným zp̊usobem bychom mohli naj́ıt pole a potenciál buzený nekonečným povrchově
či objemově nabitým válcem. Zjistili bychom, že navenek se válec chová jako lineárńı náboj v
ose, pole uvnitř povrchově nabitého válce je nulové, uvnitř objemově nabitého válce bude

E =
ρ

2ε0

r, ϕ = − ρ

4ε0

r2 + konst .

4. Pole a potenciál na ose nabité kružnice

3A velmi nesnadno bez něho, Newton musel řešit obdobnou úlohu pro gravitačńı pole koule složitým inte-
grováńım mnoho let.
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obr. 2.15

Mějme kružnici poloměru r nabitou s lineárńı hustotou τ . Z d̊uvodu symetrie můžeme
usoudit, že pole na ose této kružnice bude ležet v této ose, nad rovinou kružnice bude kladné
(směr vzh̊uru) pod rovinou záporné (směr dol̊u). Urč́ıme, jak záviśı toto pole na vzdálenosti od
středu kružnice h (viz obr. 2.15).

Rozděĺıme kružnici na dvojice protilehlých element̊u délky dl, které představuj́ı bodové
náboje τdl, a zintegrujeme př́ıspěvky takových dvojic:

E = 2 cos α
1

4πε0

∫ πr

0

τdl

h2 + r2
=

τrh

2ε0(h2 + r2)3/2
, ϕ =

τr

2ε0

√
h2 + r2

. (2.28)

Intenzita pole nabývá extrémů ve vzdálenostech hm = r/
√

2, ve středu kružnice je pole sa-
mozřejmě nulové.

3. Elektrický dipól a vektor polarizace

Mějme objem V , v němž je nějakým zp̊usobem rozmı́stěn elektrický náboj; celkový náboj v
tomto objemu může přitom být nulový i nenulový. Umı́stěme v tomto objemu počátek souřadnic
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obr. 2.16 obr. 2.17

a hledejme potenciál elektrostatického pole v bodě A lež́ıćım ve vzdálenosti r od počátku
např́ıklad na ose z. Objem V rozděĺıme na malé elementy dV , s nimiž budeme zacházet jako s
bodovými náboji. Polohové vektory těchto element̊u označ́ıme ~r′, pr̊uvodič z tohoto elementu
do bodu A označ́ıme ~R, takže ~R = ~r − ~r′. Princip superpozice dává

ϕA =
1

4πε0

∫
V

ρ(x′, y′, z′)

R
dV .

Předpokládejme nyńı, že bod A lež́ı ve vzdálenosti mnohem větš́ı než jsou rozměry objemu V .
Potom můžeme považovat poměr r′/r za malý a rozložit funkci 1

R
pod integrálem do Taylorova

rozvoje. Jinak můžeme též použ́ıt kosinové věty (viz obr. 2.16)

R = (r2 + r′2 − 2rr′ cos θ)1/2

a binomického rozvoje do druhého řádu r′/r 4

1

R
=

1

r

(
1 +

r′2

r2
− 2r′

r
cos θ

)−1/2

=
1

r

1 +
r′

r
cos θ +

1

2

(
r′

r

)2

(3 cos2 θ − 1) + · · ·

 .

4Pro α � 1 (1 + α)−1/2 = 1− 1
2α + 3

8α2 − 15
48α3 + · · ·
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Dosad́ıme-li tuto řadu do integrálu pro potenciál, dostaneme takzvaný multipólový rozvoj elek-
trostatického pole. Potenciál v bodě dostatečně vzdáleném od uvažovaného objemu můžeme
vyjádřit jako součet př́ıspěvk̊u, jejichž velikost postupně klesá s rostoućımi mocninami vzdálenosti.
V teorii elektromagnetického pole se dokazuje, že takový rozvoj vždy existuje a je jednoznačný:

ϕ = ϕ(0) + ϕ(1) + ϕ(2) + · · · =
1

4πε0

(
K0

r
+

K1

r2
+ · · ·

)
. (2.29)

Integrály Kn nazýváme elektrickými multipólovými momenty. Jsou to elektrické charakteristiky
daného objemu, které závisej́ı pouze na rozložeńı náboje v tomto objemu a jeho symetrii. Pokud
je rozložeńı náboje komplikované či neznámé a nemůžeme ho vypoč́ıtat, můžeme se pokusit určit
multipólové momenty experimentálně z jimi vyvolávaného pole.

Zaṕı̌seme prvńı tři multipólové momenty vzhledem k naš́ı volbě bodu A:

K0 =
∫

V
ρdV, K1 =

∫
V

r′ cos θρdV, K2 =
1

2

∫
V

r′2(3 cos2 θ − 1)ρdV .

Prvńı z multipólových moment̊u K0 odpov́ıdá elektrickému monopólu, a je to vlastně celkový
náboj daného objemu. Ve velké vzdálenosti se malý nabitý objem jev́ı jako bodový náboj, což
je pochopitelné. V př́ıpadě, že objem bude jako celek nenabitý, stane se rozhoduj́ıćım daľśı člen
K1, který představuje moment elektrického dipólu.

Pro naši speciálńı volbu bodu A, kdy r′ cos θ = z′, odpov́ıdá integrál K1 z-ové složce vekto-
rové veličiny, kterou nazýváme elektrický dipólový moment a který můžeme zapsat pro př́ıpad
spojitého a nespojitého rozložeńı náboj̊u jako

~p =
∫

V
~r′ρdV , ~p =

∑
α

r′αqα . (2.30)

Elektrický dipólový moment je tedy vedle náboje daľśı charakteristika elektrického p̊usobeńı
částice či tělesa a měř́ı se v coulombech krát metr. Potenciál odpov́ıdaj́ıćı elektrickému dipólovému
momentu je

ϕ(1) =
1

4πε0

~p · ~r0

r2
=

1

4πε0

~p · ~r
r3

. (2.31)

Na rozd́ıl od potenciálu náboje klesá potenciál dipólu se čtvercem vzdálenosti.
Důležitou je otázka, zda definice elektrického dipólového momentu neńı závislá na volbě

počátku souřadnic. Přejdeme-li od počátku souřadnic O1 k novému počátku O2, a označ́ıme
vektor spojuj́ıćı oba počátky jako ~a, bude transformace souřadnic ~r′1 = ~r′2+~a a dipólový moment

~p1 =
∑
α

r′α1qα =
∑
α

~r′α2qα + ~a
∑
α

qα = ~p2 + ~a Q .

Elektrický dipólový moment je tedy invariantńı v̊uči volbě počátku tehdy, je-li celkový náboj v
objemu nulový. Takový objem se nazývá polarizovaný.
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Může se stát, že jak celkový náboj v objemu, tak dipólový moment budou nulové. Převládaj́ıćım
se pak stane následuj́ıćı člen rozvoje odpov́ıdaj́ıćı elektrickému kvadrupólu. Definujeme jej
obecně jako tenzor o složkách

Qij =
∫

V
(3x′ix

′
j − δijr

′2)ρ dV , (2.32)

v př́ıpadě bodových náboj̊u ve tvaru sumy. Z této definice je zřejmé, že tenzor kvadrupólového
momentu je symetrický a součet jeho diagonálńıch moment̊u je roven nule. V hlavńıch osách
budou všechny nediagonálńı momenty nulové a bude-li nav́ıc náboj rozložen symetricky kolem
osy z, dostaneme

Qxx = Qyy = −1

2
Qzz .

Potom je kvadrupólový moment určen jediným prvkem. Kvadrupólový moment bude nezávislý
na volbě počátku souřadnic, bude-li jak celkový náboj tak dipólový moment soustavy nulový.
V našem multipólovém rozvoji pro potenciál v bodě na ose x bude kvadrupólový př́ıspěvěk k
potenciálu

ϕ(2) =
1

4πε0

1

2

Qzz

r3

a klesá s třet́ı mocninou vzdálenosti.
Je-li i kvadrupólový moment soustavy nulový, nastupuje moment oktupólový. Tak se s

rostoućı symetríı rozložeńı náboje uplatňuj́ı stále vyšš́ı multipóly. Nejvyšš́ı symetrii vykazuje
sférické rozložeńı náboje; v tom př́ıpadě jsou všechny multipólové momenty nulové a nabitá
koule se navenek chová přesně tak jako bodový náboj (monopól).

Všimneme si nyńı bĺıže elektrického dipólu. Bodovým dipólem nazýváme elektricky neutrálńı
útvar zanedbatelných rozměr̊u, který v prostoru vytvář́ı elektrické pole o potenciálu daném
vztahem (2.31). Př́ıkladem takových útvar̊u mohou být např́ıklad některé molekuly (nazýváme
je polárńı). Intenzita elektrického pole bodového dipólu bude tedy

~E = −∇ϕ = − 1

4πε0

[
∇
(

1

r3

)
~p · ~r +

∇(~p · ~r)
r3

]
=

1

4πε0

[
3(~p · ~r)~r

r5
− ~p

r3

]
. (2.33)

Je-li bodový dipól umı́stěn v počátku souřadnic v rovině x, z a orientován ve směru osy z, budou
mı́t siločáry pole pr̊uběh znázorněný na obr. 2.17. Potom pro složky intenzity pole dostaneme

Ex =
1

4πε0

3pxz

r5
, Ey = 0, Ez =

p

4πε0

(
3z2

r5
− 1

r3

)
. (2.34)

Na ose z bude x = 0 a

Ex = 0, Ey = 0, Ez =
1

4πε0

2p

r3
, (2.35)
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obr. 2.18 obr. 2.19

na ose x bude z = 0 a

Ex = 0, Ey = 0, Ez = − 1

4πε0

p

r3
. (2.36)

Bodový elektrický dipól obyčejně aproximujeme dvojićı bodových náboj̊u stejné velikosti a
opačných znameńı ve vzájemné vzdálenosti l. Dipól má pak velikost p = ql a je orientován od
záporného náboje ke kladnému. Pole vytvářené takovou dvojićı náboj̊u ovšem odpov́ıdá poli
dipólu (2.33) jen na vzdálenostech r � l. Umı́st́ıme-li takový dipól do počátku souřadnic a
orientujeme ve směru osy z, dostaneme v tomto přibĺıžeńı z principu superpozice výrazy, (2.35)
resp. (2.36). Takovou dvojici náboj̊u nazýváme konečný dipól.

Umı́st́ıme-li dipól do vněǰśıho homogenńıho elektrického pole, bude výsledná śıla p̊usob́ıćı
na dipól nulová, ale bude naň p̊usobit moment silové dvojice (viz obr. 2.18).

~D = ~p× ~E . (2.37)

Při natáčeńı dipólu v homogenńım poli koná tento moment silové dvojice práci

A =
∫ α

π/2
D dα =

∫ α

π/2
pE sin α dα = −pE cos α

Dipól tak źıská energii závislou na jeho orientaci v̊uči směru pole. Tato energie je rovna

W = −~p · ~E (2.38)

Odečet této energie jsme zvolili tak, že ji bereme jako nulovou, je-li dipól orientován kolmo k
siločarám pole, zápornou je-li orientován souhlasně se směrem pole a kladnou mı́̌ŕı-li proti poli
(obr. 2.19).

71



obr. 2.20

V nehomogenńım elektrickém poli bude na dipól p̊usobit výsledná śıla. Na obr. 2.20 jsou
znázorněny př́ıpady, kdy gradient pole je kolmý na směr siločar a rovnoběžný s ńım. V prvńım
př́ıpadě můžeme napsat pro x-ovou složku výsledné śıly

Fx = F1 − F2 = q(E1 − E2) ≈ q
∂Ex

∂z
∆z = p

∂Ex

∂z
cos β = ~p · grad Ex .

I v obecném př́ıpadě dostaneme př́ımo z (2.38)

~F = −∇W = ∇(~p · ~E) = (~p∇) ~E . (2.39)

Obecně lze ř́ıci, že dipól po vložeńı do vněǰśıho elektrického pole je vždy natáčen souhlasně
se směrem pole a pak vtahován do oblasti silněǰśıho pole.

Atomy a molekuly mohou mı́t bud’ své vlastńı elektrické dipólové momenty závislé na
vnitřńım uspořádáńı elektrických náboj̊u nebo mohou źıskat dipólový moment tak, že se ve
vněǰśım poli zpolarizuj́ı. Takový źıskaný dipólový moment se nazývá indukovaný, bývá o několik
řád̊u menš́ı než vlastńı momenty atomů a molekul a v prvńım přibĺıžeńı bude zřejmě úměrný in-
tenzitě vněǰśıho elektrického pole. Koeficient úměrnosti se nazývá atomovou, resp. molekulovou
polarizovatelnost́ı:

~pind = α~E . (2.40)

Odhadneme velikost atomové polarizovatelnosti. Použijeme model vod́ıkového atomu jako
záporně nabité koule o Bohrově poloměru rB = 0, 529.l0−10 m, v jej́ımž středu śıdĺı proton.
Takto symetrické uspořádáńı náboj̊u zřejmě dipólový momenmt neprojevuje. Necht’ se nyńı
vlivem vněǰśıho elektrického pole proton vychýĺı ze své středové polohy na vzdálenost a. Indu-
kovaný dipólový moment bude mı́t tedy velikost p = ea. Śıla, která vyvolala takové posunut́ı je
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silou mezi nábojem e a záporným nábojem uvnitř koule o poloměru a. Tuto śılu snadno urč́ıme
jako

F = eE =
1

4πε0

e2a

r3
B

.

Odtud

a =
4πε0r

3
B

e
E, α = 4πε0r

3
B = 1, 65.10−41 CV−1m2 .

Odtud odhadneme, že např́ıklad v poli o obrovské intenzitě E = 106 V.m−1 se jádro atomu
vod́ıku vychýĺı o pouhých 10−16 m a indukovaný dipólový moment bude mı́t velikost pind =
1, 6.10−35 C.m. 5 Odtud si můžeme učinit představu u velikosti vnitroatomových elektrických
poĺı. Molekuly, které maj́ı vlastńı dipólové momenty se nazývaj́ı polárńı. Typickým př́ıkladem
je molekula vody, jej́ıž dipólový moment směřuje od atomu kysĺıku kolmo směrem k linii atomů
vod́ıku a má velikost p = 6, 1.10−30 C.m. K polárńım molekulám patř́ı dále molekula chloro-
vod́ıku, amoniaku, oxidu uhelnatého a daľśı. Velikosti vlastńıch dipólových moment̊u ukazuj́ı
na vnitroatomová elektrická pole řádově 1011V.m−1.

Podobně jako bodové náboje mohou být i dipóly rozloženy jakoby spojitě v prostoru či
na ploše. Představme si nejprve obecnou plochu tvořenou dvěma nekonečně tenkými vrstvami,
jednou kladně nabitou s plošnou hustotou náboje σ, druhou záporně nabitou s hustotou −σ.
Takovou plochu nazýváme elektrickou dvojvrstvou. Vzniká např́ıklad na povrchu plazmatu, kde
pohyblivěǰśı elektrony se vzdaluj́ı dále od hranice plazmatu než ionty, a má dobré elektrické a
tepelné izolačńı vlastnosti. Můžeme na ni pohĺıžet jako na plošně rozložené elektrické dipóly ori-
entované ve směru normály a o plošné hustotě ~pS = σ∆l~n, kde ∆l je vzdálenost nabitých ploch.
Plocha S dvojvrstvy bude budit v bodě o polohovém vektoru ~r elektrické pole o potenciálu

ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
S

~pS · ~R

R3
dS =

pS

4πε0

∫
S

~R · d~S

R3
=

pSΩ

4πε0

. (2.41)

Zde Ω představuje prostorový úhel, pod ńımž je vidět plochu dvojvrstvy z bodu A. To je
pozoruhodná vlastnost dvojvrstvy - můžeme ji libovolně zmuchlat a potenciál v daném bodě
se přitom nezměńı, zachováme li př́ıslušný prostorový úhel. Plyne odtud také, že při přechodu
dvojvrstvou se potenciál měńı skokem o pS

ε0
.

Přejdeme nyńı k prostorovému rozložeńı elektrických dipól̊u. Mysleme si nějaký objem, kde
jsou dipóly ~p rozloženy s hustotou N a všechny jsou souhlasně orientovány. Objemová hus-
tota elektrických dipól̊u pak bude ~P = N~p a nazýváme ji vektorem elektrické polarizace. Ve
skutečnosti nejsou elementárńı dipóly (např́ıklad molekulárńı dipóly v látce) nikdy všechny sou-
hlasně orientovány a budeme-li se je snažit orientovat vněǰśım elektrickým polem, bude tepelný
chaotický pohyb tuto orientaci opět narušovat. I tak můžeme však zavést vektor polarizace ~P
a definovat jej jako elektrický dipólový moment jednotky objemu látky. V př́ıpadě dokonalého

5Přesný kvantově mechanický výpočet dává hodnotu atomové polarizovatelnosti pro vod́ık 9/2 krát větš́ı.
Hodnoty atomové polarizovatelnosti r̊uzných atomů a molekul najdeme v tabulkách.
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obr. 2.21

uspořádáńı dipól̊u bude mı́t maximálńı velikost, v př́ıpadě dokonale neuspořádaných dipól̊u
bude nulový. Vektor polarizace se měř́ı v jednotkách coulomb na metr čtverečný, a má tedy
stejný rozměr jako plošná hustota elektrického náboje.

Urč́ıme potenciál elektrostatického pole buzený v bodě o polohovém vektoru ~r polarizo-
vaným objemem s vektorem polarizace ~P (~r′):

ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
V

~P (~r′) · ~R

R3
dV =

1

4πε0

∫
V

div′

 ~P (~r′)

R

 dV −
∫

V

div′ ~P (~r′)

R
dV

 =

=
1

4πε0

∮
S

~P (~r′) · d~S

R
−
∫

V

div′ ~P (~r′)

R
dV

 =
1

4πε0

[∮
S

σv(~r
′)dS

R
+
∫

V

ρv(~r
′)dV

R

]
,

kde pod div’ se rozumı́ divergence derivovaná podle proměnné ~r′.
Výsledný potenciál je tedy ekvivalentńı potenciálu pole buzeného plošným nábojem hustoty

σv vázaným na povrch tělesa a objemovým nábojem hustoty ρv vázaným uvnitř tělesa, kde

σv = ~P · ~n, ρv = −div ~P (2.42)

(~n je jednotkový vektor normály k povrchu tělesa).
Polarizovaný objem se tedy chová jako určité ekvivalentńı rozděleńı plošných a objemových

náboj̊u. Vezměme např́ıklad objem tvaru válce homogenně polarizovaný ve směru osy (~P = konst).

Potom div ~P je nulová, normála na plášti válce je kolmá k vektoru polarizace a pole takového
válce bude ekvivalentńı poli dvou nabitých podstav s opačným znameńım náboje (obr. 2.21). Je-
li válec št́ıhlý, bude představovat konečný elektrický dipól s náboji P∆S a −P∆S na konćıch.
Přejde-li válec v nekonečnou rovinnou vrstvu, bude představovat dvojici nesouhlasně nabitých
rovin s hustotami náboje σ = P a σ = −P . Pole uvnitř takové vrstvy bude tedy mı́̌rit proti
směru vektoru polarizace a bude rovno

Ep = −P

ε0

. (2.43)
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obr. 2.22

Pole vně vrstvy bude nulové.
Urč́ıme ještě pole polarizované koule. Necht’ vektor polarizace mı́̌ŕı ve směru osy z a je opět

konstantńı. Na povrchu koule se vytvoř́ı plošný náboj s proměnnou hustotou

σv = ~P · ~n = P cos θ .

Vı́me, že pole objemově nabité koule se navenek chová jako pole bodového náboje v centru.
Lze snadno ukázat, že také pole polarizované koule se navenek chová, jako kdyby celý dipólový
moment koule

~p = V ~P =
4

3
πR3 ~P

byl umı́stěn ve středu koule. Plošné rozložeńı náboje na povrchu si totiž lze představit tak,
jako kdybychom měli dvě vzájemně se překrývaj́ıćı koule objemově nabité opačnými náboji s
nepatrně posunutými středy. V mı́stech překryt́ı se náboje kompenzuj́ı, na rovńıku je hustota
náboje nulová, na pólech maximálńı a rovna P a −P (viz obr. 2.22).

Potom bude potenciál vně koule potenciálem dipólu a můžeme psát

ϕe =
1

4πε0

~p · ~r
r3

=
P

3ε0

R3

r3
z .

Uvnitř koule muśı potenciál splňovat Laplaceovu rovnici a hraničńı podmı́nku spojitosti na
povrchu koule. Tomu však vyhov́ı pouze potenciál

ϕi =
1

3ε0

Pz .
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obr. 2.23

Intenzita elektrostatického pole uvnitř koule je tedy konstantńı, mı́̌ŕı proti směru vektoru
polarizace a je rovna

~Ei = −∇ϕi = −
~P

3ε0

. (2.44)

Lze se přesvědčit, že tečné složky pole uvnitř a vně koule jsou spojité, normálové složky se měńı
skokem o P/ε0.

Fakt, že pole uvnitř polarizované koule je homogenńı se může zdát překvapivý. Ukazuje se, že
je to obecná vlastnost všech polarizovaných těles tvaru elipsoidu, jehož jsou koule a nekonečná
rovinná vrstva zvláštńımi př́ıpady.

1. Śıly p̊usob́ıćı mezi elektrickými dipóly

Mějme dva dipóly ~p1, ~p2 v rovině x, z, přičemž dipól ~p1 necht’ je umı́stěn v počátku a
orientován ve směru osy z. Pro gradienty složek pole prvńıho dipólu dostaneme

grad Ex =
p1

4πε0

(
3z

r5
− 15x2z

r7
, 0,

3x

r5
− 15xz2

r7

)

grad Ez =
p1

4πε0

(
3x

r5
− 15xz2

r7
, 0,

9z

r5
− 15z3

r7

)
.

Složky śıly, kterou tento dipól p̊usob́ı na obecně umı́stěný a orientovaný dipól ~p2 najdeme jako
skalárńı součiny vektoru ~p2 a gradientu př́ıslušné složky pole. Tak bude-li druhý dipól umı́stěn
ve vzdálenosti z na ose z a souhlasně orientován (obr. 2.23), budou složky śıly

Fx = ~p2 · grad Ex = 0, Fz = ~p2 · grad Ez = − 1

4πε0

6p1p2

r4
.

Znaménko minus ukazuje, že jde o śılu přitažlivou.
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Bude-li druhý dipól umı́stěn ve vzdálenosti x na ose x a opět souhlasně orientován, dosta-
neme odpudivou śılu o složkách

Fx =
1

4πε0

3p1p2

r4
, Fz = 0.

Nejzaj́ımavěǰśı je př́ıpad, když druhý dipól je opět umı́stěn na ose x, ale orientován kolmo
k prvńımu dipólu, např́ıklad směrem od něho. Pak dostaneme

Fx = 0, Fz =
1

4πε0

3p1p2

r4
.

Ve všech př́ıpadech klesá śıla se čtvrtou mocninou vzdálenosti, ale jak ukazuje posledńı př́ıpad,
neńı obecně centrálńı, nemuśı mı́̌rit po spojnici obou dipól̊u. Kdybychom např́ıklad druhý dipól
přibližovali k prvńımu z nekonečna kolmo natočený, nemuseli bychom překonávat žádnou śılu,
nekonali bychom práci.

2. Energie soustavy dvou dipól̊u

Energii soustavy dvou dipól̊u ve vzájemné vzdálenosti r najdeme obecně jako energii jednoho
dipólu ve vněǰśım poli vytvářeném druhým dipólem:

W = −~p2 · ~E1 =
1

4πε0

(
~p1 · ~p2

r3
− 3(~p1 · ~r)(~p2 · ~r)

r5

)
.

4. Vodiče v elektrostatickém poli

Zabýváme-li se vlastnostmi elektrostatického pole v látkovém prostřed́ı, muśıme rozlǐsovat
pole mikroskopická a makroskopická. Mikroskopická pole vyvolávaná všemi náboji v látce, pro-
tony v atomových jádrech, elektrony v atomech, atd. nemůžeme bezprostředně měřit a nadto
se rychle měńı v prostoru i čase. Naše měřićı př́ıstroje udávaj́ı hodnoty vystředovaných, makro-
skopických poĺı, pro něž také formulujeme př́ıslušné Maxwellovy rovnice. S hlediska chováńı
látek v elektrostatickém poli můžeme rozlǐsit dva základńı typy - vodiče a dielektrika (nevodiče,
izolanty). Pod vodičem budeme rozumět těleso, v němž existuj́ı volné elektrické náboje, které se
mohou pod vlivem elektrického pole v celém objemu volně pohybovat, ale nemohou jej opustit
(pak by došlo k takzvané emisi).

Odtud plyne, že po vložeńı vodiče do vněǰśıho elektrostatického pole budou se v něm náboje
pohybovat tak dlouho, dokud makroskopické pole nevymiźı. Stane se to tak, že se elektrické
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náboje budou hromadit na povrchu vodiče a vytvářet uvnitř pole opačně orientované k poli
vněǰśımu. Vodič se tak zpolarizuje, na jeho povrchu se naindukuj́ı elektrické náboje. Kdybychom
jej uzemnili a část těchto náboj̊u tak odvedli, a potom opět odizolovali, mohli bychom vodič
nab́ıt, aniž bychom na něj přivedli náboje z jiného nabitého tělesa. Tento jev je znám jako
elektrostatická indukce.

Rozložeńı náboj̊u na povrchu vodiče proběhne téměř okamžitě a tak je můžeme opět považovat
za statické. Jev můžeme popsat také tak, že elektrické siločáry vněǰśıho pole dopadaj́ıćı na po-
vrch vodiče se na jeho povrchu zachyt́ı na záporných náboj́ıch a dále budou opět vycházet
z kladných povrchových náboj̊u. Zvětš́ı-li se intenzita vněǰśıho pole, dodá vodič daľśı volné
náboje, které se rozmı́st́ı tak, aby vněǰśı pole opět vykompenzovaly. V tom spoč́ıvá st́ıńıćı
účinek vodič̊u (Faradayova klec). Nejde tedy vlastně o st́ıněńı, vněǰśı pole do prostoru vodiče
pronikne, ale je zde vykompenzováno polem polarizačńım.

Je-li vněǰśı pole nehomogenńı, indukuje se na nenabitém vodiči elektrický dipólový moment
orientovaný souhlasně se směrem pole a takový vodič bude vtahován do oblasti silněǰśıho pole.
Z uvedeného chováńı vodič̊u vyplývá zejména

• elektrické náboje jsou rozloženy pouze na povrchu vodiče

• makroskopické elektrostatické pole uvnitř vodiče je nulové

• elektrostatický potenciál je v celém objemu vodiče konstantńı

• povrch vodiče představuje ekvipotenciálńı plochu

• siločáry elektrostatického pole jsou vždy kolmé k povrchu vodiče

• v těsné bĺızkosti povrchu vodiče je intenzita pole E = σ/ε0 (takzvaná Coulombova věta,
plyne ihned z Gaussova zákona)

• na hrotech vodič̊u docháźı k prudkým změnám směru siločar a zhuštěńı ekvipotenciálńıch
ploch. S t́ım souviśı sršeńı elektřiny z hrot̊u a efekt hromosvodu.

• v d̊usledku silového p̊usobeńı povrchových náboj̊u vzniká na povrchu vodiče mechanické
napět́ı.

Velikost tohoto mechanického napět́ı můžeme určit následuj́ıćım zp̊usobem. Vyř́ızneme-li na
povrchu vodiče malou plošku ∆S, můžeme tuto plošku považovat za rovinnou a pole v těsné
bĺızkosti plošky na obou jej́ıch stranách brát rovno σ/2ε0. Protože po opětovném vráceńı plošky
na povrch vodiče muśı se pole uvnitř vodiče vynulovat, znamená to, že celý ostatńı povrchový
náboj vytvář́ı v mı́stě této plošky pole kolmé k povrchu a rovné σ/2ε0. Na plošku tedy p̊usob́ı
śıla

∆F = σ∆S
σ

2ε0

=
σ2

2ε0

∆S
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obr. 2.24

a mechanické napět́ı je rovno

T =
σ2

2ε0

=
ε0

2
E2 , (2.45)

kde E je intenzita elektrického pole v těsné bĺızkosti povrchu vodiče.
Vid́ıme, že toto napět́ı je právě rovno objemové hustotě pole v bĺızkosti vodiče. Tuto

skutečnost si můžeme ujasnit myšleným pokusem. Mějme nabitou vodivou kouli, kterou všestranně
mechanicky stlač́ıme. Vykonáme t́ım práci proti silám mechanického napět́ı o velikosti 4πr2Tdr.
T́ım však vytvoř́ıme elektrostatické pole v objemu kulové slupky tloušt’ky dr, kde bylo dř́ıve
pole nulové. Energie takto vzniklého pole se ovšem muśı rovnat vykonané práci.

Mějme nyńı v prostoru soustavu vodič̊u, nabitých či nenabitých. Známe jejich povrchové
plochy Si, vzájemné geometrické uspořádáńı, náboje Qi a potenciály jednotlivých vodič̊u ϕi.
Náboje se na povrchu vodič̊u rozlož́ı jednoznačným zp̊usobem, a to tak, aby potenciálńı energie
celé soustavy byla minimálńı (Thomsonova věta). Jejich siločáry budou vzájemně provázány,
mezi vodiči vznikne tzv. kapacitńı vazba (obr. 2.24). Přibĺıž́ıme-li k soustavě daľśı, nenabitý
vodič, bude se polarizovat a soustava jej bude přitahovat. T́ım se zmenš́ı celková potenciálńı
energie.

Protože povrchy vodič̊u tvoř́ı ekvipotenciálńı plochy, můžeme formulovat matematickou
úlohu na řešeńı Laplaceovy rovnice s dobře definovanými okrajovými podmı́nkami. Nazýváme
ji základńı úlohou elektrostatiky:

Naj́ıt elektrostatický potenciál ϕ(~r), definovaný a spojitý i s derivacemi až do druhého řádu
v daném uzavřeném objemu (nebo v celém prostoru), aby vyhovoval Laplaceově rovnici

∆ϕ = 0
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a okrajovým podmı́nkám na plochách Si

ϕ|Si
= ϕi = konst .

Je-li oborem celý prostor a jsou-li všechny vodiče v konečnu, muśı platit

lim
r→∞

ϕ(~r) = 0 .

Lze dokázat, že řešeńı základńı úlohy elektrostatiky existuje a je jediné. Jednoznačnost řešeńı
plyne z věty o středńı hodnotě potenciálu. Uvažme dvě r̊uzná řešeńı úlohy ϕ, χ, vyhovuj́ıćı týmž
okrajovým podmı́nkám. Podle principu superpozice muśı pak být řešeńım Laplaceovy rovnice
také funkce ϕ − χ, která bude ovšem na povrchu všech vodič̊u nulová. Podle věty o středńı
hodnotě potenciálu muśı tato funkce být identicky rovna nule i v prostoru mezi vodiči, takže
ϕ = χ, č́ımž je jednoznačnost dokázána.

Při řešeńı základńı úlohy elektrostatiky je problém vybrat z mnoha řešeńı Laplaceovy rov-
nice to, které vyhov́ı okrajovým podmı́nkám. Existuje na to řada metod, které zkoumá ma-
tematická fyzika (metoda elektrostatického zobrazeńı, metoda konformńıho zobrazeńı, metoda
Greenových funkćı aj.) Na konci tohoto odstavce se seznámı́me s použit́ım metody elektrosta-
tického zobrazeńı.

Mějme v prostoru jeden nabitý vodič. Potenciál vytvářený t́ımto vodičem v libovolném
bodě prostoru je zřejmě úměrný jeho náboji a jinak může záviset jen na tvaru a velikosti
vodiče. Označ́ıme potenciál na povrchu tohoto vodiče jako ϕ0. Poměr náboje a potenciálu na
povrchu vodiče

C =
Q

ϕ0

(2.46)

nazýváme kapacitou vodiče a měř́ıme ji v jednotkách coulomb na volt nazývaných farad. Snadno
ověř́ıme, že kapacita koule o poloměru R je rovna C = 4πε0R. Farad je př́ılǐs velká jednotka
a v praxi už́ıváme dekadické d́ıly. Tak považujeme-li Zemi za vodivou kouli, zjist́ıme, že jej́ı
kapacita je pouhých 710 µF.

Přejdeme-li nyńı k soustavě vodič̊u zjist́ıme, že náboje na nich budou lineárně záviset na
potenciálech všech vodič̊u, přičemž koeficienty úměrnosti jsou dány pouze geometrickými pa-
rametry soustavy:

Qi = C11 ϕ1 + C12 ϕ2 + · · ·
Q2 = C21 ϕ1 + C22 ϕ2 + · · ·
· · ·

neboli zkráceně
Qi = Cik ϕk . (2.47)
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Koeficienty Cik nazýváme kapacitńı koeficienty, je-li i 6= k influenčńı koeficienty. Vyjádř́ıme-li
naopak potenciály jako funkce náboj̊u

ϕi = Bik Qk , (2.48)

dostaneme takzvané potenciálové koeficienty Bik.
Při nab́ıjeńı soustavy vodič̊u konáme práci, dodáváme soustavě energii. Tato energie by

neměla záviset na tom v jakém pořad́ı a jakou rychlost́ı vodiče nab́ıj́ıme. Zvolme tedy takový
postup, že nab́ıj́ıme všechny vodiče současně a to tak, aby nab́ıjeńı všech vodič̊u bylo také
současně ukončeno. Potenciály a náboje vodič̊u muśı tedy být v každém okamžiku úměrny jejich
konečným hodnotám. Jsou-li konečné potenciály a náboje na vodič́ıch ϕi, Qi a t bezrozměrný
časový parametr měńıćı se během nab́ıjeńı od 0 do 1, budou pr̊uběžné hodnoty potenciál̊u a
náboj̊u ϕ′i = tϕi, Q

′
i = tQi. Výsledná energie pak bude rovna práci vykonané nab́ıjeńım všech

vodič̊u

W =
∑

i

Ai =
∑

i

∫ Qi

0
ϕ′idQ′

i =
∑

i

ϕiQi

∫ 1

0
tdt =

1

2

∑
i

ϕiQi . (2.49)

Na základě energetické úvahy založené na tom, že výsledná energie nezáviśı na pořad́ı nab́ıjeńı
vodič̊u lze dokázat, že matice Cik a Bik jsou symetrické (věta o vzájemnosti kapacit).

Podle (2.49) bude energie jednoho osamoceného vodiče rovna

W =
1

2
ϕ0Q =

Q2

2C
=

Cϕ0

2
. (2.50)

Mějme nyńı soustavu dvou vodič̊u (budeme jim ř́ıkat elektrody) nabité stejně velkými náboji
opačného znameńı tak, že všechny siločáry, které vycházej́ı z kladné elektrody se uzav́ıraj́ı na
záporné. Elektrody mohou mı́t podobu nekonečně rozlehlých rovnoběžných rovinných desek
(tj. desek velkých rozměr̊u ve srovnáńı se vzdálenost́ı mezi deskami), koaxiálńıch válc̊u nebo
koncentrických kouĺı apod. (viz obr. 2.25). Stač́ı nab́ıt jen jednu z desek a druhou uzemnit; na ńı
se pak naindukuje stejně velký opačný náboj. Elektrické pole bude soustředěno (kondenzováno)
v ohraničené oblasti prostoru mezi elektrodami. Uvedené uspořádáńı nazýváme kondenzátorem.
Soustava rovnic (2.47) se pak redukuje na

Q = C11 ϕ1 + C12 ϕ2

−Q = C21 ϕ1 + C22 ϕ2 .

Rozd́ıl potenciál̊u na elektrodách kondenzátoru představuje napět́ı U = ϕ1 − ϕ2. Bude-li kon-
denzátor nenabitý, bude napět́ı na něm nulové a ϕ1 = ϕ2. Z této podmı́nky a také ze symetrie
matice kapacitńıch koeficient̊u dostáváme C11 = −C12 = −C21 = C22 = C a tak můžeme
kapacitńı vlastnosti kondenzátoru popsat jedinou veličinou zvanou kapacita kondenzátoru:

C =
Q

U
. (2.51)
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obr. 2.25

Podobně zjist́ıme, že energie nahromaděná v kondenzátoru bude

W =
1

2
QU =

1

2
CU2 =

1

2

Q2

C
. (2.52)

Rovinný (deskový) kondenzátor vytvář́ı v prostoru mezi deskami homogenńı elektrické pole (s
výjimkou okrajových oblast́ı). Je-li S plocha desek a d vzdálenost mezi deskami, bude intenzita
pole v takovém kondenzátoru

E =
σ

ε0

=
Q

ε0S

a napět́ı

U = Ed =
Qd

ε0S
.

Odtud kapacita deskového kondenzátoru

C = ε0
S

d
. (2.53)

Přesněǰśı výpočet by musel započ́ıtat i okrajové efekty (viz obr. 2.26). Lze odhadnout, že pokud
je poměr vzdálenosti desek k jejich lineárńımu rozměru řádově 0,01, bude oprava na okrajové
efekty činit asi 2%.

Dosad́ıme-li výraz pro kapacitu deskového kondenzátoru do vztahu pro energii kondenzátoru
(2.52), dostaneme

W =
1

2
CU2 =

1

2
ε0

S

d
(Ed)2 =

ε0E
2

2
V = wV ,

kde w je hustota energie elektrického pole a V objem mezi deskami kondenzátoru.
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obr. 2.26

Snadno můžeme určit kapacitu kulového kondenzátoru tvořeného koncentrickými kulovými
elektrodami o poloměrech R1 < R2. Je-li např́ıklad vněǰśı elektroda uzemněna a vnitřńı nabita
kladně, bude pole mezi elektrodami totožné s polem bodového náboje. Napět́ı urč́ıme jako

U =
∫ R2

R1

Edr =
1

4πε0

∫ R2

R1

Q

r2
dr =

Q

4πε0

R2 −R1

R1R2

,

odkud pro kapacitu máme

C = 4πε0
R1R2

R2 −R1

. (2.54)

Všimněme si, že je-li rozd́ıl poloměr̊u elektrod malý, přecháźı (2.54) ve výraz pro kapacitu
deskového kondenzátoru.

V praxi se použ́ıvaj́ı též válcové kondenzátory; za válcový kondenzátor můžeme konec konc̊u
považovat i koaxiálńı kabel s vnitřńı a vněǰśı válcovou elektrodou. Vnitřńı válec může být
plný (drát) nebo dutý. Výpočtem analogickým shora provedenému urč́ıme kapacitu válcového
kondenzátoru a kapacitu koaxiálńıho kabelu na jednotku délky:

C =
2πε0l

ln R2

R1

, Cl =
2πε0

ln R2

R1

. (2.55)

Nakonec můžeme určit kapacitu na jednotku délky dvojlinky, tj.dvojice rovnoběžných lineárńıch
vodič̊u nabitých opačnými náboji (viz obr. 2.27). Přitom sice nejde o kondenzátor v pravém
smyslu, nebot’ pole se rozprost́ırá v celém prostoru. Přesto však můžeme určit potenciál inte-
grováńım pouze mezi vodiči a brát je jako superpozici poĺı buzených oběma vodiči. Při inte-
grováńı je podstatné, že vodiče maj́ı vždy konečný pr̊uřez; předpoklad o nekonečně tenkých
vodič́ıch by vedl k diverguj́ıćımu integrálu. Je-li R poloměr vodič̊u, l vzdálenost mezi jejich
středy a τ lineárńı hustota náboje na nich, máme

U =
∫ l−R

R

τ

2πε0

[
1

r
+

1

l − r

]
dr =

τ

πε0

ln
l −R

R
,

a
Cl =

πε0

ln l−R
R

. (2.56)
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obr. 2.27

obr. 2.28

Potřebujeme-li źıskat kondenzátor o značné kapacitě, můžeme bud’ zvětšovat plochu elektrod
(např. u svitkových kondenzátor̊u), nebo zmenšovat vzdálenost mezi nimi (elektrolytické kon-
denzátory, kde d dosahuje 10−5 mm).

Z definice kapacity plynou i známá pravidla o sč́ıtáńı kapacit kondenzátor̊u zapojených
sériově (kdy se sč́ıtaj́ı napět́ı na elektrodách) a paralelně (kdy se sč́ıtaj́ı náboje) (viz obr. 2.28):

Cser =

(∑
i

1

Ci

)−1

, Cpar =
∑

i

Ci . (2.57)

1. Elektrostatické zobrazeńı
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obr. 2.29

Ukážeme na zp̊usob řešeńı základńı úlohy elektrostatiky metodou elektrostatického zobra-
zeńı. Mějme vodivou uzemněnou vodorovnou rovinu o nulovém potenciálu a nad ńı ve výšce h
bodový elektrický náboj Q. Máme určit elektrostatické pole v celém poloprostoru nad rovinou (s
výjimkou bodu, v němž se nacháźı náboj Q). Úloha modeluje např́ıklad situaci malého nabitého
bouřkového mračna nad zemským povrchem. Potenciál pole muśı splňovat Laplaceovu rovnici
a okrajovou podmı́nku ϕ = 0 při h = 0. Této podmı́nce lze však vyhovět tak, že umı́st́ıme
zrcadlově symetricky na druhou stranu roviny (kde nás řešeńı stejně nezaj́ımá) stejně velký
náboj opačného znameńı - viz obr. 2.29. Všimněte si, že jsme spolu se zrcadlovým zobrazeńım
změnili i znameńı náboje, tedy zkombinovali prostorovou a nábojovou symetrii. Pak můžeme
zapomenout na okrajovou podmı́nku a řešit prostě úlohu o superpozici poĺı dvou bodových
náboj̊u. Pro body bĺızko nad uzemněnou rovinou dostaneme řešeńı

E = − 1

4πε0

2Qh

(r2 + h2)3/2
,

kde r znač́ı vzdálenost od paty kolmice spuštěné z náboje na rovinu. Je zřejmé, že pro r � h
řešeńı přecháźı na pole dipólu. Na rovině se indukuje náboj opačného znameńı s plošnou husto-
tou σ = ε0E, která klesá se vzdálenost́ı od paty kolmice. Můžeme si ověřit, že celkový induko-
vaný náboj bude roven právě −Q. Lze též spoč́ıtat, že polovina celkového indukovaného náboje
zaujme plochu kruhu o poloměru

√
3 h. Náboj Q bude k vodivé uzemněné rovině přitahován

silou

F = − 1

4πε0

Q2

4h2
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a práce potřebná ke vzdáleńı náboje od vodivé stěny do nekonečna bude

A =
1

4πε0

Q2

4h
.

Všimněte si, že energie dvou náboj̊u Q a −Q ve vzájemné vzdálenosti 2h má velikost dvakrát
větš́ı.
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obr. 2.30

2. Kulové elektrostatické zobrazeńı

Mějme nyńı uzemněnou vodivou kouli poloměru R a ve vzdálenosti x1 od jej́ıho středu
na ose x bodový náboj Q1 a hledejme potenciál pole vně koule (obr. 2.30). Pokusme se splnit
podmı́nku nulového potenciálu na povrchu koule umı́stěńım fiktivńıho náboje Q2 do vzdálenosti
x2 uvnitř koule. Jsou-li r1, r2 vzdálenosti náboj̊u od obecného bodu A na povrchu koule, muśı
platit

ϕ =
1

4πε0

(
Q1

r1

+
Q2

r2

)
= 0 .

Fiktivńı náboj Q2 muśı splňovat podmı́nku

Q2 = −r2

r1

Q1 .

Přitom ovšem muśı z̊ustávat poměr r2/r1 konstantńı pro všechny body na kulové ploše. To lze
splnit při takzvané kulové inverzi, kdy

r2

r1

=
x2

R
=

R

x1

, x1x2 = R2 ,

jak se lze přesvědčit z podobnosti trojúhelńık̊u na obrázku. Hraničńı podmı́nku tedy splńıme,
umı́st́ıme-li do bodu o souřadnici x2 na ose x náboj Q2, přičemž

x2 =
R2

x1

, Q2 = −x2

R
Q1 .
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Na uzemněné kulové ploše se tedy indukuje náboj Q2 a náboj Q1 je ke kouli přitahován
silou

F = − 1

4πε0

Q2
1x1R

(x2
1 −R2)2

.

Práce potřebná ke vzdáleńı náboje do nekonečna je

A =
1

4πε0

Q2
1R

2 (x2
1 −R2)

.

Nebude-li koule uzemněna (bude-li izolována), potom zřejmě celkový na ńı indukovaný náboj
muśı být nulový. Muśıme pak doplnit uvnitř koule daľśı fiktivńı náboj −Q2 a umı́stit jej do
středu kulové plochy, aby potenciál na ńı z̊ustal konstantńı, tj. roven

ϕ =
1

4πε0

Q1

x1

.

Snadno zjist́ıme, že silové p̊usobeńı mezi nábojem Q1 a izolovanou vodivou kouĺı bude nyńı

F = − 1

4πε0

Q2
1R

3 (2x2
1 −R2)

x3
1 (x2

1 −R2)2
.

Práce potřebná ke vzdáleńı náboje je

A =
1

4πε0

Q2
1R

3

2x2
1 (x2

1 −R2)
.

5. Dielektrika v elektrostatickém poli

Dielektrika budeme považovat za tělesa tvořená elementárńımi elektrickými dipóly; jejich
dipólové momenty odpov́ıdaj́ı moment̊um atomů a molekul, z nichž dielektrikum sestává. Elek-
trické náboje jsou tedy v dielektriku vázány a nemohou se volně přemist’ovat. Ve vněǰśım
elektrostatickém poli se tyto dipóly budou snažit orientovat ve směru siločar pole a dielektri-
kum se bude polarizovat. Naproti tomu chaotický tepelný pohyb atomů a molekul bude p̊usobit
proti polarizaci. Dielektrikum bude vytvářet vlastńı polarizačńı pole, které bude oslabovat pole
vněǰśı. Nemůže ho však zcela vykompenzovat jako v př́ıpadě vodič̊u. Je to dáno t́ım, že u vodič̊u
se na vytvářeńı vlastńıho polarizačńıho pole pod́ılej́ı náboje z celého objemu, které putuj́ı na
povrch, kdežto u dielektrik se mohou uplatnit pouze nevykompenzované náboje na povrchu. Je
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obr. 2.31

to vidět na obrázku 2.31. V dielektriku mohou být ovšem vedle vázaných také volné náboje.
Budeme proto rozlǐsovat objemovou hustotu náboj̊u volných (ρ), vázaných (ρv) , a celkovou
hustotu ρc = ρ + ρv. Hustota vázaných náboj̊u však souviśı s vektorem polarizace vztahem
(2.42). Můžeme tedy psát Maxwellovu rovnici

div ~E =
1

ε0

(ρ + ρv) =
1

ε0

(ρ− div~P ) .

Vynásob́ıme-li tuto rovnici ε0, převedeme - div~P na levou stranu a zavedeme vektor

~D = ε0
~E + ~P , (2.58)

můžeme zapsat soustavu Maxwellových rovnic pro elektrostatické pole v dielektriku jako

div ~D = ρ , rot ~E = 0 . (2.59)

Účelnost zavedeńı vektoru ~D, který nazýváme vektorem elektrické indukce, je v tom, že se pak
můžeme omezit pouze na zadáńı objemové hustoty volných náboj̊u; vlastnosti vázaných náboj̊u
v dielektriku jsou již ve vektoru ~D obsaženy. Tak Gauss̊uv zákon pro tok elektrické indukce
bude zńıt

Ψ =
∮

S

~D · d~S =
∫

V
ρ dV , (2.60)

kde ρ je hustota volných náboj̊u. Nejsou-li v dielektriku volné náboje, nemaj́ı indukčńı čáry
zdroje a musej́ı se uzav́ırat do sebe. Také je odtud zřejmo, že na hranici dvou dielektrik, tj.
na ploše, kde jsou pouze vázané plošné náboje, budou normálové složky vektoru elektrické
indukce spojité na rozd́ıl od složek intenzity pole, které zde maj́ı skok σv/ε0. Naproti tomu
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vektor elektrické indukce nemá tak obecný význam jako vektor intenzity elektrického pole,
který určuje śılu mezi náboji. Nemůžeme také např́ıklad udat obecný vztah pro rotaci ~D.

Soustava rovnic (2.60) nemá plně určené řešeńı a bylo by ji třeba ještě doplnit o vztah mezi

vektory ~E a ~D. Z definice je patrno že tyto vektory nemuśı mı́t obecně ani stejný směr. Vektor
~P může být konstantńı, nezávislý na vněǰśım elektrickém poli. Taková dielektrika nazýváme
ideálně tvrdými. Př́ıkladem ideálně tvrdých dielektrik mohou být takzvané elektrety, které
představuj́ı obdobu permanentńıch magnet̊u. Źıskávaj́ı se např́ıklad při tuhnut́ı směsi určitých
pryskyřic, vosk̊u a daľśıch látek ve vněǰśım elektrickém poli.

Většina dielektrik se však polarizuje teprve pod vlivem vněǰśıho elektrického pole. Pokud
atomy či molekuly dielektrika maj́ı vlastńı elektrické dipólové momenty (takovým dielektrik̊um
se ř́ıká polárńı), budou se tyto dipóly ve vněǰśım elektrickém poli natáčet ve směru pole. Mluv́ı
o tzv. orientačńı polarizaci. Pokud tyto částice vlastńı momenty nemaj́ı, budou se v elektrickém
poli indukovat. Jak v́ıme, indukované momenty jsou o několik řád̊u menš́ı než vlastńı. V obou
př́ıpadech můžeme očekávat, že pro nepř́ılǐs silná pole bude vektor polarizace úměrný intenzitě
pole; taková dielektrika nazýváme ideálně měkkými. Potom

~P = ε0χ~E . (2.61)

Konstantu úměrnosti χ nazýváme elektrickou susceptibilitou.
Pro dostatečně silná pole u některých dielektrik (nazývaných feroelektrika) pozorujeme jev

hystereze. Spoč́ıvá v tom, že při r̊ustu intenzity pole se př́ımá úměrnost (2.61) narušuje, docháźı
k nasyceńı (saturaci) polarizace, která se bĺıž́ı určité hodnotě Ps. při zmenšováńı intenzity ne-
klesá již polarizace po p̊uvodńı křivce (takzvaná panenská křivka), ale dielektrikum z̊ustává i při
nulovém poli zpolarizováno na úrovni takzvané remanentńı polarizace Pr. Teprve při reverzaci
pole na hodnotu koercitivńıho pole Ek vraćı se polarizace k nule. Proces se opakuje s polarizaćı
v opačném směru a hodnota polarizace tak opisuje uzavřenou hysterezńı křivku (obr. 2.32).

Vrat’me se k předpokladu, že mezi polarizaćı a intenzitou pole plat́ı vztah př́ımé úměrnosti.
Potom můžeme psát

~D = ε0
~E + ~P = ε0

~E + ε0χ~E = ε0(1 + χ) ~E = ε0εr
~E = ε ~E . (2.62)

Vektor elektrické indukce je tedy úměrný vektoru intenzity elektrického pole s koeficien-
tem úměrnosti ε, který nazýváme absolutńı permitivitou dielektrika. V soustavě jednotek SI,
kde byla formálně zavedena rozměrná konstanta ε0, nazývaná permitivitou vakua, je absolutńı
permitivita součinem této konstanty a bezrozměrné tzv. relativńı permitivity dielektrika εr. Po-
kud vektory elektrické indukce a intenzity pole nemaj́ı týž směr (např́ıklad v krystalech nebo v
plazmatu umı́stěném v magnetickém poli), bude mı́t permitivita charakter tenzoru a dostaneme

Di = εik Ek . (2.63)

V dielektriku jsme tedy zavedli veličinu zvanou elektrická indukce, která má v soustavě SI
rozměr [D]=L−2TI a měř́ı se v coulombech na čtverečný metr a elektrický indukčńı tok Ψ s
rozměrem [Ψ] = TI a měřený v coulombech.
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obr. 2.32 obr. 2.33
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Podle (2.62) plat́ı mezi relativńı permitivitou a elektrickou susceptibilitou vztah

εr = 1 + χ ; (2.64)

Protože v elektrostatice je elektrická susceptibilita vždy kladná, bude relativńı permitivita
dielektrik větš́ı než 1. Relativńı permitivita dielektrika je d̊uležitou makroskopickou charakte-
ristikou jeho elektrických vlastnost́ı. Vlož́ıme-li dielektrikum do homogenńıho elektrického pole
mezi deskami rovinného kondenzátoru, vzroste jeho kapacita εr - krát na

C = εrε0
S

d
. (2.65)

Protože náboj na deskách kondenzátoru z̊ustává stejný, klesne napět́ı a intenzita pole v kon-
denzátoru - dielektrikum pole oslab́ı. Názorně je to vidět na obr. 2.33. Dielektrikum se po-
larizuje ve směru p̊uvodńıho pole ~E0 a na hranićıch dielektrika vznikaj́ı plošné polarizačńı
náboje opačného znameńı než jsou náboje na př́ıslušných deskách kondenzátoru. Plošná hus-
tota těchto polarizačńıch náboj̊u je přitom rovna ±P . Ty vytvoř́ı polarizačńı pole ~Ep = −~P/ε0

a pro výsledné pole a polarizaci můžeme psát

~E = ~E0 + ~Ep = ~E0 −
~P

ε0

, ~P = ε0 (εr − 1) ~E . (2.66)

Vyjádř́ıme-li odtud výsledné pole a polarizaci vzhledem k p̊uvodńımu poli ve vakuu, dostaneme

~E =
1

εr

~E0 , ~P = ε0
εr − 1

εr

~E0 (2.67)

Odtud je zřejmo, že elektrické pole v dielektriku je oslabováno εr - krát. V př́ıpadě nehomo-
genńıho pole můžeme vždy vźıt dostatečně malý objem, v němž lze pole považovat za homogenńı
(obr. 2.34). Tak pro Coulomb̊uv zákon a objemovou hustotu elektrického pole v dielektriku
můžeme nyńı psát

F =
1

4πεrε0

q1q2

r2
, w =

εrε0E
2

2
=

~E · ~D

2
. (2.68)

Z vlastnost́ı vektor̊u ~E, ~D plynou též podmı́nky pro změnu jejich složek na rozhrańı dvou
dielektrik o permitivitách ε1, ε2 (viz obr. 2.35). Na tomto rozhrańı jsou plošně rozloženy pouze

vázané náboje, takže normálové složky ~D jsou spojité. Spojitými z̊ustávaj́ı také tečné složky
vektoru ~E = ~D/ε, takže máme

D1n = D2n ,
D1t

ε1

=
D2t

ε2

, (2.69)

neboli
D1 cos θ1 = D2 cos θ2 , E1 sin θ1 = E2 sin θ2 .
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obr. 2.34 obr. 2.35

Děleńım těchto vztah̊u dostáváme ”zákon lomu” elektrických siločar (indukčńıch čar), který se
lǐśı od Snelliova zákona lomu světla:

tgθ1

tgθ2

=
ε1

ε2

. (2.70)

Měřeńım relativńı permitivity dielektrik zjist́ıme, že existuj́ı r̊uzné skupiny takových látek,
které se svým chováńım, v elektrickém poli značně lǐśı. Nav́ıc tato permitivita jev́ı i teplotńı
závislost, kterou můžeme v prvńım přibĺıžeńı vyjádřit jako

εr = C1 +
C2

T
. (2.71)

Tak pro nepolárńı dielektrika nacháźıme C2 ≈ 0 a hodnoty statické permitivity εr ≈ 1 − 10
:

látka εr

vod́ık 1, 00026
vzduch 1, 00060
oxid uhličitý 1, 00097
olej 2, 24
benzen 2, 28
skla 3, 7 − 7, 0
chlorid sodný 6, 0x

Pro polárńı dielektrika C1 ≈ 1 a εr ≈ 10 − 100:

ethanol 25, 0
nitrobenzen 35, 7
voda 81
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Ve dvacátých letech byla zkoumána nová skupina látek zvaných feroelektrika (někdy též
seignettoelektrika), které jevily extrémně vysoké hodnoty relativńı permitivity (řádově 104) a
u nichž byl pozorován jev hystereze. Poprvé byly tyto vlastnosti pozorovány u Seignettovy soli
(v́ınan sodnodraselný), jiným feroelektrikem je titaničitan barnatý aj. Ve feroelektrickém stavu
existuj́ı v látce celé oblasti spontánńı polarizace, zvané domény, které se pak ve vněǰśım poli
orientuj́ı. Feroelektrický stav trvá jen pod tzv. Curieovou tepolotou, při ńıž látka přecháźı do
paraelektrického stavu a jej́ı permitivita prudce klesá.

Permitivita dielektrik se měńı v př́ıpadě časově proměnných elektrických poĺı; např́ıklad
permitivita vody ve vysokofrekvenčńım poli (optických frekvenćı) klesá až na hodnotu 1,77.
Vedle feroelektrik existuj́ı též látky zvané antiferoelektrika, u nichž permitivita pod Curieovým
bodem s rostoućı teplotou roste. Feroelektrické látky vykazuj́ı též takzvaný piezoelektrický jev
spoč́ıvaj́ıćı v tom, že elastickou deformaćı se měńı elektrická polarizace krystalu. Inverzńı jev se
nazývá elektrostrikćı; při změně pole, které má za následek změnu elektrické polarizace, nastává
elektrostrikčńı deformace. Piezoelektrický jev jev́ı i některé krystaly, které nejsou feroelektrické;
klasickým př́ıkladem je křemen, u něhož byl tento jev P. Curiem v r. 1880 poprvé pozorován.
Povrchová hustota náboje u piezoelektrických krystal̊u je úměrná mechanickému napět́ı. Pie-
zoelektrická konstanta čińı pro křemen 2, 3.10−12 CN−1, pro krystal ADP 5, 0.10−11 CN−1, pro
Seignettovu s̊ul 2, 3.10−9 CN−1 apod. Piezoelektrický jev má značné uplatněńı při generaci ul-
trazvuku, stabilizaci kmitočtu apod. Souviśı s daľśım, tzv. pyroelektrickým jevem, který byl
poprvé pozorován u turmaĺınu, kdy při zahřát́ı dielektrika docháźı k objemovým změnám a
objevuj́ı se povrchové náboje.

1. Dielektrická koule ve vněǰśım elektrostatickém poli

Urč́ıme intenzitu elektrického pole a polarizaci v objemu dielektrika kulového tvaru ve
vněǰśım elektrostatickém poli ~E. Budeme řešit napřed obecněǰśı úlohu o kouli poloměru R
z dielektrika s permitivitou εi obklopené dielektrikem o permitivitě εe. Na základě řešeńı (2.44)

budeme předpokládat, že pole uvnitř koule bude homogenńı a úměrné vněǰśımu poli ~E, pole vně
koule bude superpozićı homogenńıho pole ~E a pole dipólu, jehož moment bude rovněž úměrný
poli ~E. Do středu koule umı́st́ıme počátek sférické soustavy souřadnic, osu z vedeme ve směru
elektrického pole ~E a úhel θ odeč́ıtáme od tohoto směru. Pro pole uvnitř a vně koule máme
tedy

~Ei = a ~E , ~Ee = ~E + b

3Ez~r

r5
−

~E

r3

 ,

kde a a b jsou konstanty, které muśıme určit z hraničńıch podmı́nek Eti = Ete, Dni = Dne při
r = R. Máme tedy

a E sin θ = E sin θ − b
E sin θ

R3
,

εia E cos θ = εe

[
E cos θ +

3bE cos θ

R3
− bE cos θ

R3

]
.
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obr. 2.36 obr. 2.37

Z prvńı podmı́nky dostaneme vztah mezi konstantami a, b

a = 1− b

R3

a z druhé

εi

(
1− b

R3

)
= εe

(
1 +

2b

R3

)
,

odkud
b

R3
=

εi − εe

2εe + εi

,

takže

Ei =
3εe

2εe + εi

E . (2.72)

Mějme nyńı kouli z měkkého dielektrika, kterou vlož́ıme do vněǰśıho elektrického pole (obr.
3.36). Pole uvnitř této koule bude homogenńı, bude mı́̌rit ve směru vněǰśıho pole E0 a polož́ıme-li
v (2.72) εe = ε0, εi = εrε0, dostaneme pro pole uvnitř koule

Ek =
3

εr + 2
E0 . (2.73)

K témuž výsledku dospějeme, budeme-li pole uvnitř koule považovat za superpozici pole E0 a
pole polarizované koule (2.44). Ze vztah̊u

Ek = E0 −
1

3ε0

P, P = ε0(εr − 1) Ek
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plyne

Ek =
3

εr + 2
E0 , P = 3ε0

εr − 1

εr + 2
E0 . (2.74)

Bude-li dielektrikum tvrdé, bude vektor ~P konstantńı, na vněǰśım poli nezávislý.
Máme-li v elektrickém poli obecně dielektrický elipsoid, bude pole uvnitř elipsoidu

~Eel = ~E0 −N
~P

ε0

, (2.75)

kde N se nazývá depolarizačńı faktor. Př́ıpad N = 0 odpov́ıdá nekonečně dlouhému válci, jehož
osa je rovnoběžná s polem, N = 1/3 kouli, N = 1/2 válci s osou kolmou k poli, N = 1 rovinné
vrstvě. Je-li elipsoid obecně velmi protáhlý ve směru pole, depolarizačńı faktor klesá. Naopak
v plochém elipsoidu je depolarizačńı faktor bĺızký jedničce a pole v něm je bĺızké E0/εr.

Urč́ıme ještě energii polarizované dielektrické koule ve vněǰśım poli. U tvrdého dielektrika
jde zřejmě o energii dipólu ve vněǰśım poli:

W = −(~P · ~E0) V , (2.76)

kde V je objem koule. V př́ıpadě měkkého dielektrika se přič́ıtá energie potřebná ke zpolari-
zováńı dielektrika. Změńı-li se vektor polarizace o d~P , změńı se energie koule o (E0 · d~P ) V .

Protože ~P = k ~E0, bude celková práce

A = V
∫ P

0

~E0 · d~P = kV
∫ P

0

~P · d~P =
1

2
( ~E0 · ~P )V .

Energie koule z měkkého dielektrika tedy bude

W = −1

2
(~P · ~E0) V . (2.77)

2. Kulová dutina v dielektriku

Mějme nyńı nekonečné měkké dielektrikum, v němž je homogenńı elektrické pole s intenzitou
~E, a v něm kulovou dutinu poloměru R (obr. 2.37). Pole uvnitř dutiny urč́ıme z (2.72), kde
polož́ıme εi = ε0, εe = εrε0:

Ed =
3εr

2εr + 1
E . (2.78)

Někdy je třeba určit pole v kulové dutině v tvrdém dielektriku, které z̊ustává homogenně
zpolarizováno i po vyř́ıznut́ı dutiny nebo v dutině vyř́ıznuté pouze myšlenně. Potom pole v
dutině bude superpozićı homogenńıho pole ~E od něhož odeč́ıtáme pole polarizované koule
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(na hranićıch dutiny z̊ustávaj́ı naindukovány povrchové náboje opačného znameńı než náboje
odebrané s kouĺı). Potom z rovnic

Ed = E +
1

3ε0

P, P = ε0(εr − 1)E

dostaneme

Ed =
εr + 2

3
E . (2.79)

3. Clausi̊uv - Mosottiho vztah

Z mikroskopické teorie dielektrika lze určit vztah mezi atomovou polarizovatelnost́ı a elek-
trickou susceptibilitou, resp. relativńı permitivitou dielektrika. U nepolárńıch látek jej vyjadřuje
tzv. Clausi̊uv - Mosottiho vztah. Výsledná polarizace je zřejmě dána součtem indukovaných
elektrických dipól̊u v jednotce objemu. Je-li koncentrace atomů rovna n, dostáváme s použit́ım
(2.40)

~P = ε0(εr − 1) ~E = αn~E .

Odtud
εr = 1 +

αn

ε0

, χ =
αn

ε0

. (2.80)

Přitom jsme však nebrali v úvahu polarizačńı pole, tj. vzájemné p̊usobeńı mezi dipóly. Při
malé koncentraci částic (plyny) je můžeme zanedbat. Ne tak u kapalin a pevných látek. Za
předpokladu, že vliv ostatńıch dipól̊u můžeme vyjádřit makroskopicky, tj. zanedbat v podstatě
chaotická mikroskopická pole vyvolávaná nejbližš́ımi sousedńımi atomy, obkloṕıme daný atom
myšlenou kulovou plochou a použijeme výrazu pro pole uvnitř kulové dutiny v dielektriku
(2.79). Tak dostaneme

P = ε0(εr − 1) E = 3ε0
εr − 1

εr + 2
Ed = α n Ed ,

takže

εr =
1 + 2αn

3ε0

1− αn
3ε0

, χ =
αn
ε0

1− αn
3ε0

. (2.81)

Uvedené výrazy vyjadřuj́ı Clausi̊uv - Mosottiho vztah. Vid́ıme, že takto určená hodnota permi-
tivity dielektrika je teplotně nezávislá (pokud se neměńı koncentrace). Při malých hodnotách
n přecháźı výsledek (2.80) v (2.81).

4. Debyeova - Langevinova teorie orientačńı polarizace

Všimněme si nyńı permitivity polárńıch dielektrik. Vedle konstantńı, teplotně nezávislé
složky atomové polarizovatelnosti se zřejmě uplatńı uspořádáváńı již existuj́ıćıch dipólových
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moment̊u ve vněǰśım poli, tj. orientačńı polarizovatelnost. Je možno očekávat, že s r̊ustem tep-
loty a rychlosti chaotického pohybu se bude toto uspořádáńı narušovat a celková polarizace se
bude zmenšovat. Je-li koncentrace dipól̊u n, jejich velikost p a označ́ıme-li θ úhel, který sv́ırá
dipól se směrem pole, bude zřejmě velikost vektoru polarizace dána vztahem

P = n p 〈cos θ〉 .

Je tedy třeba určit středńı hodnotu cos θ. Protože na tomto kosinu záviśı energie dipólu v
elektrickém poli vztahem

〈cos θ〉 = − 1

pE
〈W 〉,

jde o to určit středńı hodnotu energie. Předpokládáme-li Boltzmannovo rozděleńı pro počet
dipól̊u s energíı W

nW = konst e−
W
kT

(k je Boltzmannova konstanta), dostaneme integrováńım

〈cos θ〉 = − 1

pE

∫∞
0 W e−

W
kT dW∫∞

0 e−
W
kT dW

=

∫ π
0 cos θ ea cos θ sin θ dθ∫ π

0 ea cos θ sin θ dθ
= cotgh a − 1

a
= L(a) .

Zde jsme označili bezrozměrnou proměnnou a = (pE)/(kT ). Výsledek integrováńı dá takzvanou
Langevinovu funkci L(a), kterou lze rozložit do řady pro malé hodnoty a:

La =
a

3
− a3

45
+ · · · .

Uváž́ıme-li jen prvńı člen tohoto rozvoje, dostaneme

P =
npa

3
=

np2

3kT
E, χ =

np2

3ε0kT
, εr = 1 +

np2

3ε0kT
. (2.82)

Jev́ı-li dielektrikum atomovou i orientačńı polarizovatelnost, bude teplotńı závislost relativńı
permitivity dána jako (2.71) s konstantami

C1 = 1 +
αn

ε0

, C2 =
np2

3ε0k
. (2.83)

Źıskaný výsledek plat́ı ovšem za řady zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u (pE � kT , nepř́ılǐs velká
koncentrace dipól̊u, možnost jejich volného otáčeńı, možnost zanedbat vzájemné p̊usobeńı mezi
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dipóly), které nemuśı být vždy splněny.

Př́ıklady

2.1 Dvě stejné malé kuličky o hmotnostech m = 1 g viśı na dvou nit́ıch délky l = 1 m.
Nabijeme-li je souhlasným nábojem stejné velikosti q, rozestouṕı se tak, že niti budou sv́ırat
pravý úhel. Určete velikost náboje q.

[1, 5.10−6 C ]

2.2 Na dvou stejných vodńıch kapkách je po jednom přebytečném elektronu, přičemž śıla
elektrického odpuzováńı je stejně velká jako śıla gravitačńıho přitahováńı. Určete poloměr ka-
pek.

[7, 63.10−5 m ]

2.3 Tři náboje −e, e, −e jsou umı́stěny v uvedeném pořad́ı ve stejných vzdálenostech a.
Určete śıly p̊usob́ıćı na každý náboj a elektrostatickou energii soustavy.[

1
4πε0

3e2

4a2 , − 1
8πε0

3e2

a

]

2.4 Najděte takové geometrické uspořádáńı jednoho protonu a dvou elektron̊u na jedné
př́ımce, aby elektrostatická energie soustavy byla nulová.[

− e,− e, e, poměr vzdálenost́ı 1+
√

5
2

]

2.5 Najděte energii potřebnou k umı́stěńı čtyř elektron̊u do vrchol̊u čtyřstěnu o hraně a =
10−10m, v jehož středu je proton.

[− 1, 226.10−18 J ]

2.6 Atomová jádra těžkých prvk̊u můžeme považovat za koule nabité s objemovou hustotou
náboje ρ = 4

3
.1025C.m−3. Jak se změńı elektrostatická energie při symetrickém rozpadu jádra

uranu na dvě stejná jádra palladia?
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[
∆W = 1

4πε0

3
5

Q2

R

(
1− 1

3√4

)
= 6, 65.10−11 J

]

2.7 Bodový náboj je umı́stěn a) ve středu krychle, b) v jednom z roh̊u krychle. Určete tok
intenzity elektrického pole každou ze stěn krychle. [

1
6

q
ε0

; 1
24

q
ε0

, 0
]

2.8 Tenká tyč nabitá s lineárńı hustotou náboje τ je umı́stěna na ose z mezi body z = a, z =
−a. Určete potenciál v bodech na ose x > 0. [

τ
2πε0

ln a+
√

a2+x2

x

]

2.9 Určete potenciál ve středu destičky nabité nábojem Q, má-li destička tvar a) kruhu o
poloměru R, b) čtverce o straně a. [

Q
2πε0R

, Q
πε0a

ln(1 +
√

2)
]

2.10 Určete potenciál a velikost intenzity elektrického pole na ose kruhového kotouče po-
loměru R nabitého s plošnou hustotou náboje σ.[

σ
2ε0

(
√

R2 + h2 − |h|), σ
2ε0

(
±1− h√

R2+h2

) ]

2.11 Určete velikost intenzity elektrického pole ve středu kulové slupky poloměru R, je-li
jedna jej́ı polovina nabita s plošnou hustotou σ. [

σ
4ε0

]

2.12 Z vodivé mýdlové bubliny poloměru R = 2cm nabité na potenciál ϕ = 104V vznikne
po prasknut́ı kapka vody o poloměru r = 0, 05cm. Určete potenciál kapky.

[4.105 V ]

2.13 Tenká tyč je ohnuta do tvaru téměř uzavřené kružnice poloměru r = 0, 5m. Mezi konci
z̊ustává mezera š́ı̌rky d = 2 cm, tyč nese náboj q = 3, 34.10−10 C. Určete velikost a směr
elektrického pole ve středu kružnice.

[7, 6.10−2 V.m−1 ]
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2.14 Mějme kulovou slupku poloměru R nabitou s plošnou hustotou σ. V okoĺı vybraného
bodu na této ploše seř́ızneme malý kulový vrchĺık o poloměru a � R. Určete velikost elek-
trického pole uprostřed otvoru. [

σ
2ε0

(
1 + 1

4
a2

R2

) ]

2.15 Intenzita elektrostatického pole u povrchu Země je 100 V.m−1 a mı́̌ŕı směrem dol̊u.
Určete náboj a potenciál Země.

[−4.105 C, −6.108 V ]

101



2.16 Jaký maximálńı náboj se udrž́ı na kovové kouli o poloměru R = 10 cm, je-li dielektrická
pevnost vzduchu 30 kV.cm−1?

[3, 3.10−6 C ]

2.17 Bodové náboje jsou uspořádány a) ve vrcholech rovnostranného trojúhelńıka o straně
a v pořad́ı q, q, −2q, b) ve vrcholech čtverce o straně a v pořad́ı −q, q, q, −q, c) v pořad́ı
−q, q, −q, q. Určete elektrický dipólový moment soustavy.

[aq
√

3, 2aq, 0 ]

2.18 Určete elektrický dipólový moment tenké tyče délky l a) jej́ıž jedna polovina je nabita
kladně a druhá záporně s lineárńı hustotou náboje τ , b) jej́ıž nábojová hustota roste lineárně
od −τ0 na jednom konci k +τ0 na druhém konci. [

l2τ
4

, l2τ0
6

]

2.19 Náboj je rozložen na povrchu koule o poloměru R tak, že na jedné polokouli je kladný
náboj s hustotou σ, na druhé polokouli záporný náboj s hustotou −σ. Určete elektrický dipólový
moment koule. Jaký bude tento moment, budou-li obě polokoule nabity objemově s opačnými
náboji téže velikosti objemové hustoty ρ ? [

2πσR3, 1
2

πρR4
]

2.20 Elektrický dipól o momentu ~p ≡ (0, p, 0) lež́ı v bodě (x, 0, 0) v elektrickém poli bodového

náboje q umı́stěného v počátku. Určete śılu ~F a moment silové dvojice ~D, které budou na dipól
p̊usobit. [

Fy = qp
4πε0x3 , Dz = − qp

4πε0x2

]

2.21 Čtyři náboje q, −q, q, −q jsou v tomto pořad́ı rozmı́stěny v roźıch čtverce o straně a.
Určete hlavńı kvadrupólové momenty soustavy.

[3qa2, −3qa2, 0 ]

2.22 Určete elektrický kvadrupólový moment rotačńıho elipsoidu. [
2
5

q (c2 − a2)
]

102



2.23 Mračno malých rozměr̊u nesoućı náboj Q = 20 C je ve výšce h = 1 km nad povrchem
Země. Určete intenzitu elektrostatického pole vzbuzeného t́ımto nábojem na povrchu Země ve
vzdálenosti l = 3 km od mı́sta nad ńımž se vznáš́ı mrak.

[1, 14.104 V.m−1 ]
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2.24 Náboj q je ve vzdálenosti 2R od středu uzemněné vodivé koule poloměru R. Jakou práci
vykonáme, vzdáĺıme-li tento náboj do nekonečna? Jaký bude výsledek, bude-li koule izolována?[

1
4πε0

q2

6R
, 1

4πε0

q2

24R

]
2.25 Malá kulička nesoućı náboj 1, 67.10−8 C je ve vzdálenosti 3 cm od rovinné kovové stěny,

která je uzemněna. Jakou silou je kulička ke stěně přitahována?

[6, 9.10−4 N ]

2.26 Kolik elektron̊u tvoř́ı náboj kuličky o hmotnosti 10−11 g, jestliže je udržována v rov-
nováze v deskovém kondenzátoru jehož desky jsou od sebe vzdáleny 5 mm a jsou nabity na
napět́ı 76,5 V ?

[40]

2.27 Kovová koule poloměru R je uzemněna. Ve vzdálenosti 2R od středu koule je umı́stěn
bodový náboj q. Určete náboj q′ indukovaný na kouli. [

− q
2

]
2.28 Jakou plochu by musely mı́t elektrody deskového kondenzátoru o vzdálenosti 1 mm

aby kondenzátor měl kapacitu 1 F ?

[113 km2 ]

2.29 Jakou silou se přitahuj́ı desky kondenzátoru? [
− Q2

2ε0S

]
2.30 Mějme válcový kondenzátor o poloměrech elektrod R1 = 3 cm, R2 = 10 cm nabitý

na napět́ı 450 V. Určete náboj připadaj́ıćı na jednotkovou délku, plošnou hustotu náboje na
každém z válc̊u a intenzitu elektrostatického pole ve středu vzdálenosti mezi válci.

[2, 1.10−8 C.m−1, 1, 1.10−7 C.m−2, 3, 3.10−8 C.m−2, 58, 1 V.cm−1 ]

2.31 Určete napět́ı mezi dvěma koncentrickými koulemi o poloměrech R1 < R2 a náboj́ıch
Q1, Q2. [

Q1

4πε0
R2−R1

R1R2

]
2.32 Určete kapacitu vedeńı tvořeného dvěma rovnoběžnými dráty délky 9 km, poloměru 1

mm a vzájemné vzdálenosti 15 cm.

[0, 05 µF ]
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obr. 2.38 obr. 2.39

2.33 Kondenzátor (Geiger̊uv - Müller̊uv poč́ıtač) je tvořen drátem o poloměru 5 mm a
koaxiálńım válcem poloměru 5 cm. Na jaké maximálńı napět́ı můžeme kondenzátor nab́ıt, je-
li pr̊urazné napět́ı vzduchu 30 kV.cm−1 ? Jak se bude měnit rozložeńı pr̊uběhu napět́ı mezi
elektrodami, budeme-li zmenšovat poloměr vnitřńı elektrody?

[3, 45.104 V ]

2.34 Určete kapacitu mezi body A, B soustavy kondenátor̊u na obr. 2.38. Všechny kon-
denzátory maj́ı stejnou kapacitu C. [

11
5

C
]

2.35 Deskový kondenzátor je z poloviny zaplněn dielektrikem o relativńı permitivitě εr, a to
a) rovnoběžně s deskami, b) kolmo k deskám (viz obr. 2.40). Jak se změńı jeho kapacita?[

2εr

εr+1
, εr+2

2
krát

]
2.36 Prostor mezi deskami kondenzátoru je zaplněn dielektrikem, jehož permitivita se měńı

lineárně od hodnoty ε1 u jedné desky k ε2 u druhé desky. Určete jeho kapacitu. [
(ε2−ε1) S
ln(ε2/ε1) d

]
2.37 Deskový vzduchový kondenzátor má kapacitu C0. Je připojen ke zdroji napět́ı U0 a

je na něm nashromážděna energie W0. Potom je ponořen do oleje o relativńı permitivitě εr,
přičemž z̊ustává připojen ke zdroji napět́ı. Jeho energie se změńı na W1. Nakonec jej odpoj́ıme
od zdroje a vyjmeme z oleje. Bude na něm napět́ı U2 a energie W2.Určete W1, U2, W2.
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[εr W0, εr U0, ε2
r W0 ]

2.38 Určete polarizovatelnost α atomu helia, je-li jeho relativńı permitivita za normálńıch
podmı́nek εr = 1, 000074. [

α
4πε0

= 0, 219.10−30 m3
]

2.39 Indukovaný elektrický dipólový moment kuličky z vosku (εr = 3) v elektrickém poli je
1,5 krát menš́ı než u stejně velké skleněné kuličky. Jaká je relativńı permitivita skla?

[5,5]

2.40 Jaká bude velikost indukovaného dipólového momenmtu vodivé kuličky poloměru R v
poli E0, budeme-li brát εr →∞?.

[4πε0R
3E0 ]

2.41 Máme kondenzátor s olejovým dielektrikem (εr = 2, 24) a intenzitou elektrického pole
E = 9.106 V.m−1. V oleji vznikne bublina plynu. Jaká bude intenzita pole v bublině?

[1, 1.107 V.m−1 ]
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