2 ELEKTROSTATIKA

1. Elektricky naboj

Zakladnimi stavebnimi kameny latky jsou elementédrni ¢astice (elektrony, protony, neutrony),
aguji, vzajemné na sebe pusobi. Dnes zname ¢tyfi typy takového vzajemného pusobeni neboli
¢tyti druhy sil:

1. gravitacni 2. slabé 3. elektromagnetické 4. silné.

S gravita¢nimi silami jsme se setkali v mechanice; jejich velikost udava Newtonuv gravitaéni
zakon a jejich podstatu se snazi objasnit OTR. Se slabymi silami se setkavame u nékterych
druhu radioaktivnich pfemeén za tcasti neutrina, silné sily drzi pohromadé atomové jadra a jsou
zdrojem jaderné energie. V roce 1983 se podarilo experimentalné prokazat, ze elektromagnetické
a slabé sily jsou projevem téze elektroslabé sily, takze se pocet zdkladnich typu sil zredukoval na
tii. V dennim zivoté se vedle gravitace setkdvame predevsim s pusobenim elektromagnetickym,
které je také nejlépe prozkoumano. Sily treni, prilnavost, soudrznost téles a kapilarita, chemické
vazby a reakce zivé hmoty vcetné svalové ¢innosti, slunec¢ni zafeni i magnetické sily, to vse ma
svuj puvod v elektromagnetickych interakcich.

Elektromagnetické pusobeni se projevuje pouze mezi nékterymi ¢asticemi, o nichz pravime,
ze jsou elektricky nabité, ze nesou elektricky ndaboj. Tyto ¢astice pak mohou vytvaret slozité
struktury, mohou se slozitym zpusobem pohybovat, a elektromagnetické sily mezi témito struk-
turami mohou mit velmi slozitou povahu - nemusi byt centrdlni ani izotropni, mohou ruznym
zpusobem zaviset na vzdalenosti a rychlostech ¢astic a nemusi ani splnovat Newtonuv zdkon
akce a reakce.

Podstatu elektrického naboje nezname a jeho existence je pro nas zakladni experimentalni
fakt. Muzeme pouze uvést jeho vlastnosti; na rozdil od matematickych pojmu soubor téchto
vlastnosti nebude nikdy uplny, experimentalné mohou byt objevovany dalsi, nové vlastnosti.
Strucné tyto vlastnosti shrneme:

1. Naboj neexistuje jako samostatna substance, je vzdy vdzdn na nabité ¢astice a charakte-

rizuje jejich elektromagnetické silové pusobeni. Je mozné ho zjistit jen prostiednictvim tohoto
silového pusobeni; jediny osamoceny néaboj ve vesmiru by se nijak neprojevoval.

42



2. Na rozdil od gravitacnich sil jsou sily mezi naboji jak pritazlivé tak odpudivé. To lze
vysvétlit nejjednoduseji tak, ze existuji dva druhy ndboje - kladny a zdporny, pii ¢emz naboje
stejného znameni se vzajemné odpuzuji, naboje opa¢ného znameni se pritahuji. S hlediska
elektrickych sil se nic nezmeéni, vyménime-li znaménka u vsech ndboju. Ukazuje se, ze v piirodé
existuje symetrie mezi ¢asticemi a anticasticemi: ke kazdé ¢astici existuje anticastice s opacnym
znaménkem elektrického naboje (a nékterych dalsich tzv. kvantovych ¢isel). Tato podivuhodné
symetrie souvisi i s vlastnostmi prostoru a ¢asu - nazorné lze tici, ze zrcadlovy obraz ¢astice
ma i opacny naboj.

3. Plati zakon zachovani naboje. Naboj je nestvoritelny a neznicitelny, pii reakcich mezi
casticemi je celkovy naboj pred reakci vzdy roven celkovému naboji po reakci. Celkové mnozstvi
elektrického naboje v elektricky izolované soustavé (tj. takové, jejiz hranici nemohou prochézet
néboje) zustava stejné. Experimentalni dukaz tohoto zdkona podal M. Faraday r. 1843.

4. Naboj se neméni pti pohybu, je relativisticky invariantni. Velikost naboje je stejna ve
vSech vztaznych soustavach. Toto tvrzeni podporuje i skutec¢nost, ze atomy a molekuly tvorené
nabitymi ¢dsticemi jsou jako celek elektricky neutralni.!

5. Naboj je kvantovdn. Existuje nejmensi mozny takzvany elementdrni naboj a vSechny
naboje jsou jeho celymi nasobky. Pro tento fakt nemad fyzika dosud uspokojivé vysvétleni;
kdyby se vsak podafilo experimentalné prokazat existenci takzvaného magnetického monopolu,
tj. ¢astice nesouci jen jeden magneticky poél, vyplynulo by kvantovani elektrického naboje z
teorie kvantové fyziky.

N&s vesmir je elektricky kvazineutrdlni, tj. v kazdém dostatecné velkém objemu je vzdy
stejné velky kladny a zaporny naboj. Kdykoliv by doslo k oddéleni kladnych a zapornych
naboju, projevily by se mezi takovymi oblastmi obrovské elektrické sily, které by se snazily kva-
zineutralitu obnovit. Pfitom podle poslednich poznatku astrofyziky v nasem vesmiru prevazuji
castice nad anticasticemi; tato asymetrie je dusledkem malé prevahy poctu ¢astic nad anticasticemi
na ranych stadiich vyvoje vesmiru (v poméru asi 1 : 10%). Poté, kdyz pievaznd vétsina céstic
anihilovala s anti¢dsticemi za vzniku zafeni (tzv. reliktové zéreni), staly se zbylé ¢dstice ma-
terialem k tvorbé latkovych struktur naseho vesmiru.

Predpokladejme, ze mame dva statické (nehybné) bodové nédboje ve vakuu ve vzajemné
vzdélenosti 1r91. Bodovym ndbojem rozumime urcitou abstrakei, fyzikdlni model nabité castice

1Svazky atomiu a molekul se neodchyluji v silnych elektrickych a magnetickych polich. Experimentdlné to
ovétovali v r. 1960 J.G.King na molekulach vodiku a v roce 1963 J.C.Zorn na atomech cesia s piesnosti az
10720 ¢, kde e je elementdrni naboj. Elektrické ndboje protoni a elektront se v atomech dokonale kompenzuji
i tehdy, jsou-li tyto systémy tvofeny tymiz ¢dsticemi pohybujicimi se naprosto odlisnym zpusobem, napiiklad
v atomu helia a molekule deuteria.
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nebo télesa, jehoz rozméry jsou zanedbatelné ve srovnani se vzdalenosti mezi télesy. Jak uvidime
pozdéji, je-li naboj téles konecné velikosti rozlozen s kulovou symetrii, muzeme je povazovat
presné za bodové naboje umisténé ve stredu této symetrie.

Také predpoklad o tom, ze néaboje jsou statické je abstrakci - redlné naboje jsou vzdy v
pohybu. Vznikd proto otazka, zda je elektrostatika, véda o elektrickych néabojich v klidu, viubec
opravnéna. Pozdéji uvidime, ze jeji opodstatnéni ve skutecénosti vyplyva pouze z moznosti
vystfedovat rychlé chaotické pohyby naboju.

Podle Coulombova zikona sila, kterou staticky bodovy néboj ¢; pusobi na naboj g» ve
vzdalenosti r9; ve vakuu, klesé se ¢tvercem vzdélenosti podobné jako sila gravitacni a je dana
vztahem

By = k820 = p L85 (2.1)

Tato sila je centrdlnd (mif{ podél spojnice dané jednotkovym vektorem 79, ), je pritazlivd nebo
odpudiva podle toho zda naboje maji nesouhlasnéd nebo souhlasnd znamenti (jeji velikost pfitom
na znaménkach naboju nezavisi) a je izotropni, tj. nezavisi na sméru v prostoru.

Mame-li v prostoru soustavu N bodovych néboju q,, které vsechny pusobi na zkusebni
naboj qo, od néhoz jsou vzdaleny rg,, potom se jejich silové ucinky nezavisle vektorové scitaji
(princip superpozice), takze vysledna sila pusobici na naboj gy bude

> g
FO = quzﬁ 7:8 . (22)

Podstatnym tvrzenim Coulombova zakona je, ze sila klesd se Ctvercem vzdalenosti; to je
ovSem nutno oveérit experimentalné. Primy experimentalni dukaz provedl Ch. A. Coulomb v
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roce 1785 pomoci torznich vah, které sém zkonstruoval (obr. 2.1).

Vahadélko z hedvédbné navoskované niti délky
2r bylo zavéseno na tenkém stiitbrném dratku
délky [ =76 cm. Na jednom konci vahadélka
byla mald kulicka z bezové duse vyvazena na
druhém konci papirovym kotouckem. Po do-
teku se stejnou upevnénou elektricky nabi-
tou kulickou se obé kulicky nabily stejnym
nabojem a jejich vzajemna odpudiva sila byla
vyrovnavana torzni silou dratku. Uhel zkrutu a
mohl byt presné méren odrazem svételného pa-
prsku zrcatkem Z, celé zarizeni bylo umisténo ve
sklenéném vélci a elektricky izolovano. Moment
tecné slozky Coulombovy sily musi byt roven
momentu torznimu:

GR* F;
=z a, Fy = !

cos &
2 obr. 2.1

(G je modul smyku a R polomér dratku).

Ptres vysokou citlivost torznich vah dosahovala presnost Coulombovych experimenti
5-10% . Pozdéji byl experiment zpiesiiovan a provadén i pro sily pritazlivé. Coulomb sam
méfil timto zpusobem i sily mezi pély dlouhych tycovych magnetu a ustanovil i Coulombuv
zékon pro nédboje magnetické. Dnes vime, Zze magnetické pole je vytvareno elektrickymi proudy
a otdzka existence magnetického naboje (monopdélu) zustava stéle oteviena.

Presnéjsi zpusob, jak dokazat , ze sily mezi bodovymi ndboji klesaji se ¢tvercem vzdalenosti,
je oveérit, ze u dutych vodicu sidli ndboje jen na vnéjsim povrchu; jak uvidime, je to tvrzeni ekvi-
valentni. Byl si toho védom uz H.Cavendish, ktery timto zpusobem ovéfil Coulombuv zékon jiz
v roce 1772. Jeho prace byly vSak publikovany az Maxwellem o sto let pozdéji. Moderni presny
experiment tohoto typu provedli v r. 1936 S.J. Plimpton a W.E.Lawton. Zdkon prevracenych
¢tverctt byl tak experimentdlné dokézan s presnosti 1072, Zatim nejsou zndmy meze platnosti
Coulombova zakona - plati jak pro vesmirné vzdalenosti tak pro vzdélenosti jaderné. Existuji
i dalsi moznosti ovérovani tohoto zakona - kdyby se jen nepatrné odchyloval od zakonitosti
prevracenych ¢tvercu, fotony by musely mit nenulovou klidovou hmotnost a pozorovali bychom
disperzi elektromagnetickych vin ve vakuu.

Dosud jsme uzivali termin elektricky ndboj ve dvou vyznamech - jako fyzikalni jev, vlastnost
¢astic a jako fyzikalni velicinu. Abychom mohli mérit velikost elektrického ndboje, musime zvolit
konstantu k v (2.1) a zvolit tak jednotku naboje. V absolutni soustavé jednotek je tato konstanta
kladena k£ = 1, v ndmi uzivané soustave SI ji klademe
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obr. 2.2

E =107 = = 0,8988.10'° N.m*.C2. (2.3)

TEQ

Konstanta v Coulombové zdkonu je tak piimo vazana s rychlosti svétla ve vakuu. Jednotka
pro méfeni velikosti nédboje takto zavedend se nazyvéa coulomb (C) a mé fyzikalni rozmeér [TI]
(¢as krat proud).? Podle (2.3) jsme zavedli téz dalsi konstantu ey nazyvanou permitivita vakua
nebo téz elektrickd konstanta. Vyjadiuje se v jednotkéch farad na metr (F.m™') a ma hodnotu
g0 = 8,854.1072 F.m™'. Tato konstanta nemd oviem zadny bezprostiedni fyzikaln{ vyznam a
souvisi pouze s volbou soustavy jednotek SI.

Po zavedeni jednotky elektrického naboje se muzeme ptat, jakou ma velikost elementdrni
nadboj, nejmensi mozny naboj, jaky nesou elementarni ¢astice. Piimy zpusob stanoveni ele-
mentdrniho néboje (a zdroven dukaz kvantovéni nédboje) predstavuje Millikaniv experiment
z roku 1911 (viz obr. 2.2). Pfi tomto experimentu jsou do prostoru mezi vodorovné oriento-
vanymi deskami kondenzatoru vstrikovany drobné olejové kapicky a je mikroskopem pozorovan
jejich pohyb. Systém je umistén ve vakuové komote za snizeného tlaku vzduchu a termosta-
tovan. Kapicky nesou malé elektrické naboje ziskané tienim pii rozstiikovani; jejich naboj je
mozno piipadné ménit ionizujicim zarenim. Pokud na kondenzator neni podano napéti, budou

2Coulomb je tedy ampérsekunda.
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se kapicky pohybovat vertikalné dolu pod vlivem tize, vztlaku a odporu prostiedi, ktery je
mozno popsat Stokesovou silou

Fg = 6mnro

kde r je polomér kapicek, v jejich rychlost a n dynamicka viskozita vzduchu pti daném tlaku.
Diky odporu prostfedi se rychlost kapicek v, ustali jako konstantni. Poddame-li na kondenzator
napéti, bude se taz kapicka pohybovat vzhuru k opacné nabité desce kondenzéatoru, opét kon-
stantni rychlosti vg. Zmérime-li rychlost kapicky v obou pripadech, muzeme z pohybovych
rovnic (ozna¢ime m hmotnost kapicky, m’ hmotnost objemu vytlaceného vzduchu, ¢ hustotu
oleje, p hustotu vzduchu)

F, = mg—m'g—6mro, = 0, Fg = qE —mg+m'g — 6mnrog = 0
urcit polomér kapicky (obtizné métitelny) a jeji naboj:

o 6mnr

fo-pg 1T BT

r =3

Statistickym promérovanim mnoha kapicek zjistime, Ze jejich ndboje nejsou rozlozeny spo-
jité, ze jsou celymi nasobky nejmensiho, elementarniho nédboje. Typické hodnoty pozorované
Millikanem byly: 7 =2 —4 pum, E = 10* —10°V.m ™', v ~ 0,1 mm.s~'. Pro elementérni niboj
Millikan dostal e = (1,591 4 0,003).107'° C. Jeho kapicky nesly 5 - 25 elektroni.

I kdyz Millikanuv experiment byl pozdéji ruzné zdokonalovén, jeho presnost neni prtilis
vysoka. Jinou moznost, jak urcit elementarni naboj poskytuje elektrolyza. Mérenim proudu a
doby muZzeme uréit ndboj preneseny ionty v elektrolytu. Jde-li o jednovazné ionty (napi. Ag™),
potom k vylouceni jednoho molu stiibra je zapotiebi takzvaného Faradayova ndboje F' =
9,649.10* C.mol™'. Elementérni niboj pak ziskdme, délime-li Faradaytv ndboj Avogadrovou
konstantou:

F
e = — = 1,602.107" C. (2.4)
Ny

Existuje fada pomérné presnych metod umoznujicich méfrit takzvany mérny naboj castic,
tj. pomeér naboje a hmotnosti ¢astice; jde naptiklad o pozorovani pohybu nabitych ¢astic v elek-
trickych a magnetickych polich. Pro elektron dostavame mérny naboj STZ = —1,759.10'" C.kg ™.
Pak muzeme ze znalosti naboje ¢astice ur¢it jeji hmotnost a naopak.

Nabité ¢astice mohou byt rozlozeny s velkou hustotou tak, ze se naboj muze jevit spojitym.
Ve skutecnosti ovsem jak predstava o soustavé bodovych néboju, tak o spojité rozlozeném
naboji jsou pouhymi abstrakcemi, modely vice ¢i méné vystihujicimi skutecny stav. Jsou-li
naboje rozlozeny v prostoru a je-li v daném objemu V' celkovy nédboj ¢ = >-0'_; q,, muzeme
definovat sttedni hustotu ndboje v tomto objemu jako p = . Zvolime-li v okolf daného bodu
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o souradnicich z,y, z maly objem AV, ktery obsahuje naboj Aq, a budeme jej kolem tohoto
bodu stahovat, muzeme definovat objemovou hustotu nadboje vztahem

. Agq
Tento vztah byva nékdy zapisovan jako derivace j—“ﬂ; nen{ to vak korektni, nebot ve skuteénosti

nezname funkéni vztah ¢(V'). Naproti tomu celkovy naboj v daném objemu V' muzeme vyjadrit
jako

q = /Vp(x,y,z) dv . (2.6)

Také tento vztah muzeme povazovat za definici objemové hustoty néboje.

Jak uvidime, vSechny veli¢iny a vztahy muzeme vyjadfovat bud’ ve formé integrdlni (vazany
na néjaky objem, plochu ¢i kfivku) nebo diferencidlni (jako funkce souradnic daného bodu).
S tohoto hlediska je naboj veli¢ina integralni a objemova hustota naboje odpovidajici veli¢ina
diferencidlni. Méffme ji ziejmé v C.m 2. Vedle objemové hustoty ndboje miizeme zavést plosnou
hustotu ndboje o a linedrni hustotu ndboje T, nahradime-li objemovy integral v (2.6) integralem
plosnym nebo kiivkovym. Plosnou hustotu pak méffme v C.m ™2, linedrni v C.m™ .

Elektrické naboje se projevuji pouze svym silovym pusobenim; to ovSem znamend, ze pri
jejich vzdjemném premistovani je tieba konat praci. Uvazujme néjakou soustavu bodovych
naboju rozmisténych v danych bodech prostoru a ptejme se, jak tato soustava vznikla. Muzeme
si predstavovat, ze naboje byly puvodné vzdéleny v nekoneénu a postupné byly priblizovany
do vyslednych poloh. Vnéjsi sily pritom konaly praci - kladnou, pokud ptekonavaly odpudivé
sily mezi naboji, zapornou, pokud pusobily proti pritazlivym silam naboju.

Coulombova sila mezi dvéma néboji, podobné jako Newtonova sila gravita¢ni, muze byt
vyjadiena jako zaporné vzaty gradient potencialni energie W

I qige

W =
47'('80 T21

Tato energie zavisi pouze na velikostech obou naboju a jejich vzdalenosti a nikoli na tom, po
jaké draze byl druhy néaboj k prvnimu z nekonecna ptiblizovan. Coulombovy sily jsou, podobné
jako sily gravitacni, konzervativni.

Budeme-li nyni ke dvéma nabojum priblizovat dalsi, uplatni se princip superpozice a vyslednéa
prace nebude zaviset ani na potradi ani na dréze po niz naboje priblizujeme. Tato prace vnéjsich
sil predstavuje tedy celkovou elektrostatickou energii soustavy, kterd ma charakter energie po-
tencidlni (je funkei vzdélenosti) a muzeme ji zapsat ve tvaru dvojndsobné sumy

11 N ags

W o= =
247T€0a

. (2.7)
B=1,6#a "B

Koeficient 1/2 je uveden z toho duvodu Ze v sumé je kazda dvojice ndboju zapoc¢tena dvakrat.
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Uvedeme vlastnosti nékterych konkretnich nabojovych soustav.

1. Rovnovaha soustavy bodovych naboju

Existuji takové zpusoby rozmisténi bodovych naboju, ze vSechny ndboje jsou v rovnovaze,
tj. pusobi na né nulova vyslednd sila. Umistéme napiiklad n stejnych naboju ¢ symetricky po
obvodu kruznice a umistéme do stiedu kruznice naboj qq. K dosazeni rovnovahy musime ziejmé
volit pro

n o= 2 QO:_%

n =3 QOZ—\(/%
2v2 + 1

n =4 Go = ——1 4

Muzeme ovérit, ze ve vSech téchto pripadech bude elektrostatickd energie rovna nule. Dulezita
je ovSem otazka, zda rovnovaha téchto soustav je stabilni ¢i labilni. Pfitom musime uvazovat
malé vychyleni ndboju z jejich rovnovaznych poloh a zjistovat, zda sily ostatnich ndboji budou
vychylku déle zvétsovat nebo zda budou vracet naboj do rovnovazné polohy. Muzeme téz zjistit,
zda potencialni energie jako funkce takové vychylky md maximum ¢i minimum. Timto zptusobem
ovérime, ze rovnovaha soustavy bodovych naboju je vZdy nestabilni a ze naboje nelze udrzovat
ve stabilni rovnovaze cisté elektrostatickymi silami. Toto tvrzeni je obsahem tzv. Farnshawouvy
véty a pozdéji je zduvodnime obecné.

2. Elektrostaticka energie linedrniho krystalu

Meéjme nekonecnou fadu bodovych nédboju stiidavé kladnych a zdpornych, téze velikosti
(naptiklad rovné elementdrnimu nédboji) rozlozenych podél piimky ve vzajemnych vzdélenostech
a. Takovému usporadani nékdy rikdme linearni krystal. Snadno uréime elektrostatickou energii
pripadajici na jeden naboj:

2

e? 1 1 e? ae a
W = 2(—1 —— = ) = —2In2 = — = —2,30.107% — .
4meg * 2 3 + . dmega drega a

Jako a jsme zde oznadéili velicinu a = 2In2 = 1.386 nazyvanou Madelungova konstanta, fadu
jednotky. Polozime-li a rovné fddové typické vzdalenosti iontt v krystalu 107'%m, vidime, Ze
energie na jeden naboj je zdpornd a fddove velikosti 107! jouli. Rovnovaha linedrniho krystalu
vudi pricnému vychyleni je stabilni, viéi podélnému nestabilni.

3. Prostorovy iontovy krystal

Iontové krystaly predstavuji prostorové usporadani elektrickych naboju. Uvazme naptiklad
element takového krystalu v podobé krychle o hrané a, v jejichz rozich jsou rozmistény zaporné
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elementarni naboje a v jejimz centru lezi kladny elementarni naboj. Elektrostaticka energie
takového krystalu bude

2 12 4 1 2
6) e a=136.

e
W= (12424 -2
47T€oa< V2 V33

Vypocet energie prostorového krystalu pripadajici na jeden iont vyzaduje pocita¢. Vysledna
energie je zaporna a lisi se od energie linearniho krystalupouze hodnotou Madelungovy kon-
stanty. Tak pro krystal chloridu sodného dostavame o = 1.747, pro oxid zinec¢naty a = 1.638
atd. Zaporna energie iontového krystalu s klesajicim a klesa a krystal ma tedy tendenci se
zhroutit. Jeho stabilitu tedy musi zajistovat jiné nez elektrostatické sily.

4rega

4. Kulové symetricky spojité rozlozeny naboj

Uvazme objemové nabitou kouli poloméru R o nabojové hustoté p. Energie takového spo-
jitého usporadani naboje se musi rovnat praci vynalozené na jeho vytvoreni. Predstavme si, ze
jsme kouli vytvareli tak jako se lepi snéhové koule; ke kulovému naboji poloméru r jsme vzdy
pridévali dalsf kulovou slupku tloustky dr. Protoze kulovy ndboj se navenek chové jako bodovy
naboj umistény v centru, muzeme praci vynalozenou na pridani dalsi slupky prirovnat energii
dvou bodovych ndboju ve vzdélenosti r. Integraci pak dostaneme
1 R4 o dxr’pdr  4wR°p* 3 1 @7

471'80 0 gﬂ"f’ P r N 1580 n 5 47T€0§ ’

W:

kde @ je celkovy néaboj koule. Kdybychom povazovali naptiklad elektron za takovou objemové
nabitou kouli, mohli bychom tuto energii piirovnat relativistické klidové energii ¢astice m.c? a
urcit tak jeji polomér. Pro elektron (s vynechédnim koeficientu 3/5) najdeme takzvany ”klasicky

polomeér elektronu”
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re = ——— = 2,82.107%m .
dmegmec?

Prestoze takovy model elektronu je s hlediska moderni fyziky neudrzitelny (neni také jasné,
které obrovské sily by mohly drzet takovy naboj pohromadé), odpovida ziskany polomér ptiblizné
rozmérum elementarnich ¢astic.

Pokud by uvazovany kulové symetricky naboj byl plosny, muzeme jeho energii urcit opét
tak, ze k castecnému plosnému naboji @', ktery se chova navenek jako bodovy naboj v centru,
priddvdme dalsi ndboj d@’. Oba ndboje ted zustdvaji ve stdlé vzdalenosti R. Pak mdme

W= 1/QQ'dQ'_11Q2
 Adwegdo R 24mey R
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2. Elektrostatické pole

Vratme se k soustavé bodovych nabojt qi, ..., qn, které viechny ptisobi na zkusebni naboj
qo sidlici v bodé o souradnicich z,y, z. Silu na ndboj gy vyjadfenou vztahem (2.2) muzeme
zapsat takto:

N
Fy = QOE(']:? Y, Z)a kde Z qT 7:0 (28)
LGTY

a=1

471'80

Vektor E, ktery jsme zavedli vztahem (2.8), se nazyva intenzitou elektrostatického pole
vytvareného soustavou bodovych naboju. M& fyzikdlni vyznam sily pusobici v daném bodé
na jednotkovy zkusebni naboj a méfi se v jednotkach newton na coulomb, kterou obvykle
zapisujeme jako volt na metr (V.m™'), kde voltem rozumime joule na coulomb. Vztah (2.8)
nam umoznuje urcit silu na dany naboj se strany ostatnich nédboju tak, ze nejdrive uréime v
kazdém bodé intenzitu elektrostatického pole (pak muzeme zapomenout na néboje, které toto
pole vytvéreji) a potom vyndsobime vektor intenzity pole nabojem v daném misté. Znalost
rozlozeni ndboju a znalost intenzity pole, které tyto naboje vytvareji je ekvivalentni.

Muze vzniknout otazka nakolik je elektrostatické pole fyzikalné realné, nakolik vektor E (x,y, 2)
popisuje néjaky fyzikalni stav prostoru, v némz elektrostatické sily pusobi. V ramci elek-
trostatiky nelze tuto otdzku zodpovédét, nebot elektrostatické pole se projevuje pouze silovym
pusobenim na zkusebni naboj, a to muzeme popsat ekvivalentnim zpusobem superpozici Cou-
lombovych sil se strany ostatnich ndboju. Jak uvidime, teprve ¢asové proménné, elektromag-
netické pole se projevuje jako nova fyzikalni realita, schopna existovat mimo elektrické nédboje,
s vlastni energii, hybnosti atd. Elektrostatické pole pak muzeme chépat jako zvlastni ptripad
elektromagnetického pole, navic matematicky vystiedovany, protoze realné naboje nejsou nikdy
statické.

Existuje vyhodny zpusob nézorného zobrazovani elektrostatického pole silocarami. Jsou
to kfivky, jejichz tecna ma v kazdém bodé smér sily pusobici na kladny jednotkovy zkusebni
elektricky naboj a hustota silocar je imérna velikosti této sily. Moznost jejich zavedeni vyplyva
z Coulombova zdkona. Méjme bodovy kladny nédboj ¢ a definujme, Ze z ného vychazi N silocar;
ty zfejmé probihaji radialné po piimkach vychéazejicich z naboje a jsou v prostoru rozdéleny
izotropné, se stejnou hustotou ve vSech smérech. Veli¢ina N tedy predstavuje celkovy tok silocar
vychézejicich z ndboje a protinajicich kolmo kulové plochy poloméru r se sttedem v bodé, kde je
umistén naboj. Hustota toku silocar, tj. pocet silo¢ar prochazejicich kolmo jednotkovou plochy
bude %. Budeme-li normovat hustotu toku silocar tak, ze jej prirovname velikosti intenzity
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obr. 2.3

elektrického pole, dostaneme

N 1 ¢
Anr?  Aweg 12
a tedy
N=21
o .

Muzeme tedy fici, ze z kazdého kladného nédboje vychéazi prave % silocar a do zaporného

naboje stejny pocet silocar vstupuje. Kromé toho mohou silocary také odchazet nebo prichazet
z nekonecna. Protoze plati zdkon zachovani naboje a velicina ¢ se neméni ani za pohybu,
muzeme postulovat ze celkovy pocet silocar vychazejici z elektrického naboje se zachovava a
nemeéni se ani pti pohybu nédboje. Pro pohybujici se ndboje nebude ovsem uz platit Coulombuv
zékon a silo¢ary se mohou v prostoru rizné zhustovat a zakfivovat, ale Zddnd se nemuze ztratit
ani vzniknout. Muzeme ftici, ze silo¢ary jsou jakési ”vlasy” elektrického naboje, které maji tu
vzacnou vlastnost, ze principialné nemohou vypadavat. Na obr. 2.3 vidime rozlozeni silocar
bodovych naboju a dvojic naboju stejného a opa¢nych znameni.

Nazorny pojem silocary ovSem ani nemusime zavadét. Staci definovat integralni veli¢inu tok
intenzity elektrického pole plochou S vztahem

@z/SE-dS. (2.9)
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obr. 2.4 obr. 2.5

Tento tok je skalarni velicina a méfi se v jednotkach volt krat metr (V.m). Hustota toku,
tj. intenzita elektrického pole je pak odpovidajici veli¢inou diferencidlni a je to vektor. Tok
vektoru malou rovinnou plogkou je zfejmé maximalni, je-li rovnobézny s normalou k této plosce
a nulovy, je-li k této normadle kolmy; to pravé vyjadiuje skaldrni soucin v integralu (2.9).
Urcime nyni tok intenzity elektrického pole uzavienou plochou obklopujici bodovy kladny
naboj. Pfijmeme pifitom dohodu, ze tok vytékajici z objemu uzavieného plochou budeme
povazovat za kladny, tok vtékajici za zaporny. Je-li tato plocha kulova a naboj ¢ v jejim

sttedu, mame ziejmé
— ¢ E.d§ = f is = L
]{9 477'50 7”2 €0

Bude-li plocha obklopujici ndboj obecného tvaru (obr. 2.4), muzeme uvniti této plochy vést
plochu kulovou se stfedem v naboji a ukazat, ze toky obéma témito plochami jsou stejné.
Vedeme-li kuzelovou plochu s malym vrcholovym tihlem, ktera vytne na kulové plose plosku
dS’" a na obecné plose plosku dS, budou toky témito ploskami d® = E(r) dS" a d® =
E(R) dScosf. Pritom vsak intenzity pole jsou v prevraceném poméru ctvercu vzdalenosti
a velikosti plosek v pomeéru ‘fi—g = &g ‘3056 . Méme tedy d®’ = d®. Néazorné je ziejmé, ze kazda
silocara, kterda protne myslenou kulovou plochu, protne i obklopujici plochu obecného tvaru.
Tento zavér bude platit i tehdy, nebudou li silocary rozdéleny v prostoru izotropné a dokonce
i budou-li zakiiveny. Dukaz lze snadno rozsifit na piipad nebude-li plocha konvexni (silo¢édra

protne plochu vicendsobné) a bude-li naboj lezet vné plochy; v tomto ptipadé bude zifejmé
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tok nulovy. Muzeme to zduvodnit i podle obr. 2.5. Lezi-li ndboj mimo plochu S, obklopime
jej opét myslenou kulovou plochou S’ kterd se plochy S tésné dotykd a propojime obé plochy
malym spojovacim kandlkem. N4boj ted lezi uvniti spojené plochy S + S’ a tok touto plochou
je ® = %. Tento tok v8ak pripadé cely na kulovou plochu S, takze tok plochou S je nulovy.

Bude-li uvniti uzaviené plochy vice nabojui, muzeme pouzit princip superpozice a zformu-
lovat obecny Gausstv zdkon:

Tok intenzity elektrického pole libovolnou uzavienou plochou je roven celkovému naboji ob-
klopenému touto plochou délenému €.

Matematicky muzeme Gaussuv zakon zapsat pro pripad bodovych naboju a spojité rozlozenych
naboju takto: . .

ng S =~ Yw=_ /VpdV. (2.10)

o

Gaussuv zakon jsme sice odvozovali pro pole elektrostatické, ale protoze se velikost naboje
a tedy i celkovy tok silocar vyjadieny jako tok intenzity elektrického pole neméni ani jsou-li
naboje v pohybu, muzeme predpokladat, ze Gaussuv zakon plati zcela obecné i pro pohybujici
se naboje a ¢asové proménnd elektricka pole. Je to jeden z nejobecnéjsich prirodnich zédkonu a
ve zvlastnim pripadé statickych bodovych naboju z ného plyne zakon Coulombuv.

Podstatnym tvrzenim Gaussova i Coulombova zakona je, ze intenzita elektrostatického
pole bodového naboje klesa se ¢tvercem vzdalenosti. Ukazeme, ze toto tvrzeni je ekvivalentni
skutecnosti, ze na vnitrnim povrchu dutych vodicu nejsou elektrické naboje. Predstavme si ten-
kosténnou dutou vodivou kouli nabitou elektrickym néabojem. Protoze naboje se mohou v ob-
jemu vodice volné pohybovat, rozmisti se na povrchu vodice takovym zpusobem, aby elektrosta-
tické pole uvniti vodi¢e bylo nulové. Kdyby tomu tak nebylo, nastal by dalsi pohyb nédboju
ve vodici a museli bychom vyckat, az se rozlozeni naboju ustali. Vzhledem ke kulové symetrii
muzeme dale ocekavat, ze rozlozeni naboju bude rovnéz kulové symetrické, s plosnou hustotou
0.

Vyjdeme-li z predpokladu, ze plati Gaussuv zakon, muzeme vést uvnitt vodice myslenou
kulovou Gaussovu plochu. Tok intenzity elektrického pole touto plochou bude roven nule, a tedy
i naboj uvnitt musi byt nulovy. Znamena to, Ze na vnitinim povrchu vodi¢e nebudou néboje.
Potom i intenzita elektrostatického pole v celé dutiné bude rovna nule.

Zpétné vyjdeme z predpokladu, ze pole uvniti dutiny je nulové. V kazdém bodé dutiny
muzeme vést dvojkuzel s vrcholem v tomto bodé tak, Zze ndm vytne na opacnych koncich
kulové plosky AS, AS" (viz obr. 2.6). Prostorovy tihel vymezeny kuzelovou plochou oznac¢ime
AQ. Nabité plosky muzeme povazovat za bodové naboje o velikosti 0 AS, o AS’. Predpoklddejme
déle, ze pole bodového néboje klesa se vzdalenosti jako nezndmé funkce f(r). Podle principu
superpozice vytvaii vybrand dvojice plosek v bodé A pole o velikosti E = ko[ASf(r;) —
AS'f(rq)]. Protoze vsak cely povrch koule muzeme takto pokryt dvojicemi plosek vytatymi
uzkymi kuzeliky, musi byt v kazdém pripadé prispévek takovych dvojic bodovych ndboju roven
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obr. 2.6 obr. 2.7

nule. Musi tedy platit

) A5 (,80) (480
f(rs) AS >cosf) "\ 'cosf 2

1
Vidime tedy, Zze nezndma funkce f klesa se ¢tvercem vzdalenosti. Experimentéalni ovérovani
skutecnosti, ze na vnitinim povrchu vodi¢u nejsou naboje je mozno provadét s velkou presnosti
a ovérovat tak Coulombuv, resp. Gaussuv zdkon (obr. 2.7). Na tomto principu je zalozen van
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de Graaffuv elektrostaticky generdtor (obr. 2.8).

obr. 2.8

Ze stridavého zdroje se pres usmérnovac nabiji nekoneény pas z pogumovaného hedvabi;
pas se pohybuje rychlosti nékolika desitek metru za sekundu. Naboj se tak prenasi na vnitini
povrch velké duté vodivé koule a odtud se sdm okamzité premistuje ne vnéjsi povrch. Tak lze
kouli nabit znacnym nabojem na potencial nékolika milionu voltu.

Gaussuv zékon (2.10) muzeme pomoci Gaussovy véty vektorové analyzy vyjadrit i v dife-
rencidlnim tvaru. Plat{

L 1 .
@zj{E-dS:— pde/divEdV.
S gy JV 1%
Vzhledem k tomu, zZe rovnost téchto dvou objemovych integralii musi byt splnéna pro libo-

volny objem, musi se rovnat i integrované funkce. Vedle toho z podminky konzervativnosti
elektrostatického pole a s pouzitim Stokesovy véty mame

' = %Edfz /rotE~d§: 0.
! s
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Dostavame tak soustavu Mazwellovyjch rovnic pro elektrostatické pole:
divE = 2 rot E = 0. (2.11)
€0
Prvni z téchto rovnic je tedy vlastné Gaussuv zakon v diferencidlnim tvaru a nazyva se téz
rovnici Poissonovou. Druha rovnice vyjadiuje, ze elektrostatické pole je potencidlni a umoznuje
zavést skalarni elektrostaticky potencidl (z,y,z) vztahem

—

E = —Vy. (2.12)

Zmaménko u gradientu potencialu bylo zvoleno tak, aby potencidlni rozdil

2 2 .,
@212902—8012/1d<p=—/1E-dl

vyjadioval praci vnéjsich sil pii pfemistovani jednotkového elektrického ndboje proti sildm pole.
Je-li tato prace kladnd, zvysSuje potencial naboje.

Naproti tomu zavadime velicinu opa¢nou potencidlnimu rozdilu, ktera vyjadiuje praci sil
pole a nazyva se napéti:

2—» —
U = 01— :/E-dz.
1

Potencidl je urcen s presnosti na aditivni konstantu a nulovy potencial muzeme volit kdekoli.
Jsou-li vSechny naboje rozmistény v koneéné oblasti prostoru, muzeme zvolit nulovy potencidl

v nekoneénu. Potom
Alzy,2) o, o
o = — / E-dl.

o0
Je ztejmé, ze vSechny tfi veli¢iny, potencial, potencidlni rozdil a napéti maji tyz fyzikalni rozmeér
a meéif se v tychz jednotkach joule na coulomb, kterou nazyvame volt (V).

Zavedenim skalarniho potencidlu je nyni druhd z rovnic (2.11) splnéna automaticky a dosa-
zenim do prvni z nich dostavame

divE = —div gradp = —Ap = P

neboli
Ap = — L (2.13)
€o
Tato rovnice se nazyva Laplaceova - Poissonova.

V té ¢asti prostoru, kde je hustota naboju nulova, musi potencidl spliiovat Laplaceovu rovnici
Ayp =0, (2.14)

s prislusnymi okrajovymi (hraniénimi) podminkami. Funkce, které vyhovuji Laplaceové rovnici
se nazyvaji harmonické a maji celou fadu zajimavych vlastnosti. Jednu z nich vyjadiuje tzv.
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"véta o stiedni hodnoté potencialu”. Podle ni je hodnota potencidlu ve stredu kulové plochy rovna
stredni hodnoté potencidlu na této plose. Muzeme se o tom presveédéit jednoduchou fyzikalni
uvahou. Méjme v néjakém misté naboj ¢, ktery vyvolava v bodé A potencial ¢. Privedeme-li do
bodu A z nekoneéna néboj ¢’ , potom energie takto vzniklé soustavy bude rovna ¢’'. Naboj ¢ se
vsak navenek chovad stejné, jako kdyby byl rovnomérné rozprostien na kulové plose se stiedem v
A, kde naboj ¢ budi stfedni hodnotu potencialu ¢. Je tedy ¢’ = ¢'@. Z véty o sttedni hodnoté
potencidlu naptiklad plyne, ze v misté, kde nejsou naboje, nemuze mit potencidl minimum a
elektrostatické pole tak nemuze udrzovat vlozeny naboj ve stabilni rovnovéze (FEarnshawova
véta). Je-li potencidl na hranici néjaké oblasti nulovy, nemuze mit nikde v této oblasti extrém
a musi zde byt tudiz vsude roven nule.
V kartézskych souradnicich muzeme Laplaceovu rovnici zapsat jako
2 2 2
Oo 00 09 _
0x? 0y? 0722
Odtud je rovnéz ziejmé, ze potencidl nemuze mit extrémy - v takovém misté by vsechny druhé
parcialni derivace musely byt bud kladné nebo zdporné.
Potencial elektrostatického pole bodového naboje je zirejmé

L g 1 ¢
- _ Ldr = . 2.15
4 dmteg Joo 12 " dregr ( )

Soustava N bodovych naboju tak vytvoii v bodé o soutadnicich x,y, z potencial

Loy (2.16)

dmeg G g

o(z,y,2) =
Pomoci (2.16) muzeme zapsat energii soustavy bodovych ndboju (2.7) jako

1 N
W = 5 anwa (217)
a=1

(pa je potencidl vytvareny vSemi ostatnimi ndboji v misté, kde sidli naboj ¢,). Je-li ndboj
rozlozen spojité v objemu V| prejde suma v (2.17) na integral a s pouzitim Laplaceovy -
Poissonovy rovnice a Gaussova zakona muzeme vyjadiit energii v tomto objemu jako

1
Wy = / podv = —20 / pApdV = —20 { / div(pVp)dV — / (V@)QdV} -
2 Jv 2 Jv 2 Lv 1%

€0

) []i(wvw)ds—/v(VsO)QdV] :

Plochu S ohranic¢ujici objem V' muzeme nyni rozpinat do nekonecna; ptritom bude integrand
v plosném integralu klesat jako % a v nekonecnu tento integral vymizi. Zbyva tedy objemovy
integral, ktery se nyni rozprostie na cely prostor:

W o= %0/ B2V = / wdV | (2.18)
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obr. 2.9

Zde jsme oznacili hustotu energie elekrostatického pole

2

w = 2E (2.19)
2

Energii prostorové rozlozenych statickych ndboju muzeme tedy vyjadiit bud pomoci ndboju

a jejich vzdélenosti nebo na zakladé znalosti jimi vyztvareného elektrostatického pole; oba

zpusoby jsou matematicky ekvivalentni. Hustotu energie elektrostatického pole nemuzeme v

prostoru nijak zjistit, fyzikalni vyznam ma pouze celkova energie soustavy dand integrilem

(2.18).

Zabyvejme se nyni tlohou urcit elektrostatické pole a potencial daného rozlozeni elektrickych
naboji. Necht tyto ndboje jsou rozloZeny v objemu V' a my mame uréit pole a potencial v bodé
A o polohovém vektoru 7. Podle principu superpozice muzeme objem V rozdélit na malé,
bodové naboje pdV s polohovymi vektory 7. Oznacme ddle vektor pruvodice daného bodového

=

naboje s bodem A jako R=7F—7 (viz obr. 2.9). Intenzitu elektrostatického pole a potenciél
pak najdeme integrovanim

- 1 p(a'y', 2" )R dV 1 pla' y,2") dV

E(ZL’, v Z) N 47T€0 L R3 ’ SD(ZE’ v Z) N 47T€0 L R . <220)
Je-li ndboj rozlozen plosné nebo linedrné, nastoupi misto objemovych integralu a hustot in-
tegraly a hustoty plosné, resp. linearni.

Je otdzka, zda integraly (2.20) budou poskytovat konecné a spojité hodnoty, zejména v
tomto pripadé, bude-li bod A lezet uvnitt objemu V. Potom totiz bude ve jmenovateli integro-
vané funkce nula a integral muze, ale nemusi konvergovat. Z obecné teorie potencialu vyplyva
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pro objemové rozlozeni naboju:

1. Je-li funkce p konec¢na a dostatecné hladka uvnitt objemu V', bude pole E vsude konetné
a spojité a potencidl ¢ bude mit navic i parcialni derivace alespon prvniho fadu.

2. Je-li ndboj rozlozen plosné s hustotou o, neni na nabité ploSe intenzita pole definovana a
potencial zde nema derivaci. Pfi priuchodu touto plochou zustavaji tecné slozky intenzity pole
spojité, zatimco normalové se méni skokem o i

Uvedené hrani¢ni podminky na nabité plose snadno ziskame z Gaussovy a Stokesovy véty.
Predstavime-li si nizky valcovy objem tésné piimykajici k této ploSe, s osou ve sméru normaly,
potom miuzeme zanedbat tok pole plastém a uvazovat jen tok podstavami AS. Z Gaussova
zéakona pak mame

oAS

(Evp — Ban) AS = .
€0

Vedeme-li uzavienou kiivku tak, ze dvé jeji vétve délky Al prochézeji tésné podél obou stran
plochy, dostaneme ze Stokesovy véty

(Elt - Egt) Al — 0 .
Na nabité plose je tedy potencidl spojity a pro normalové a te¢né slozky intenzity pole plati

Div E = B, — By = 83 ., |Rot E| = By, — By =0. (2.21)
0

Pfi vypoctu intenzity pole muzeme tedy pouzit bud piimo prvni z integralu (2.20), nebo
muzeme vypodcitat potencidl (druhy integrél je skaldrni a tedy jednodussi) a pak ur¢it intenzitu
ze vztahu (2.12). Pokud je rozlozeni ndboju symetrické, muze byt vyhodnéjsi pouzit piimo
Gaussuv zakon. V piipadé nepravidelného rozlozeni ndboje muzeme pouzit ptiblizné metody
umoznujici urcit pole v dosti velké vzdéalenosti od naboje; o ni pojedname v néasledujicim
odstavci.

Uréime nyni pole a potencialy nékterych nabojovych usporadéni.

1. Nabita primka

Méjme elektricky ndboj rozlozeny podél primky s konstantni linedrni hustotou 7 (obr. 2.10) a
urceme intenzitu elektrostatického pole v bodé A ve vzdalenosti r od primky. Uvazme ptispévky
dvou nabojovych elementu 7dl lezicich ve stejné vzdalenosti [ na obé strany od paty kolmice
spusténé z bodu A na piimku. Jejich vektorovy soucet bude ziejmé kolmy k piimce a bude
mitit od piimky, je-li ndboj kladny. Jeho velikost miizeme jej zapsat jako

1 7dl

dE = 20080447%0? ,
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obr. 2.10
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kde

d
R=—— l=rtga, dl=—1.
CoSs & cos?
Po dosazeni a integraci mame
/2
E=_" / cosada = —— . (2.22)
2meqr Jo 2megr

Tyz vysledek bychom dostali jednodussim zptsobem piimo z Gaussova zakona. Na smér
vektoru intenzity muzeme usoudit ze symetrie ulohy a obklopime-li ¢ast pifimky souosym valcem
o poloméru podstavy r a libovolné délky L, mame pro tok intenzity plastém véalce

1
E2nmrL = —71L
€0

odkud ihned plyne (2.22). Pokud jde o potencial pole, mame

p = —/Edr: —— Inr + konst . (2.23)
o0 27'('60

Integracni konstantu tentokrat nemuzeme vybrat tak, aby potencidl v nekonecénu byl nulovy.
Je to pochopitelné, nebot jsme do nekoneéna umistili elektrické naboje! Jinak muZeme tuto
konstantu ovSem volit libovolné.

2. Nabitd rovina a rovinnd vrstva

Meéjme elektricky naboj rozlozeny rovnomérné na roviné s konstantni plosnou hustotou o a
urceme pole a potencial v bodé A ve vzdalenosti r od roviny. Mohli bychom naptiklad rozdélit
rovinu na dvojice rovnobéznych tizkych primych pasu symetricky umisténych vzhledem k paté
kolmice spusténé s bodu A na rovinu, povazovat tyto pdsy za nabité primky a scitat jejich
prispévky. Ze symetrie ulohy je vSak zfejmé, ze vektor intenzity pole bude mifit kolmo od
kladné nabité roviny. Zvolime-li tedy Gaussovu plochu opét ve tvaru povrchu valce s osou
kolmou k roviné a s podstavami libovolného tvaru a plochy S tak, aby lezely ve vzdalenosti r
na obé strany od roviny, dostaneme

1
E2S=—0S.
€0

Odtud dostaneme pro intenzitu pole a potencidl nabité roviny

7 Y = ~ 7 4 konst (2.24)

E = —,
260 250

(pole vpravo od svislé roviny budeme brat jako kladné, vlevo jako zaporné). Je pozoruhodné,
ze velikost intenzity pole se neméni se vzdéalenosti od roviny; predpoklad o tom, ze rovina je
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obr. 2.11 obr. 2.12
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obr. 2.13

nekonecnd je ovSem idealizaci. Prubéh intenzity pole a potencidlu nabité roviny jsou na obr.
2.11. Z ného je patrno, Ze na nabité roviné ma normaéalova slozka intenzity pole nespojitost i

Nabitou rovinu jsme povazovali za nekonecné tenkou. Ve skutecnosti jde vzdy o nabitou
vrstvu koneéné tloustky. Je-li takova vrstva nabita s konstantni objemovou hustotou p (viz obr.
2.12) a mé-li sftku a, muzeme myslené roziezat vrstvu na nekonecné tenké roviny s plosnou
hustotou naboje do = pdr a podle principu superpozice scitat prispévky takovych rovinnych
naboju. Tak dostaneme vné vrstvy

—— r + konst.

a/2 pdr pa pa
E = / _— = -, SO ey
—a/2 260 260 260

Uvniti vrstvy se odectou prispévky vrstev o tloustce § +ra g —1:

p [(a a p P,
2%, K2 ”) (2 T)] 0 7 2oy | O™

Protoze jde o prostorové rozlozeny naboj, je pole na hranici vrstvy spojité, i kdyz tam nema
derivaci. Potencial ovSsem derivaci ma.

Z principu superpozice snadno odvodime prubéh pole a potencialu buzenych dvojicemi
souhlasné a nesouhlasné nabitych rovin (obr. 2.13). Jsou-li roviny nabité opa¢nymi ndboji
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téze velikosti hustoty, bude pole homogenni a bude zcela soustfedéno mezi rovinami (deskovy
kondenzator). Vsimnéte si skoku intenzity elektrického pole na nabitych rovinéch.
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obr. 2.14

3. Nabita koule

Elektrostatické pole a potencidl objemové ¢i povrchové nabité koule ur¢ime snadno pomoci
Gaussova zdkona.>Uvedeme proto pouze vysledky graficky zachycené na obr. 2.14.

Je-li koule o poloméru R nabita povrchové s plosnou hustotou o, nese naboj Q = 47 R0,
je-li nabita objemoveé s hustotou p, ma naboj %WR3P. Pro pole vné koule (r > R) dostavame v
obou piipadech stejné vztahy jako pro bodovy naboj umistény ve sttedu koule:

1 Q 1 Q

- . (2.25)

E = —
ey r?’ y Ameg T

Pole uvniti (r < R) povrchové nabité koule bude zfejmé nulové a konstantni potencidl roven
potencidlu na povrchu

1 Q
= = 2.26
471'80 R 7 ( )
pro objemoveé nabitou kouli dostavame
1 1
= @ 0 = Q2,309 (2.27)

4760@ " _871'80? T 87'('80 R

Snadno se presvédcime, ze na hranici koule jsou splnény pozadavky na normalové slozky pole
a potencial.

Podobnym zpusobem bychom mohli najit pole a potencial buzeny nekoneé¢nym povrchove
¢i objemové nabitym vélcem. Zjistili bychom, Ze navenek se valec chova jako linearni naboj v
ose, pole uvnitt povrchové nabitého valce je nulové, uvniti objemové nabitého valce bude

LT, Y = _r r? + konst .

450

4. Pole a potencial na ose nabité kruznice

3A velmi nesnadno bez ného, Newton musel fesit obdobnou tlohu pro gravitaéni pole koule slozitym inte-
grovanim mnoho let.
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obr. 2.15

Méjme kruznici poloméru r nabitou s linedrni hustotou 7. Z duvodu symetrie muzeme
usoudit, ze pole na ose této kruznice bude lezet v této ose, nad rovinou kruznice bude kladné
(smér vzhiru) pod rovinou zaporné (smér dolu). Uréime, jak zavisi toto pole na vzdalenosti od
sttedu kruznice h (viz obr. 2.15).

Rozdélime kruznici na dvojice protilehlych elementt délky di, které predstavuji bodové
naboje 7dl, a zintegrujeme ptispévky takovych dvojic:

1 ™ rdl Trh Tr

cosa4ﬂ€0 0o h®+1r? 2eq(h? +r2)3/27 7 2e0Vh? + 12

(2.28)

Intenzita pole nabyva extrému ve vzdalenostech h,, = r/ V2, ve stiedu kruznice je pole sa-
moziejmé nulové.

3. Elektricky dipdl a vektor polarizace

Meé¢jme objem V', v némz je néjakym zpusobem rozmistén elektricky naboj; celkovy naboj v
tomto objemu muze ptritom byt nulovy i nenulovy. Umistéme v tomto objemu pocatek souradnic
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obr. 2.16 obr. 2.17

a hledejme potencial elektrostatického pole v bodé A lezicim ve vzdalenosti r od pocatku
napiiklad na ose z. Objem V rozdélime na malé elementy dV, s nimiz budeme zachazet jako s
bodovymi naboji. Polohové vektory téchto elementu oznac¢ime 77, pruvodic¢ z tohoto elementu
do bodu A oznacime ﬁ, takze R = 7 — 7. Princip superpozice dava

L roply,2)
- dv .
va 477'60 /V R

Predpokladejme nyni, ze bod A lezi ve vzdélenosti mnohem vétsi nez jsou rozméry objemu V.
Potom muzeme povazovat pomér ' /r za maly a rozlozit funkci % pod integralem do Taylorova
rozvoje. Jinak muzeme téz pouzit kosinové véty (viz obr. 2.16)

R = (r* +7" — 2r1' cos 0)"/?
a binomického rozvoje do druhého fadu r//r *

1 1 P2 o -2y
:<1+—00s9> = —
T

' 1 N 2
7 5 1+TCOSQ+2<T> (3cos?f — 1)+ ---
r r r r r

Pro a <1 (1+a)’1/2:1—%a+%a2—%ag+-~
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Dosadime-li tuto fadu do integralu pro potencial, dostaneme takzvany multipélovy rozvoj elek-
trostatického pole. Potencidl v bodé dostatecné vzdaleném od uvazovaného objemu miuzeme
vyjadrit jako soucet prispévku, jejichz velikost postupneé klesa s rostoucimi mocninami vzdéalenosti.
V teorii elektromagnetického pole se dokazuje, ze takovy rozvoj vzdy existuje a je jednoznacny:

1 (K, K
NS Bt A B (°+1+...). (2.29)
dreg \ 7 r?

Integraly K, nazyvame elektrickymi multipolovymi momenty. Jsou to elektrické charakteristiky
daného objemu, které zaviseji pouze na rozlozeni naboje v tomto objemu a jeho symetrii. Pokud
je rozlozeni naboje komplikované ¢i neznamé a nemuzeme ho vypocitat, muzeme se pokusit urcit
multipélové momenty experimentalné z jimi vyvolavaného pole.

Zapiseme prvni tii multipélové momenty vzhledem k nasi volbé bodu A:

1
Ky, = /pdV, K, = /r’cos@pdV, Ky, = —/ (3 cos? 0 — 1)pdV .
1% v 2 Jv

Prvni z multipélovych momentu Ky odpovida elektrickému monopdlu, a je to vlastné celkovy
naboj daného objemu. Ve velké vzdélenosti se maly nabity objem jevi jako bodovy néboj, coz
je pochopitelné. V pripadé, ze objem bude jako celek nenabity, stane se rozhodujicim dalsi ¢len
K, ktery predstavuje moment elektrického dipolu.

Pro nasi specialni volbu bodu A, kdy " cosf = 2/, odpovida integral K; z-ové slozce vekto-
rové veli¢iny, kterou nazyvame elektricky dipolovy moment a ktery muzeme zapsat pro pripad
spojitého a nespojitého rozlozeni naboju jako

P = /F’pdV, P = Zr;qa. (2.30)
V «

Elektricky dipélovy moment je tedy vedle naboje dalsi charakteristika elektrického pusobeni
castice Ci télesa a méri se v coulombech krat metr. Potencidl odpovidajici elektrickému dipélovému
momentu je
1 p-r 1 p-r
1 _ prro pr (2.31)
drey 12 dreg 13

Na rozdil od potencialu naboje klesa potencidl dipélu se c¢tvercem vzdalenosti.

Dulezitou je otazka, zda definice elektrického dipélového momentu neni zavisla na volbé
pocatku soutradnic. Pfejdeme-li od pocatku soutadnic O; k novému pocatku O, a oznacime
vektor spojujici oba pocatky jako @, bude transformace soutadnic 7} = 7 +ad a dipélovy moment

ﬁl = Zr,od% = ZFQQQa+6ZQQ = ﬁQ+6Q

Elektricky dipdlovy moment je tedy invariantni vici volbé pocatku tehdy, je-li celkovy naboj v
objemu nulovy. Takovy objem se nazyva polarizovany.
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Muze se stat, ze jak celkovy naboj v objemu, tak dipélovy moment budou nulové. Pievladajicim

se pak stane nasledujici ¢len rozvoje odpovidajici elektrickému kvadrupdlu. Definujeme jej
obecné jako tenzor o slozkach

Qij = /‘/(3@% — 8ir")p AV, (2.32)

v ptipadé bodovych naboju ve tvaru sumy. 7 této definice je ziejmé, ze tenzor kvadrupoélového
momentu je symetricky a soucet jeho diagonalnich momentu je roven nule. V hlavnich osach
budou vSechny nediagonalni momenty nulové a bude-li navic naboj rozlozen symetricky kolem

osy z, dostaneme
1
Q:m: = ny = _inz-

Potom je kvadrupélovy moment urcen jedinym prvkem. Kvadrupodlovy moment bude nezavisly
na volbé pocatku soutradnic, bude-li jak celkovy naboj tak dipélovy moment soustavy nulovy.
V nasem multipolovém rozvoji pro potencial v bodé na ose x bude kvadrupoélovy prispévek k
potencialu

(2) — 1 1 sz

v dreg 2 13

a klesd s tteti mocninou vzdalenosti.

Je-li i kvadrupélovy moment soustavy nulovy, nastupuje moment oktupdlovy. Tak se s
rostouci symetrii rozlozeni naboje uplatnuji stale vyssi multipoly. Nejvyssi symetrii vykazuje
sférické rozlozeni nédboje; v tom pripadé jsou vSechny multipélové momenty nulové a nabita
koule se navenek chova presné tak jako bodovy ndboj (monopdl).

Vsimneme si nyni blize elektrického dipélu. Bodovym dipélem nazyvame elektricky neutralni
utvar zanedbatelnych rozméru, ktery v prostoru vytvari elektrické pole o potencidlu daném
vztahem (2.31). Piikladem takovych tdtvari mohou byt napiiklad nékteré molekuly (nazyvéame
je polarni). Intenzita elektrického pole bodového dip6lu bude tedy

E:—w:—lo [V(1>ﬁ-F+W}] - ! [W'W—ﬁ]. (2.33)

r3 r3 4reg 7D r3

Je-li bodovy dipdl umistén v pocatku souradnic v roviné x, z a orientovan ve sméru osy z, budou
mit silo¢ary pole prubéh znazornény na obr. 2.17. Potom pro slozky intenzity pole dostaneme

1 3pzz D 322 1
E, = , E, =0, E, = — - — . 2.34
ey 10 v dre, < 5 7,3) (2.34)
Na ose z bude x = 0 a
1 2p
E:r = ) E = 9 Ez = T 2
0 Y 0 dmey 13 (2.35)



obr. 2.18 obr. 2.19

na ose x bude z =0 a

1 p
E, =0, E, =0, E, = — =. 2.36
Y dmey 13 ( )

Bodovy elektricky dipdél obycejné aproximujeme dvojici bodovych ndboju stejné velikosti a
opacnych znameni ve vzajemné vzdalenosti [. Dipél ma pak velikost p = ¢l a je orientovan od
zaporného naboje ke kladnému. Pole vytvarené takovou dvojici naboju ovsem odpovida poli
dipdlu (2.33) jen na vzddlenostech r > [. Umistime-li takovy dipdl do pocatku soufadnic a
orientujeme ve sméru osy z, dostaneme v tomto pfiblizeni z principu superpozice vyrazy, (2.35)
resp. (2.36). Takovou dvojici ndboju nazyvame konecny dipdl.

Umistime-li dipdl do vnéjsiho homogenniho elektrického pole, bude vysledna sila pusobici
na dipdl nulova, ale bude nan pusobit moment silové dvojice (viz obr. 2.18).

—

D =pxE. (2.37)
Pti nataceni dipolu v homogennim poli kona tento moment silové dvojice praci

A = D da = / pEsina dao = —pE cosa
/2 w/2

Dipdl tak ziska energii zavislou na jeho orientaci viici sméru pole. Tato energie je rovna
W = —p-E (2.38)

Odecet této energie jsme zvolili tak, ze ji bereme jako nulovou, je-li dipél orientovan kolmo k
silocaram pole, zapornou je-li orientovan souhlasné se smérem pole a kladnou mifi-li proti poli
(obr. 2.19).
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obr. 2.20

V nehomogennim elektrickém poli bude na dipdl pusobit vysledna sila. Na obr. 2.20 jsou
znazornény piipady, kdy gradient pole je kolmy na smér silocar a rovnobézny s nim. V prvnim
pripadé muzeme napsat pro z-ovou slozku vysledné sily

OE, OE, .
F, = Fi—F = qF,—E) = ¢ Az = p cosf = p-grad E, .
0z 0z
I v obecném piipadé dostaneme piimo z (2.38)
F=-VW = V(@ -E) = GV)E. (2.39)

Obecné lze tici, ze dipdl po vlozeni do vnéjsiho elektrického pole je vzdy natacen souhlasné
se smérem pole a pak vtahovan do oblasti siln¢jstho pole.

Atomy a molekuly mohou mit bud své vlastni elektrické dipélové momenty zavislé na
vnitinim usporadani elektrickych naboju nebo mohou ziskat dipdlovy moment tak, ze se ve
vnéjsim poli zpolarizuji. Takovy ziskany dipélovy moment se nazyva indukovany, byva o nékolik
radu mensi nez vlastni momenty atomu a molekul a v prvnim ptiblizeni bude zfejmé imérny in-
tenzité vnéjsiho elektrického pole. Koeficient imérnosti se nazyva atomovou, resp. molekulovou
polarizovatelnosti:

Pina = ok . (2.40)

Odhadneme velikost atomové polarizovatelnosti. Pouzijeme model vodikového atomu jako
zédporné nabité koule o Bohrové poloméru rp = 0,529.107° m, v jejimZ stiedu sidli proton.
Takto symetrické usporadani ndboji zfejmé dipélovy momenmt neprojevuje. Necht se nyni
vlivem vnéjsiho elektrického pole proton vychyli ze své sttedové polohy na vzdélenost a. Indu-
kovany dip6lovy moment bude mit tedy velikost p = ea. Sila, kterd vyvolala takové posunuti je
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silou mezi nabojem e a zdpornym nabojem uvnitf koule o poloméru a. Tuto silu snadno uréime
jako

1 2
F = ¢E = .
drey TR
Odtud A 5
a = VB o = dpegrd = 1,65.1074 VT Im? .
e

Odtud odhadneme, 7e napifklad v poli o obrovské intenzité £ = 10° V.m ! se jadro atomu

vodiku vychyli o pouhych 1071® m a indukovany dipélovy moment bude mit velikost pjg =
1,6.107% C.m. ® Odtud si muZeme ucinit predstavu u velikosti vnitroatomovych elektrickych
poli. Molekuly, které maji vlastni dipolové momenty se nazyvaji polarni. Typickym prikladem
je molekula vody, jejiz dipdlovy moment smétuje od atomu kysliku kolmo smérem k linii atomu
vodiku a ma velikost p = 6,1.1073° C.m. K polarnim molekuldm patii déle molekula chloro-
vodiku, amoniaku, oxidu uhelnatého a dalsi. Velikosti vlastnich dip6lovych momentu ukazuji
na vnitroatomové elektricka pole fadove 101V.m ™.

Podobné jako bodové naboje mohou byt i dipdly rozlozeny jakoby spojité v prostoru ci
na plose. Predstavme si nejprve obecnou plochu tvorenou dvéma nekonecné tenkymi vrstvami,
jednou kladné nabitou s plosnou hustotou nédboje o, druhou zaporné nabitou s hustotou —o.
Takovou plochu nazyvame elektrickou dvojvrstvou. Vznika napiiklad na povrchu plazmatu, kde
pohyblivéjsi elektrony se vzdaluji dale od hranice plazmatu nez ionty, a ma dobré elektrické a
tepelné izola¢ni vlastnosti. Muzeme na ni pohlizet jako na plosné rozlozené elektrické dipdly ori-
entované ve sméru normaly a o plosné hustoté ps = o Aln, kde Al je vzdalenost nabitych ploch.
Plocha S dvojvrstvy bude budit v bodé o polohovém vektoru 7 elektrické pole o potencidlu

- 1 ﬁsﬁ Ps édg psQ
#(7) Arey Js R3 Arey Js RP Areq (2:41)

Zde Q) predstavuje prostorovy tuhel, pod nimz je vidét plochu dvojvrstvy z bodu A. To je
pozoruhodné vlastnost dvojvrstvy - muzeme ji libovolné zmuchlat a potencial v daném bodé
se pritom nezméni, zachovame li ptislusny prostorovy thel. Plyne odtud také, ze pii prechodu
dvojvrstvou se potencial méni skokem o ’E’—i.

Prejdeme nyni k prostorovému rozlozeni elektrickych dipolu. Mysleme si néjaky objem, kde
jsou dipdly p rozlozeny s hustotou N a vSechny jsou souhlasné orientovany. Objemova hus-
tota elektrickych dipélu pak bude P=N P a nazyvame ji vektorem elektrické polarizace. Ve
skutecnosti nejsou elementarni dipély (napiiklad molekuldrni dipély v 1atce) nikdy vSechny sou-
hlasné orientovany a budeme-li se je snazit orientovat vnéjsim elektrickym polem, bude tepelny
chaoticky pohyb tuto orientaci opét narusovat. I tak muzeme vsak zavést vektor polarizace P
a definovat jej jako elektricky dipolovy moment jednotky objemu latky. V pripadé dokonalého

SPresny kvantové mechanicky vypocet davd hodnotu atomové polarizovatelnosti pro vodik 9/2 krat vétsi.
Hodnoty atomové polarizovatelnosti ruznych atomtu a molekul najdeme v tabulkéch.
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obr. 2.21

usporadani dipélu bude mit maximalni velikost, v pripadé dokonale neusporadanych dipélu
bude nulovy. Vektor polarizace se méii v jednotkdch coulomb na metr ¢tverecny, a ma tedy
stejny rozmeér jako plosna hustota elektrického naboje.

Uréime potencial elektrostatického pole buzeny v bodé o polohovém vektoru 7 polarizo-
vanym objemem s vektorem polarizace P(7):

1 P(#)-R = [ P(7) div' P(7) B
w(F)—ZmO/V B VT /de( r |V /v RV =

1
47’(’60

_ %Sﬁ(w;z. d§_/vdiv’§(77')dv _ 1 Vs av(f')dS_i_/va(f’)dV] |

477'60 R R

kde pod div’ se rozumi divergence derivovand podle proménné .
Vysledny potencidl je tedy ekvivalentni potencialu pole buzeného plosnym nabojem hustoty
0, vazanym na povrch télesa a objemovym nédbojem hustoty p, vazanym uvniti télesa, kde

o, = P-ii, p, = —divP (2.42)

(71 je jednotkovy vektor normély k povrchu télesa).

Polarizovany objem se tedy chova jako urcité ekvivalentni rozdéleni plosnych a objemovych

naboju. Vezméme napiiklad objem tvaru valce homogenné polarizovany ve sméru osy (15 = konst).
Potom div P je nulova, normaéla na plasti vélce je kolma k vektoru polarizace a pole takového
vélce bude ekvivalentni poli dvou nabitych podstav s opaénym znamenim naboje (obr. 2.21). Je-
li vélec stihly, bude predstavovat konecny elektricky dipdl s naboji PAS a —PAS na koncich.
Ptejde-li valec v nekone¢nou rovinnou vrstvu, bude predstavovat dvojici nesouhlasné nabitych
rovin s hustotami ndboje ¢ = P a ¢ = —P. Pole uvnitt takové vrstvy bude tedy mifit proti
sméru vektoru polarizace a bude rovno

E = ——. (2.43)



obr. 2.22

Pole vné vrstvy bude nulové.
Uréime jesté pole polarizované koule. Necht vektor polarizace mifi ve sméru osy z a je opét
konstantni. Na povrchu koule se vytvoii plosny naboj s proménnou hustotou

Oy = P.ii = P cosf .

Vime, ze pole objemové nabité koule se navenek chova jako pole bodového nédboje v centru.
Lze snadno ukazat, ze také pole polarizované koule se navenek chova, jako kdyby cely dipdlovy
moment koule

— 4 —
p=VP = ;nR°P

byl umistén ve stiedu koule. Plosné rozlozeni naboje na povrchu si totiz lze predstavit tak,
jako kdybychom méli dvé vzajemné se prekryvajici koule objemové nabité opaénymi néaboji s
nepatrné posunutymi stfedy. V mistech prekryti se ndboje kompenzuji, na rovniku je hustota
naboje nulova, na pélech maximalni a rovna P a —P (viz obr. 2.22).

Potom bude potencial vné koule potencialem dipélu a muzeme psat
1 p-r P R3

Pe = — = z.
¢ Arey 13 3eo 13

Uvniti koule musi potencial spliovat Laplaceovu rovnici a hraniéni podminku spojitosti na
povrchu koule. Tomu vSak vyhovi pouze potencial

1
i = —Pz.
v 3602
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obr. 2.23

Intenzita elektrostatického pole uvniti koule je tedy konstantni, miii proti sméru vektoru
polarizace a je rovna

—

B= —Ve = -1
380
Lze se presvédcit, ze tecné slozky pole uvnitt a vné koule jsou spojité, normalové slozky se méni
skokem o P/gy.
Fakt, ze pole uvnitt polarizované koule je homogenni se muze zdat prekvapivy. Ukazuje se, ze
je to obecna vlastnost vSech polarizovanych téles tvaru elipsoidu, jehoz jsou koule a nekone¢na
rovinna vrstva zvlastnimi ptripady.

(2.44)

1. Sily pusobici mezi elektrickymi dipdly

Méjme dva dipdly pi, p» v roviné z, z, piicemz dipél p; nechf je umistén v pocitku a
orientovan ve smeéru osy z. Pro gradienty slozek pole prvniho dipdlu dostaneme

P1 3z 1522z 3r  15x2?
D — - _ - _
grad Eq 4reg ( 75 r7 0 5 r7
P1 3v 1522 9z 1523
E., = — — = _ .
grad £ ey ( 75 r7 0 ro T

Slozky sily, kterou tento dipdl pusobi na obecné umistény a orientovany dipdl ps najdeme jako
skalarni souc¢iny vektoru po a gradientu ptislusné slozky pole. Tak bude-li druhy dipél umistén
ve vzdélenosti z na ose z a souhlasné orientovan (obr. 2.23), budou slozky sily

_ L 6pips
drey T4

Znaménko minus ukazuje, ze jde o silu pritazlivou.
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Bude-li druhy dipdl umistén ve vzdalenosti z na ose x a opét souhlasné orientovan, dosta-
neme odpudivou silu o slozkach

1 3pip2
dmteg 1t

F, = F, = 0.

v e~

k prvnimu dipélu, napiiklad smérem od ného. Pak dostaneme

I 3pip2

F, =0, F, =
dmey 14

Ve vsech piipadech klesa sila se ¢tvrtou mocninou vzdalenosti, ale jak ukazuje posledni ptipad,
neni obecné centralni, nemusi mitit po spojnici obou dipélu. Kdybychom napiiklad druhy dipél
priblizovali k prvnimu z nekone¢na kolmo natoceny, nemuseli bychom pfekonavat zadnou silu,
nekonali bychom praci.

2. Energie soustavy dvou dipdlu

Energii soustavy dvou dipdélu ve vzajemné vzdalenosti r najdeme obecné jako energii jednoho
dipolu ve vnéjsim poli vytvareném druhym dipdlem:

— 1 Dy - T 3 0 e 7)1 -
W = —py- By = 1 (pl 3]92 — (P 7‘)5(]92 m) .
TE r r

4. Vodice v elektrostatickém poli

Zabyvame-li se vlastnostmi elektrostatického pole v latkovém prostiedi, musime rozliSovat
pole mikroskopicka a makroskopickd. Mikroskopickd pole vyvolavana vSemi naboji v latce, pro-
tony v atomovych jadrech, elektrony v atomech, atd. nemuzeme bezprostfedné meérit a nadto
se rychle méni v prostoru i ¢ase. Nase meétici pristroje udavaji hodnoty vystredovanych, makro-
skopickych poli, pro néz také formulujeme piislusné Maxwellovy rovnice. S hlediska chovani
latek v elektrostatickém poli muzeme rozlisit dva zakladni typy - vodice a dielektrika (nevodice,
izolanty). Pod vodi¢em budeme rozumét téleso, v némz existuji volné elektrické naboje, které se
mohou pod vlivem elektrického pole v celém objemu volné pohybovat, ale nemohou jej opustit
(pak by doslo k takzvané emisi).

Odtud plyne, ze po vlozeni vodice do vnéjsiho elektrostatického pole budou se v ném naboje
pohybovat tak dlouho, dokud makroskopické pole nevymizi. Stane se to tak, ze se elektrické
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naboje budou hromadit na povrchu vodice a vytvaret uvniti pole opacné orientované k poli
vnéjsimu. Vodic se tak zpolarizuje, na jeho povrchu se naindukuji elektrické ndboje. Kdybychom
jej uzemnili a ¢ast téchto ndboju tak odvedli, a potom opét odizolovali, mohli bychom vodic¢
nabit, aniz bychom na néj pfivedli naboje z jiného nabitého télesa. Tento jev je znam jako
elektrostaticka indukce.

Rozlozeni naboju na povrchu vodice probéhne témér okamzité a tak je muzeme opét povazovat
za statické. Jev muzeme popsat také tak, ze elektrické silocary vnéjsiho pole dopadajici na po-
vrch vodic¢e se na jeho povrchu zachyti na zapornych nabojich a dale budou opét vychéazet
z kladnych povrchovych naboju. Zvétsi-li se intenzita vnéjsiho pole, doda vodi¢ dalsi volné
naboje, které se rozmisti tak, aby vnéjsi pole opét vykompenzovaly. V tom spociva stinici
ucinek vodicu (Faradayova klec). Nejde tedy vlastné o stinéni, vnéjsi pole do prostoru vodice
pronikne, ale je zde vykompenzovano polem polarizacnim.

Je-1i vnéjsi pole nehomogenni, indukuje se na nenabitém vodici elektricky dipélovy moment
orientovany souhlasné se smérem pole a takovy vodi¢ bude vtahovan do oblasti silnéjsiho pole.
7 uvedeného chovani vodi¢u vyplyva zejména

e clektrické naboje jsou rozlozeny pouze na povrchu vodice

e makroskopické elektrostatické pole uvnitt vodice je nulové

e clektrostaticky potencial je v celém objemu vodic¢e konstantni

e povrch vodice predstavuje ekvipotencialni plochu

e silocary elektrostatického pole jsou vzdy kolmé k povrchu vodice

e v tésné blizkosti povrchu vodice je intenzita pole £ = o/eq (takzvana Coulombova véta,
plyne ihned z Gaussova zdkona)

e na hrotech vodi¢u dochazi k prudkym zménam sméru silocar a zhusténi ekvipotencialnich
ploch. S tim souvisi srSeni elekttiny z hrotu a efekt hromosvodu.

v dusledku silového pusobeni povrchovych ndboju vznikd na povrchu vodi¢e mechanické
napéti.

Velikost tohoto mechanického napéti muzeme urcit nasledujicim zpusobem. Vytizneme-li na
povrchu vodice malou plosku AS, muzeme tuto plosku povazovat za rovinnou a pole v tésné
blizkosti plogky na obou jejich strandch brat rovno o/2¢y. Protoze po opétovném vréaceni plosky
na povrch vodice musi se pole uvnitt vodice vynulovat, znamena to, ze cely ostatni povrchovy
néboj vytvari v misté této plosky pole kolmé k povrchu a rovné o/2¢y. Na plosku tedy pusobi
sila

2
AF = oAS-Z = T A8

€0 250
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obr. 2.24

a mechanické napéti je rovno
2

o €0 42
e E* (2.45)
kde E je intenzita elektrického pole v tésné blizkosti povrchu vodice.

Vidime, ze toto napéti je pravé rovno objemové hustoté pole v blizkosti vodice. Tuto
skutecnost si muzeme ujasnit myslenym pokusem. Méjme nabitou vodivou kouli, kterou vsestranné
mechanicky stla¢ime. Vykondme tim praci proti silim mechanického napéti o velikosti 47r2T'dr .
Tim vSak vytvoiime elektrostatické pole v objemu kulové slupky tloustky dr, kde bylo difve
pole nulové. Energie takto vzniklého pole se ovSem musi rovnat vykonané préci.

Meéjme nyni v prostoru soustavu vodic¢u, nabitych ¢ nenabitych. Zname jejich povrchové
plochy S;, vzajemné geometrické usporadani, naboje ); a potencidly jednotlivych vodicu ;.
Naboje se na povrchu vodicu rozlozi jednoznaénym zptusobem, a to tak, aby potencialni energie
celé soustavy byla minimalni ( Thomsonova véta). Jejich silo¢ary budou vzdjemné provéazany,
mezi vodi¢i vznikne tzv. kapacitni vazba (obr. 2.24). Priblizime-li k soustavé dalsi, nenabity
vodi¢, bude se polarizovat a soustava jej bude pritahovat. Tim se zmensi celkova potencialni
energie.

Protoze povrchy vodic¢u tvori ekvipotencidlni plochy, muzeme formulovat matematickou
ulohu na teseni Laplaceovy rovnice s dobfe definovanymi okrajovymi podminkami. Nazyvame
ji zakladni wlohou elektrostatiky:

T —

Najit elektrostaticky potencidl ¢(7), definovany a spojity i s derivacemi az do druhého fadu
v daném uzavieném objemu (nebo v celém prostoru), aby vyhovoval Laplaceové rovnici

Ap =0
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a okrajovym podminkam na plochach S;

©Yls, = pi; = konst .

Je-li oborem cely prostor a jsou-li vSechny vodice v kone¢nu, musi platit

lim () = 0.

r—00

Lze dokazat, ze feSeni zakladni ulohy elektrostatiky existuje a je jediné. Jednoznac¢nost feseni
plyne z véty o sttedni hodnoté potencidlu. Uvazme dvé ruzna feseni ilohy ¢, x, vyhovujici tymz
okrajovym podminkam. Podle principu superpozice musi pak byt feSenim Laplaceovy rovnice
také funkce ¢ — x, kterd bude ovSem na povrchu vSech vodi¢u nulova. Podle véty o stiedni
hodnoté potencidlu musi tato funkce byt identicky rovna nule i v prostoru mezi vodici, takze
p = ¥, ¢imz je jednoznacnost dokazana.

Pti teseni zakladni ilohy elektrostatiky je problém vybrat z mnoha teseni Laplaceovy rov-
nice to, které vyhovi okrajovym podminkam. Existuje na to fada metod, které zkouma ma-
tematicka fyzika (metoda elektrostatického zobrazeni, metoda konformniho zobrazeni, metoda
Greenovych funkef aj.) Na konci tohoto odstavce se sezndmime s pouzitim metody elektrosta-
tického zobrazeni.

Me¢jme v prostoru jeden nabity vodi¢. Potencidl vytvareny timto vodicem v libovolném
bodé prostoru je ziejmé umeérny jeho naboji a jinak muze zaviset jen na tvaru a velikosti
vodice. Oznac¢ime potencial na povrchu tohoto vodice jako ¢y. Pomér naboje a potencidlu na
povrchu vodice

C 20 (2.46)
nazyvame kapacitou vodice a mérime ji v jednotkach coulomb na volt nazyvanych farad. Snadno
ovérime, ze kapacita koule o poloméru R je rovna C' = 4mwegR. Farad je ptilis velkd jednotka
a v praxi uzivame dekadické dily. Tak povazujeme-li Zemi za vodivou kouli, zjistime, ze jeji
kapacita je pouhych 710 pF.

Prejdeme-li nyni k soustavé vodi¢u zjistime, ze naboje na nich budou linearné zaviset na
potencialech vSech vodicu, pricemz koeficienty imérnosti jsou dany pouze geometrickymi pa-
rametry soustavy:

Qi = Ciiopr+Ciapo+---
Q2 = Co o1 +Co g+ ---

neboli zkracené
Qi = Cik ¢x - (2.47)
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Koeficienty Cj, nazyvame kapacitni koeficienty, je-1i i # k influenéni koeficienty. Vyjadiime-li
naopak potencidly jako funkce nédboju

Y = B, Qk7 (2-48)

dostaneme takzvané potencidlové koeficienty Biy.

Pii nabijeni soustavy vodi¢u koname praci, dodavame soustavé energii. Tato energie by
neméla zaviset na tom v jakém potradi a jakou rychlosti vodice nabijime. Zvolme tedy takovy
postup, ze nabijime vSechny vodice soucasné a to tak, aby nabijeni vSech vodi¢u bylo také
soucasné ukonceno. Potencidly a naboje vodi¢ti musi tedy byt v kazdém okamziku timérny jejich
koneé¢nym hodnotam. Jsou-li kone¢né potencidly a naboje na vodicich ¢;, Q); a t bezrozmérny
¢asovy parametr ménici se behem nabijeni od 0 do 1, budou prubézné hodnoty potencidlu a
nédboju ¢! = ty;, Q: = tQ;. Vysledna energie pak bude rovna préci vykonané nabijenim vsech

vodicu o 1 ,
W = ZAi = Z/o ©dQ; = Z%Qi/o tdt = 52%621'. (2.49)

Na zékladé energetické tivahy zalozené na tom, ze vysledna energie nezavisi na potadi nabijeni
vodicu lze dokézat, ze matice Cy, a By jsou symetrické (véta o vzdjemnosti kapacit).

Podle (2.49) bude energie jednoho osamoceného vodi¢e rovna

1 Q* Cpo
W = 2<p0Q— 5C = o (2.50)

Méjme nyni soustavu dvou vodic¢u (budeme jim fikat elektrody) nabité stejné velkymi naboji
opacného znameni tak, ze vSechny silocary, které vychazeji z kladné elektrody se uzaviraji na
zaporné. Elektrody mohou mit podobu nekonecné rozlehlych rovnobéznych rovinnych desek
(tj. desek velkych rozméru ve srovnani se vzdalenosti mezi deskami), koaxidlnich vélcu nebo
koncentrickych kouli apod. (viz obr. 2.25). Staéi nabit jen jednu z desek a druhou uzemnit; na ni
se pak naindukuje stejné velky opa¢ny nédboj. Elektrické pole bude soustiedéno (kondenzovano)
v ohranic¢ené oblasti prostoru mezi elektrodami. Uvedené usporadani nazyvame kondenzdtorem.
Soustava rovnic (2.47) se pak redukuje na

Q = Cior+Cia o
—Q = Cy 1+ Co s .

Rozdil potencidlu na elektrodach kondenzatoru predstavuje napéti U = ¢1 — ¢o. Bude-li kon-
denzator nenabity, bude napéti na ném nulové a ¢; = . Z této podminky a také ze symetrie

matice kapacitnich koeficientu dostavame C1; = —Cis = —Csy = (9 = C a tak muzeme
kapacitni vlastnosti kondenzatoru popsat jedinou velicinou zvanou kapacita kondenzatoru:
Q
C = —=. 2.51
- (251)
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obr. 2.25

Podobné zjistime, ze energie nahromadéna v kondenzatoru bude

1

I PN e
W= QU = JCU° = S &

(2.52)
Rovinny (deskovy) kondenzator vytvari v prostoru mezi deskami homogenni elektrické pole (s
vyjimkou okrajovych oblasti). Je-li S plocha desek a d vzdalenost mezi deskami, bude intenzita
pole v takovém kondenzatoru

Q
E = = — %
o EQS
a napéti
Qd
U= Fd = —.
EQS
Odtud kapacita deskového kondenzatoru
S
C = 505. (2.53)

Presnéjsi vypocet by musel zapocitat i okrajové efekty (viz obr. 2.26). Lze odhadnout, ze pokud
je pomér vzdalenosti desek k jejich linedrnimu rozmeéru fadové 0,01, bude oprava na okrajové
efekty ¢init asi 2%.
Dosadime-li vyraz pro kapacitu deskového kondenzatoru do vztahu pro energii kondenzatoru
(2.52), dostaneme
1 S 2 €0E2

1 2

kde w je hustota energie elektrického pole a V' objem mezi deskami kondenzatoru.

V = wV,
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obr. 2.26

Snadno muzeme urcit kapacitu kulového kondenzdtoru tvoteného koncentrickymi kulovymi
elektrodami o polomérech R; < Rs. Je-li naptiklad vnéjsi elektroda uzemnéna a vnitini nabita
kladné, bude pole mezi elektrodami totozné s polem bodového naboje. Napéti urcime jako

1 /R2Q Q Ry— Ry
d .

Rs
U = Edr = Zdr = e oM
" Ry 72 " 477'6() R1R2 ’

Ry 4meq

odkud pro kapacitu mame PR
1112
C = 4reg R R (2.54)
Vsimnéme si, ze je-li rozdil poloméru elektrod maly, prechézi (2.54) ve vyraz pro kapacitu
deskového kondenzatoru.
V praxi se pouzivaji téz vélcové kondenzétory; za valcovy kondenzator muzeme konec koncii
povazovat i koaxialni kabel s vnitini a vnéjsi valcovou elektrodou. Vnitini vélec muze byt
plny (drét) nebo duty. Vypoctem analogickym shora provedenému uréime kapacitu vdilcového

kondenzdtoru a kapacitu koaxidlniho kabelu na jednotku délky:

27T€0l 27760

Nakonec muzeme ur¢it kapacitu na jednotku délky dvojlinky, tj.dvojice rovnobéznych linearnich
vodi¢u nabitych opaénymi naboji (viz obr. 2.27). Pfitom sice nejde o kondenzitor v pravém
smyslu, nebot pole se rozprostira v celém prostoru. Piesto vSak muZeme urcit potencidl inte-
grovanim pouze mezi vodi¢i a bréat je jako superpozici poli buzenych obéma vodic¢i. Pti inte-
grovani je podstatné, ze vodice maji vzdy konecny prutez; predpoklad o nekonecné tenkych
vodic¢ich by vedl k divergujicimu integralu. Je-li R polomér vodi¢u, [ vzdéalenost mezi jejich
sttedy a 7 linearni hustota naboje na nich, mame

I-R T 1 1 T l— R
R
R 2megg r+l—r " 7T80n R

TED

I-R -
In =

C =

(2.56)
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obr. 2.27

obr. 2.28

Potiebujeme-li ziskat kondenzétor o znaéné kapacité, muzeme bud zvétsovat plochu elektrod
(napf. u svitkovych kondenzatoru), nebo zmensovat vzdalenost mezi nimi (elektrolytické kon-
denzatory, kde d dosahuje 107° mm).

7. definice kapacity plynou i zndma pravidla o s¢itani kapacit kondenzatoru zapojenych
sériové (kdy se s¢itaji napéti na elektrodach) a paralelné (kdy se s¢itaji naboje) (viz obr. 2.28):

-1
Coer = (Z é) , Coar = ZC (2.57)

1. Elektrostatické zobrazeni
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obr. 2.29

Ukazeme na zpusob feseni zakladni tlohy elektrostatiky metodou elektrostatického zobra-
zeni. Méjme vodivou uzemnénou vodorovnou rovinu o nulovém potencialu a nad ni ve vysce h
bodovy elektricky ndboj (. Mame uréit elektrostatické pole v celém poloprostoru nad rovinou (s
vyjimkou bodu, v némz se nachézi naboj Q). Uloha modeluje napiiklad situaci malého nabitého
bourkového mrac¢na nad zemskym povrchem. Potencidl pole musi spliovat Laplaceovu rovnici
a okrajovou podminku ¢ = 0 pii h = 0. Této podmince lze vSak vyhovét tak, ze umistime
zrcadlové symetricky na druhou stranu roviny (kde nds feSeni stejné nezajimé) stejné velky
naboj opacného znameni - viz obr. 2.29. Vsimnéte si, ze jsme spolu se zrcadlovym zobrazenim
zménili i znameni naboje, tedy zkombinovali prostorovou a nabojovou symetrii. Pak muzeme
zapomenout na okrajovou podminku a fesit prosté ulohu o superpozici poli dvou bodovych
naboju. Pro body blizko nad uzemnénou rovinou dostaneme treseni

1 20h

E = —
deg (r2 + h2)3/27

kde r znac¢i vzdalenost od paty kolmice spusténé z naboje na rovinu. Je ziejmé, ze pro r > h
feSeni prechazi na pole dipélu. Na roviné se indukuje naboj opa¢ného znameni s plosnou husto-
tou 0 = o F, ktera klesa se vzdalenosti od paty kolmice. Muzeme si ovérit, ze celkovy induko-
vany naboj bude roven pravé —(@). Lze téz spocitat, ze polovina celkového indukovaného naboje
zaujme plochu kruhu o poloméru v/3 h. Naboj Q bude k vodivé uzemnéné roviné piitahovan

silou
1 Q?

F=— <
471'80 4h?
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a prace potrebna ke vzdéleni ndboje od vodivé stény do nekonecna bude

1 Q?

 dwey 4h

Vsimnéte si, ze energie dvou naboju () a —@Q ve vzdjemné vzdalenosti 2h ma velikost dvakrat
vetsi.
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obr. 2.30

2. Kulové elektrostatické zobrazeni

Méjme nyni uzemnénou vodivou kouli poloméru R a ve vzddalenosti x; od jejtho stfedu
na ose x bodovy ndboj @); a hledejme potencidl pole vné koule (obr. 2.30). Pokusme se splnit
podminku nulového potencidlu na povrchu koule umisténim fiktivniho naboje Q2 do vzdalenosti
Zo uvniti koule. Jsou-li rq, 79 vzdélenosti naboju od obecného bodu A na povrchu koule, musi

platit
1
o = <Ql+Q2> _

477'60 1 T2

Fiktivni naboj ()2 musi spliiovat podminku
T2
Q= -2 Q.
Tl

Pritom ovSem musi zustavat pomér ro /7 konstantni pro vSechny body na kulové plose. To lze
splnit pti takzvané kulové inverzi, kdy

T2 T2 R 2

- = = = — T1x2 = R

r R 513'1’ 142 )
jak se lze presvédcit z podobnosti trojuhelnikt na obrazku. Hraniéni podminku tedy splnime,
umistime-li do bodu o soutadnici x5 na ose z naboj (),, pricemz

R2 T
T2 = —, Q2 = —§Q1 .

T
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Na uzemnéné kulové plose se tedy indukuje ndboj ()2 a naboj @1 je ke kouli pfitahovan

silou
1 %IE 1 R

Cdmey (22— R2)?

Prace potiebna ke vzdaleni ndboje do nekonecna je

F =

_ ! QiR
© dmeg 2 (23 - R2)

Nebude-li koule uzemnéna (bude-li izolovana), potom zfejmé celkovy na ni indukovany nédboj
musi byt nulovy. Musime pak doplnit uvnitt koule dalsi fiktivni ndboj —@Q)2 a umistit jej do
sttedu kulové plochy, aby potencial na ni zustal konstantni, tj. roven

e

471'60 T '

Sp:

Snadno zjistime, ze silové pusobeni mezi ndbojem )1 a izolovanou vodivou kouli bude nyni

1 QIR® (221 — R?)

F = —
dreg a3 (xf — R?)?

Prace potiebna ke vzdaleni ndboje je

1 QiR?
 dmeg 223 (23— R?)

5. Dielektrika v elektrostatickém poli

Dielektrika budeme povazovat za télesa tvorena elementarnimi elektrickymi dipdly; jejich
dipdélové momenty odpovidaji momentum atomu a molekul, z nichz dielektrikum sestava. Elek-
trické naboje jsou tedy v dielektriku vézany a nemohou se volné piemistovat. Ve vnéjsim
elektrostatickém poli se tyto dipély budou snazit orientovat ve sméru silo¢ar pole a dielektri-
kum se bude polarizovat. Naproti tomu chaoticky tepelny pohyb atomu a molekul bude pusobit
proti polarizaci. Dielektrikum bude vytvaret vlastni polarizacni pole, které bude oslabovat pole
vnéjsi. Nemuze ho vsak zcela vykompenzovat jako v pripadé vodicu. Je to dano tim, ze u vodi¢u
se na vytvareni vlastniho polarizacniho pole podileji naboje z celého objemu, které putuji na
povrch, kdezto u dielektrik se mohou uplatnit pouze nevykompenzované naboje na povrchu. Je

88



obr. 2.31

to vidét na obrazku 2.31. V dielektriku mohou byt ovsem vedle vazanych také volné naboje.
Budeme proto rozlisovat objemovou hustotu naboju volnych (p), vazanych (p,) , a celkovou
hustotu p. = p + p,. Hustota vazanych néaboju vsak souvisi s vektorem polarizace vztahem
(2.42). Muzeme tedy psat Maxwellovu rovnici

div E = 510 (p+pv) = 510 (p— divP) .
Vynasobime-li tuto rovnici ey, prevedeme - divP na levou stranu a zavedeme vektor

D = ¢E+P, (2.58)
muzeme zapsat soustavu Maxwellovych rovnic pro elektrostatické pole v dielektriku jako

divD = p, rotE =0. (2.59)

Ucelnost zavedeni vektoru ﬁ, ktery nazyvame vektorem elektrické indukce, je v tom, ze se pak
muzeme omezit pouze na zadani objemové hustoty volngch naboju; vlastnosti vazanych naboju
v dielektriku jsou jiz ve vektoru D obsazeny. Tak Gaussuv zdkon pro tok elektrické indukce
bude znit

wzéﬁ-dﬁz/‘/pdv, (2.60)

kde p je hustota volnych naboju. Nejsou-li v dielektriku volné nédboje, nemaji indukéni cary
zdroje a museji se uzavirat do sebe. Také je odtud zfejmo, Ze na hranici dvou dielektrik, tj.
na plose, kde jsou pouze vazané plosné naboje, budou normalové slozky vektoru elektrické
indukce spojité na rozdil od slozek intenzity pole, které zde maji skok o,/gy. Naproti tomu

89



vektor elektrické indukce nema tak obecny vyznam jako vektor intenzity elektrického pole,
ktery urcuje silu mezi naboji. Nemuzeme také napiiklad udat obecny vztah pro rotaci D.

Soustava rovnic (2.60) nemd plné urc¢ené feseni a bylo by ji tfeba jesté doplnit o vztah mezi
vektory E a D. 7 definice je patrno ze tyto vektory nemusi mit obecné ani stejny smeér. Vektor
P muze byt konstantni, nezavisly na vnéjsim elektrickém poli. Takova dielektrika nazyvame
tdedlne tvrdymi. Prikladem idedlné tvrdych dielektrik mohou byt takzvané elektrety, které
predstavuji obdobu permanentnich magnetu. Ziskavaji se naptiklad pti tuhnuti smési urcitych
pryskyfic, vosku a dalgich latek ve vnéjsim elektrickém poli.

Vétsina dielektrik se vSak polarizuje teprve pod vlivem vnéjsiho elektrického pole. Pokud
atomy ¢i molekuly dielektrika maji vlastni elektrické dipélové momenty (takovym dielektrikum
se Tik& poldrni), budou se tyto dipdly ve vnéjsim elektrickém poli natécet ve sméru pole. Mluvi
o tzv. orientac¢ni polarizaci. Pokud tyto ¢astice vlastni momenty nemaji, budou se v elektrickém
poli indukovat. Jak vime, indukované momenty jsou o nékolik fadu mensi nez vlastni. V obou
piipadech muzeme ocekéavat, ze pro neptilis silna pole bude vektor polarizace timérny intenzité
pole; takova dielektrika nazyvame idediné mékkymi. Potom

P = eyxE . (2.61)
Konstantu imérnosti x nazyvame elektrickou susceptibilitou.

Pro dostatecéné silné pole u nékterych dielektrik (nazyvanych feroelektrika) pozorujeme jev
hystereze. Spo¢iva v tom, ze pri rustu intenzity pole se pfiméd imérnost (2.61) narusuje, dochazi
k nasyceni (saturaci) polarizace, ktera se blizi ur¢ité hodnoté P,. pii zmenSovéani intenzity ne-
kles4 jiz polarizace po puvodni kiivce (takzvand panenska kiivka), ale dielektrikum zustava i pti
nulovém poli zpolarizovano na urovni takzvané remanentni polarizace P,. Teprve pii reverzaci
pole na hodnotu koercitivniho pole E} vraci se polarizace k nule. Proces se opakuje s polarizaci
v opa¢ném sméru a hodnota polarizace tak opisuje uzavienou hysterezni krivku (obr. 2.32).

Vratme se k pfedpokladu, Ze mezi polarizaci a intenzitou pole plati vztah pfimé timérnosti.
Potom muzeme psat

D = ggE+P = ggE+eoxE = eo(14+Y)E = eoe,E = ¢E . (2.62)

Vektor elektrické indukce je tedy umérny vektoru intenzity elektrického pole s koeficien-
tem umeérnosti e, ktery nazyvame absolutni permitivitou dielektrika. V soustavé jednotek SI,
kde byla formalné zavedena rozmérna konstanta ¢y, nazyvana permitivitou vakua, je absolutni
permitivita sou¢inem této konstanty a bezrozmeérné tzv. relativni permitivity dielektrika e,.. Po-
kud vektory elektrické indukce a intenzity pole nemaji tyz smér (napiiklad v krystalech nebo v
plazmatu umisténém v magnetickém poli), bude mit permitivita charakter tenzoru a dostaneme

V dielektriku jsme tedy zavedli veli¢cinu zvanou elektrickd indukce, kterda méa v soustave SI
rozmér [D]=L"*TI a méii se v coulombech na étvereény metr a elektricky indukéni tok ¥ s
rozmérem [¥| = TT a méfeny v coulombech.
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obr. 2.32 obr. 2.33
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Podle (2.62) plati mezi relativni permitivitou a elektrickou susceptibilitou vztah
e = 14+x; (2.64)

Protoze v elektrostatice je elektrickd susceptibilita vzdy kladnd, bude relativni permitivita
dielektrik vétsi nez 1. Relativni permitivita dielektrika je dulezitou makroskopickou charakte-
ristikou jeho elektrickych vlastnosti. Vlozime-li dielektrikum do homogenniho elektrického pole
mezi deskami rovinného kondenzatoru, vzroste jeho kapacita e, - krat na

C = 5r50§. (2.65)
d

Protoze ndaboj na deskach kondenzatoru zustava stejny, klesne napéti a intenzita pole v kon-
denzatoru - dielektrikum pole oslabi. Nazorné je to vidét na obr. 2.33. Dielektrikum se po-
larizuje ve sméru puvodniho pole Ej a na hranicich dielektrika vznikaji plosné polarizacni
naboje opa¢ného znameni nez jsou naboje na prislusnych deskach kondenzatoru. Plosna hus-
tota téchto polariza¢nich naboju je pritom rovna £ P. Ty vytvoii polarizaéni pole Ep =_P /€0
a pro vysledné pole a polarizaci muzeme psat

L L . P . .
E:EO—FEPZEO—;, P:€0 (€r—1)E (266)
0

Vyjadrime-li odtud vysledné pole a polarizaci vzhledem k puvodnimu poli ve vakuu, dostaneme

— 1 — — ,,,—1 —
E=-E, P=c2""E (2.67)
Er Er

Odtud je zfejmo, ze elektrické pole v dielektriku je oslabovano e, - krat. V piripadé nehomo-
genniho pole muzeme vzdy vzit dostatecné maly objem, v némz lze pole povazovat za homogenni
(obr. 2.34). Tak pro Coulombuv zdkon a objemovou hustotu elektrického pole v dielektriku
muzeme nyni psat

1 192 ereoE? E-D

Are,eq 127 v 2 2 (2.68)

7 vlastnost{ vektori E , D plynou téz podminky pro zménu jejich slozek na rozhrani dvou
dielektrik o permitivitach e, ey (viz obr. 2.35). Na tomto rozhrani jsou plosné rozlozeny pouze
vazané naboje, takze normalové slozky D jsou spojité. Spojitymi zustavaji také tecné slozky
vektoru E = D/e, takze mame

Dln = DQna = T (269)

neboli
D1 COS 91 = DQ COS 82 s E1 sin 81 = E2 sin 82 .
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obr. 2.34 obr. 2.35

Délenim téchto vztahu dostavame ”zakon lomu” elektrickych siloc¢ar (indukénich ¢ar), ktery se
lisi od Snelliova zakona lomu svétla:
tg01 &1
_— = —. (2.70)
thQ £9
Meétenim relativni permitivity dielektrik zjistime, ze existuji ruzné skupiny takovych latek,
které se svym chovanim, v elektrickém poli znacné lisi. Navic tato permitivita jevi i teplotni
zavislost, kterou muzeme v prvnim priblizeni vyjadrit jako

& = Cit (2.71)

Tak pro nepolarni dielektrika nachazime Cy ~ 0 a hodnoty statické permitivity ¢, ~ 1 — 10

latka Er
vodik 1,00026
vzduch 1, 00060
oxid uhlic¢ity 1,00097
olej 2,24
benzen 2,28
skla 3,7 — 7,0
chlorid sodny 6, 0x
Pro polarni dielektrika C7 ~1 a &, ~ 10 — 100:

ethanol 25,0

nitrobenzen 35,7

voda 81
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Ve dvacatych letech byla zkoumdana nova skupina latek zvanych feroelektrika (nékdy téz
seignettoelektrika), které jevily extrémné vysoké hodnoty relativni permitivity (fddové 10%) a
u nichz byl pozorovan jev hystereze. Poprvé byly tyto vlastnosti pozorovany u Seignettovy soli
(vinan sodnodraselny), jinym feroelektrikem je titanic¢itan barnaty aj. Ve feroelektrickém stavu
existuji v latce celé oblasti spontanni polarizace, zvané domény, které se pak ve vnéjsim poli
orientuji. Feroelektricky stav trva jen pod tzv. Curieovou tepolotou, pti niz latka prechéazi do
paraelektrického stavu a jeji permitivita prudce klesa.

Permitivita dielektrik se méni v ptipadé casové proménnych elektrickych poli; napiiklad
permitivita vody ve vysokofrekvenénim poli (optickych frekvenci) klesd az na hodnotu 1,77.
Vedle feroelektrik existuji téz latky zvané antiferoelektrika, u nichz permitivita pod Curieovym
bodem s rostouci teplotou roste. Feroelektrické latky vykazuji téz takzvany piezoelektricky jev
spocivajici v tom, ze elastickou deformaci se méni elektrickd polarizace krystalu. Inverzni jev se
nazyva elektrostrikci, pri zméné pole, které mé za nésledek zménu elektrické polarizace, nastava
elektrostrikéni deformace. Piezoelektricky jev jevi i nékteré krystaly, které nejsou feroelektrické;
klasickym ptikladem je kfemen, u néhoz byl tento jev P. Curiem v r. 1880 poprvé pozorovan.
Povrchova hustota ndboje u piezoelektrickych krystalu je imérna mechanickému napéti. Pie-
zoelektrickd konstanta ¢ini pro kfemen 2,3.107'2 CN™!, pro krystal ADP 5,0.10~'' CN~!, pro
Seignettovu sil 2,3.10~2 CN™! apod. Piezoelektricky jev ma znaéné uplatnéni pii generaci ul-
trazvuku, stabilizaci kmito¢tu apod. Souvisi s dalSim, tzv. pyroelektrickym jevem, ktery byl
poprvé pozorovan u turmalinu, kdy pii zahtati dielektrika dochéazi k objemovym zménam a
objevuji se povrchové naboje.

1. Dielektricka koule ve vnéjsim elektrostatickém poli

Urcime intenzitu elektrického pole a polarizaci v objemu dielektrika kulového tvaru ve
z dielektrika s permitivitou ¢; obklopené dielektrikem o permitivité e.. Na zdkladé feseni (2.44)
budeme predpoklddat, ze pole uvnitt koule bude homogenni a imérné vnéjsimu poli E , pole vné
koule bude superpozici homogenniho pole Ea pole dipélu, jehoz moment bude rovnéz timeérny
poli E. Do stiedu koule umistime pocatek sférické soustavy soutadnic, osu z vedeme ve sméru
elektrického pole E a thel 6 odeéitdme od tohoto sméru. Pro pole uvniti a vné koule mame
tedy

q L 4 3E:7 FE
Ei:(lE, Ee:E+b< :T_3)7
r r
kde a a b jsou konstanty, které musime urc¢it z hrani¢nich podminek Ey = Ey., D,; = D, pti
r = R. Mame tedy

Esinf
a F sinf = FE sinf —b Sl? ’
E E
ga B cos = e, [E COSQ—i—gb (;Ose_b Cgsﬂ .
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obr. 2.36

obr. 2.37

Z prvni podminky dostaneme vztah mezi konstantami a, b

b
a = ]. — ﬁ
a z druhé ;
-3) -
odkud
i & &
R3  2,.+¢
takze
L 3€e¢
Y 2, 4 ¢

(2.72)

Méjme nyni kouli z mékkého dielektrika, kterou vlozime do vnéjsiho elektrického pole (obr.
3.36). Pole uvnitt této koule bude homogenni, bude mifit ve sméru vnéjsiho pole Ey a polozime-li
v (2.72) €. = €0, €; = €69, dostaneme pro pole uvniti koule

3
e+ 2

By =

Ey .

(2.73)

K témuz vysledku dospéjeme, budeme-li pole uvniti koule povazovat za superpozici pole Ej a

pole polarizované koule (2.44). Ze vztahu

1

Ek = E’o—if)7 P = 80(€T—1)Ek

360
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plyne
3 e — 1
- +2 E[) s P = 3508 +2 EQ . (274)

L, =

Bude-li dielektrikum tvrdé, bude vektor P konstantni, na vnéjsim poli nezavisly.
Méame-li v elektrickém poli obecné dielektricky elipsoid, bude pole uvnitt elipsoidu

: (2.75)

kde N se nazyva depolarizacni faktor. Ptipad N = 0 odpovidd nekonecné dlouhému valci, jehoz
osa je rovnobézna s polem, N = 1/3 kouli, N = 1/2 vélci s osou kolmou k poli, N = 1 rovinné
vrstvé. Je-li elipsoid obecné velmi protahly ve sméru pole, depolarizacni faktor klesa. Naopak
v plochém elipsoidu je depolariza¢ni faktor blizky jednic¢ce a pole v ném je blizké Ey/e,.

Uréime jesté energii polarizované dielektrické koule ve vnéjsim poli. U tvrdého dielektrika
jde zifejmé o energii dipolu ve vnéjsim poli:

W = —(P-E)V, (2.76)
kde V' je objem koule. V ptipadé mékkého dielektrika se pri¢ita energie potiebna ke zpolari-

zovéni dielektrika. Zméni-li se vektor polarizace o dP, zméni se energie koule o (Ey - dP) V.
Protoze P = kE,, bude celkova prace

P _, o P .
A= V/ By-dP = kV/ P.dP = (B, - P)V .
0 0
Energie koule z mékkého dielektrika tedy bude

W = ——(P-E) V. (2.77)

2. Kulova dutina v dielektriku

Meéjme nyni nekoneéné mékké dielektrikum, v némz je homogenni elektrické pole s intenzitou

E, a v ném kulovou dutinu poloméru R (obr. 2.37). Pole uvniti dutiny uréime z (2.72), kde
polozime €; = €y, €. = €,€0:

3e,

2e, +1

Néekdy je treba urcit pole v kulové dutiné v tvrdém dielektriku, které zustdva homogenné

zpolarizovano i po vyfiznuti dutiny nebo v dutiné vytriznuté pouze myslenné. Potom pole v

dutiné bude superpozici homogenniho pole E od ného# odeéitame pole polarizované koule

E; = (2.78)
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(na hranicich dutiny zustévaji naindukovany povrchové ndboje opa¢ného znameni nez naboje
odebrané s kouli). Potom z rovnic

1
E; = E4+-—P, P = ¢ge,—1)E
360
dostaneme 49
E, = 5’“3 E. (2.79)

3. Clausiuv - Mosottiho vztah

Z mikroskopické teorie dielektrika lze urcit vztah mezi atomovou polarizovatelnosti a elek-
trickou susceptibilitou, resp. relativni permitivitou dielektrika. U nepolérnich latek jej vyjadiuje
tzv. Clausitiv - Mosottiho vztah. Vysledna polarizace je ziejmé dana souctem indukovanych
elektrickych dipélu v jednotce objemu. Je-li koncentrace atomiu rovna n, dostavame s pouzitim
(2.40)

P=¢y(e, —1) E = anE .

Odtud
an

e =142 = (2.80)
€o €o

Pritom jsme vsak nebrali v ivahu polarizacni pole, tj. vzajemné pusobeni mezi dipdly. Pri
malé koncentraci ¢dstic (plyny) je muzeme zanedbat. Ne tak u kapalin a pevnych latek. Za
predpokladu, ze vliv ostatnich dipélu muzeme vyjadrit makroskopicky, tj. zanedbat v podstaté
chaoticka mikroskopicka pole vyvolavana nejblizsimi sousednimi atomy, obklopime dany atom
myslenou kulovou plochou a pouzijeme vyrazu pro pole uvniti kulové dutiny v dielektriku
(2.79). Tak dostaneme

e — 1

P e ,’,,—]_ E = 3 E — E 3
go(e ) €0 e 42 d an by
takze )
1 4 2on an
g = S0 - x = 0, (2.81)
T 3eo " 3eo

Uvedené vyrazy vyjadiuji Clausiuv - Mosottiho vztah. Vidime, Ze takto ur¢end hodnota permi-
tivity dielektrika je teplotné nezavisla (pokud se neméni koncentrace). Pii malych hodnotéch
n prechazi vysledek (2.80) v (2.81).

4. Debyeova - Langevinova teorie orienta¢ni polarizace

Vsimnéme si nyni permitivity polarnich dielektrik. Vedle konstantni, teplotné nezavislé
slozky atomové polarizovatelnosti se ziejmé uplatni usporadavani jiz existujicich dipdlovych
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momenti ve vnéjsim poli, tj. orientaéni polarizovatelnost. Je mozno oc¢ekéavat, ze s rustem tep-
loty a rychlosti chaotického pohybu se bude toto uspordadani narusovat a celkové polarizace se
bude zmensovat. Je-li koncentrace dipdlu n, jejich velikost p a oznacime-li € thel, ktery svira
dipdl se smérem pole, bude zfejmé velikost vektoru polarizace ddna vztahem

P = np{cosb) .

Je tedy treba urcit stfedni hodnotu cosf. Protoze na tomto kosinu zavisi energie dipélu v

elektrickém poli vztahem
1

cosf) = —— (W),
(cost) =~ (W)
jde o to urcit stfedni hodnotu energie. Predpoklddame-li Boltzmannovo rozdéleni pro pocet
dipéla s energii W
w
nwy = konst e *T

(k je Boltzmannova konstanta), dostaneme integrovanim

1 [® W e wr dW JT cos@ e*°s? sinf db 1
{cos 6) pE [ e~ w1 dW Jo eecos? sin 6 do coteh a a (a)

Zde jsme oznacili bezrozmérnou proménnou a = (pE)/(kT'). Vysledek integrovani da takzvanou
Langevinovu funkei L(a), kterou lze rozlozit do fady pro malé hodnoty a:

a a’

La = — — — 4+ ...
“=3 75"

Uvéazime-li jen prvni ¢len tohoto rozvoje, dostaneme

npa np? np? np?

P = = E = r — 1 .
5 sk X T g grm © S kT

(2.82)

Jevi-li dielektrikum atomovou i orientaéni polarizovatelnost, bude teplotni zavislost relativni
permitivity déna jako (2.71) s konstantami

an np?

01:1+7,02:

— . 2.83
€0 350]€ ( )

Ziskany vysledek plati ovsem za fady zjednodusujicich predpokladu (pE < kT, nepiilis velka
koncentrace dipéli, moznost jejich volného otaceni, moznost zanedbat vzajemné pusobeni mezi
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dipdly), které nemusi byt vzdy splnény.

Piiklady

2.1 Dvé stejné malé kulicky o hmotnostech m = 1 g visi na dvou nitich délky [ = 1 m.
Nabijeme-li je souhlasnym nabojem stejné velikosti ¢, rozestoupi se tak, ze niti budou svirat
pravy thel. Urcete velikost naboje gq.

[1,5.1076 C ]

2.2 Na dvou stejnych vodnich kapkach je po jednom prebytecném elektronu, pricemz sila
elektrického odpuzovani je stejné velka jako sila gravitacniho pritahovani. Urcete polomér ka-
pek.

[7,63.107° m |

2.3 Tti ndboje —e, e, —e jsou umistény v uvedeném poradi ve stejnych vzdélenostech a.
Urcete sily pusobici na kazdy naboj a elektrostatickou energii soustavy.

[1 3e2 1 362]

dmeg 4a?? 8meg  a

2.4 Najdete takové geometrické usporadani jednoho protonu a dvou elektronu na jedné
primce, aby elektrostaticka energie soustavy byla nulova.

[— e, — e, e, pomér vzdalenost{ % ]

2.5 Najdéte energii potifebnou k umisténi ¢tyt elektronu do vrcholu étyrsténu o hrané a =
10~m, v jehoz stiedu je proton.

[— 1,226.10718 J |

2.6 Atomova jadra tézkych prvku muzeme povazovat za koule nabité s objemovou hustotou

naboje p = %.1025(].111_3. Jak se zméni elektrostaticka energie pii symetrickém rozpadu jadra
uranu na dveé stejnd jadra palladia?
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(1- giﬂ) =6,65.10711 J |

2.7 Bodovy naboj je umistén a) ve stiedu krychle, b) v jednom z rohu krychle. Urcete tok
intenzity elektrického pole kazdou ze stén krychle.

2.8 Tenka tyc nabita s linearni hustotou naboje 7 je umisténa na ose z mezi body z = a, z =
—a. Urcete potencial v bodech na ose x > 0.
T +VaZ+a?
|5 Inatveree? |

2meQ

2.9 Urcete potencidl ve stredu desticky nabité ndbojem ), ma-li desticka tvar a) kruhu o
poloméru R, b) ¢tverce o strané a.

{%, “ ln(1+\/§)]

TEQQ

2.10 Urcete potencial a velikost intenzity elektrického pole na ose kruhového kotouce po-
loméru R nabitého s plosnou hustotou néboje o.

& VEETR - [h), & (- sts) ]

2.11 Urcete velikost intenzity elektrického pole ve stiedu kulové slupky poloméru R, je-li
jedna jeji polovina nabita s plosnou hustotou o.

2.12 Z vodivé mydlové bubliny poloméru R = 2cm nabité na potencidl ¢ = 10*V vznikne
po prasknuti kapka vody o poloméru r = 0,05cm. Urcete potencidl kapky.

[4.10° V |
2.13 Tenka ty¢ je ohnuta do tvaru témeér uzaviené kruznice poloméru r = 0, 5bm. Mezi konci

ziustdva mezera $iiky d = 2 cm, ty¢ nese ndboj ¢ = 3,34.1071° C. Urcete velikost a smér
elektrického pole ve stfedu kruznice.

[7,6.1072 V.m ™! ]
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2.14 Méjme kulovou slupku poloméru R nabitou s plosnou hustotou o. V okoli vybraného
bodu na této plose sefizneme maly kulovy vrchlik o poloméru a < R. Urcete velikost elek-
trického pole uprostied otvoru.

1

2.15 Intenzita elektrostatického pole u povrchu Zemé je 100 V.m™ " a mifi smérem dolu.

Urcete naboj a potencial Zemé.

[~4.10° C, —6.10° V|
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2.16 Jaky maximalni ndboj se udrzi na kovové kouli o poloméru R = 10 cm, je-li dielektricka
pevnost vzduchu 30 kV.cm™'?

3,3.1076 C ]

2.17 Bodové naboje jsou usporadény a) ve vrcholech rovnostranného trojuhelnika o strané
a v poradi ¢, ¢, —2q, b) ve vrcholech ¢tverce o strané a v potfadi —¢, ¢, q, —q, ¢) v poradi
—q, q, —q, q. Urcete elektricky dipélovy moment soustavy.

[aq\/g, 2aq, 0]

2.18 Urcete elektricky dipélovy moment tenké tyce délky [ a) jejiz jedna polovina je nabita
kladné a druhd zdporné s linedrni hustotou naboje 7, b) jejiz ndbojovéa hustota roste linedrné
od —7y na jednom konci k 47y na druhém konci.

2.19 Néboj je rozlozen na povrchu koule o poloméru R tak, ze na jedné polokouli je kladny
naboj s hustotou o, na druhé polokouli zaporny naboj s hustotou —o. Uréete elektricky dipélovy
moment koule. Jaky bude tento moment, budou-li obé polokoule nabity objemové s opacnymi
naboji téze velikosti objemové hustoty p 7

ToR®,  1mp
2n0R?,  § wpR! |

2.20 Elektricky dip6l o momentu = (0, p, 0) lezi v bodé (z, 0, 0) v elektrickém poli bodového
naboje ¢ umisténého v pocatku. Urcete silu F' a moment silové dvojice D, které budou na dipdl
pusobit.

[Fyzi D, =— @ ]

dmegx3? 4eqx?

2.21 Ctyii naboje ¢, —q, ¢, —¢ jsou v tomto pofadi rozmistény v rozich ¢tverce o strané a.
Urcete hlavni kvadrupélové momenty soustavy.

[3qa®, —3qa®, 0]

2.22 Urcete elektricky kvadrupoélovy moment rota¢niho elipsoidu.
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2.23 Mracno malych rozmért nesouci ndboj ) = 20 C je ve vysce h = 1 km nad povrchem
Zemé. Urcete intenzitu elektrostatického pole vzbuzeného timto nabojem na povrchu Zemé ve
vzdélenosti | = 3 km od mista nad nimz se vznasi mrak.

[1,14.10* V.m ™' |
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2.24 Naboj q je ve vzdalenosti 2R od stfedu uzemnéné vodivé koule poloméru R. Jakou praci
vykoname, vzdéalime-li tento naboj do nekonecna? Jaky bude vysledek, bude-li koule izolovédna?

1 ¢ 1 ¢
Imeg 6R’  4meo 24R

2.25 Mal4 kuli¢ka nesouci naboj 1,67.107® C je ve vzdalenosti 3 cm od rovinné kovové stény,
ktera je uzemnéna. Jakou silou je kulicka ke sténé ptitahovéana?

6,9.107% N |

2.26 Kolik elektronii tvoif naboj kulicky o hmotnosti 107! g, jestlize je udrzovdna v rov-
novaze v deskovém kondenzatoru jehoz desky jsou od sebe vzdaleny 5 mm a jsou nabity na
napéti 76,5 V ?

[40]

2.27 Kovova koule poloméru R je uzemnéna. Ve vzdalenosti 2R od stiedu koule je umistén

bodovy naboj ¢. Urcete naboj ¢’ indukovany na kouli.

2.28 Jakou plochu by musely mit elektrody deskového kondenzatoru o vzdalenosti 1 mm
aby kondenzator mél kapacitu 1 F 7

N

[113 km? |
2.29 Jakou silou se pritahuji desky kondenzatoru?
Q2
[_ 2e08 ]

2.30 Méjme valcovy kondenzator o polomérech elektrod Ry = 3 cm, Ry = 10 cm nabity
na napéti 450 V. Urcete naboj pripadajici na jednotkovou délku, plosnou hustotu naboje na
kazdém z vélcu a intenzitu elektrostatického pole ve stfedu vzdalenosti mezi valci.

[2,1.108 Cm™, 1,1.1077 C.m™ %, 3,3.100®* C.m 2, 58,1 V.em ']

2.31 Urcete napéti mezi dvéma koncentrickymi koulemi o polomérech R; < R, a nabojich

@1, Q2.

[Ql Ro—Ry ]

2.32 Urcete kapacitu vedeni tvofeného dvéma rovnobéznymi draty délky 9 km, poloméru 1
mm a vzajemné vzdalenosti 15 cm.

[0,05 puF |
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obr. 2.38 obr. 2.39

2.33 Kondenzator (Geigeruv - Miilleruv pocitac) je tvofen dratem o poloméru 5 mm a
koaxialnim vélcem poloméru 5 cm. Na jaké maximalni napéti muzeme kondenzator nabit, je-
li prarazné napéti vzduchu 30 kV.em™' ? Jak se bude ménit rozlozeni pribéhu napéti mezi
elektrodami, budeme-li zmensovat polomér vnitini elektrody?

[3,45.10* V |

2.34 Urcete kapacitu mezi body A, B soustavy kondenatoru na obr. 2.38. Vsechny kon-
denzatory maji stejnou kapacitu C.

2.35 Deskovy kondenzétor je z poloviny zaplnén dielektrikem o relativni permitivité ¢, a to
a) rovnobézné s deskami, b) kolmo k deskdm (viz obr. 2.40). Jak se zméni jeho kapacita?

2, er+2 ¢
Lwl’ e5= krét ]

2.36 Prostor mezi deskami kondenzatoru je zaplnén dielektrikem, jehoz permitivita se méni
linearné od hodnoty €; u jedné desky k €5 u druhé desky. Urcete jeho kapacitu.

2.37 Deskovy vzduchovy kondenzator ma kapacitu Cy. Je pripojen ke zdroji napéti Uy a
je na ném nashroméazdéna energie Wy. Potom je ponotfen do oleje o relativni permitivité e,
pricemz zustava pripojen ke zdroji napéti. Jeho energie se zméni na W;. Nakonec jej odpojime
od zdroje a vyjmeme z oleje. Bude na ném napéti Us; a energie Ws.Urcete Wy, Uy, Ws.
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[5r WO) Er U0> 672» WO ]

2.38 Urcete polarizovatelnost o atomu helia, je-li jeho relativni permitivita za normélnich
podminek €, = 1,000074.

|72 =0,219.107% m? |

dmeq

2.39 Indukovany elektricky dip6lovy moment kulicky z vosku (e, = 3) v elektrickém poli je
1,5 krat mensi nez u stejné velké sklenéné kulicky. Jaka je relativni permitivita skla?

[5,5]

2.40 Jaka bude velikost indukovaného dipélového momenmtu vodivé kulicky poloméru R v
poli Ey, budeme-li brat ¢, — o0o?.

[47’(‘ €0R3E0 ]

2.41 Mame kondenzator s olejovym dielektrikem (e, = 2,24) a intenzitou elektrického pole

E =9.10° V.m™'. V oleji vznikne bublina plynu. Jaka bude intenzita pole v bubliné?

[1,1.107 V.m ™' |
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