MATEMATICKY APARAT

1. Skalarni a vektorova pole

Ve fyzice nastava casto potfeba pfiradit jednotlivym bodim prostoru skaldrni ¢i vektorovou velic¢inu.
Mluvime pak o skaldrnim ¢i vektorovém poli. Skaldrni pole pritazuje kazdému bodu v urcité oblasti prostoru
jednoznacné redlné cislo; muze tedy byt popsdano pomoci funkce prostorovych souradnic. V kartézské
soustavé soufadnic muzeme polohu kazdého bodu v prostoru vyjadrit jeho polohovym vektorem (nepékné

"radiusvektorem”) 7 o soutadnicich x, y, z, tedy ¥ = (z,y, z). Dané skalarni pole pak muzeme vyjadrit
jako funkci vektoru 7 nebo jako funkci ti{ proménnych z, y, z
f= 10 = flzy,2) (M.1)

Podobné vektorové pole muze byt popsano vektorovou funkci F. Ta predstavuje uspotradanou trojici
skalarnich funkci prostorovych soutadnic:

F(f) = [Fo(r,y.2), Fy(e.y,2), Fula,y,2)). (M.2)

Skaldrni a vektorova pole, kterd nezavisi explicitné na ¢ase se nazyvaji staciondrni. Obecnd pole mohou
byt ovsem casové zavisla. Takova pole f(x,y, z,t), F (x,y, z,t), kterd jsou funkcemi ti{ prostorovych a jedné
¢asové soutadnice se nazyvaji nestaciondrni.

Protoze skalarni a vektorova pole jsou popsdna funkcemi vice proménnych, muzeme je parcidlné de-
rivovat. Pro skaldrni pole muzeme vytvorit tii prvni parcidlni derivace, pro vektorové pole devét prvnich
parcialnich derivaci; dale muzeme pocitat parcialni derivace druhého a vyssich radu. Vzdy budeme predpokladat,
ze uvazované funkce jsou dostatecné hladké a ze tyto derivace existuji.

Casto je tfeba vysetiovat vlastnosti daného pole na urcité kiivce. Pak lze zavést pojem smérové de-
rivace. Probiha-li bod A po néjaké krivce, muze byt jeho poloha urcena délkou oblouku s méreného od

pevného referenéniho bodu Ay na této kiivee (viz obr. M 1.).

Soutadnice polohového vektoru 7 muzeme vyjadiit pomoci parametru s jako z = z(s), y =
y(s), z = z(s). Jestlize polohovy vektor svird s osami soufadnic thly «, 3,7, plati cosa = %, cosf =
4. cosy = Z, pricemz pro smérové kosiny plati cos®> a 4+ cos®> § + cos®’y = 1.

Sledujme nyni situaci, kdy se bod A neomezené priblizuje po dané kiivce k bodu Ag. Polohovy vektor 7
prejde v diferencidlné maly vektor di¥ = (dx,dy, dz) a bude mit smér teény ke kiivce v bodé Ay a velikost
ds. Jednotkovy tecny vektor ¢t v bodé A je pak mozno vyjadiit derivacemi soufadnic podle parametru s:

- de dy dz
t = |-, —, — | = (cosa, cosf3, cosv). M.3
Ziskany vysledek neni ovlivnén volbou referen¢ntho bodu. Prechod k jinému pocatku Aj by znamenal
pricist konstantni vektor spojujici oba pocatky; ten vSsak po derivovani podle parametru s da nulovy vektor.
Meéjme nyni skalarni pole f(z,y, z). Toto pole na kiivce muzeme vyjadfit slozenou funkei fz(s), y(s), z(s)]
jedné proménné s. Podle pravidel pro derivovani slozené funkce vice proménnych dostavame
df of dx of dy of dz af of of
t

dx Ay 9-ds oz 0 == cos . M.4
ds Oz ds dy ds Oz ds 5 S5 ¢ + dy cos 3 + 55 (087 (M.4)

Tento vyraz predstavuje derivaci skaldrniho pole f ve sméru daném jednotkovym vektorem ¢. Je pFitom
jedno po jaké ktivce se bod A priblizuje k bodu Ay v némz derivaci uréujeme, pokud vsechny tyto kiivky
maji tyz tecny vektor. Smérova derivace je tedy lokalni charakteristika pole v daném bodé zavisla pouze
na zvoleném smeéru.



obr. M 1.

Také vektorova pole mohou zaviset na parametru, naptiklad na case nebo délce kiivky. Derivace vektoru
podle skalarniho parametru je definovana obdobné jako derivace skalarni funkce
dF(s) . F(s + As) — F(s)
—— = lim
ds As—0 As
Vzhledem ke zpusobu odecitani vektoru se snadno presvédcime, ze takto definovana derivace vektoru
predstavuje vektor tvoreny derivacemi soutadnic vektoru:

dF <de dF, dFZ>

. (M.5)

ds  \ds ’ ds ' ds (M.6)

Pro derivovéni souctu a souc¢inu vektorovych funkei (skaldrniho, vektorového, soucinu vektorové a
skaldrni funkce) plati taz pravidla jako pii derivovani skalarnich funkef; u vektorového soucinu musime

ovsem dodrzet potadi derivovanych funkeci.
Specidlné, mé-li vektor F' pii zméné parametru konstantni velikost a proménny smér, plati F/ L F.

—

Zderivovanim F?2 = F.F = konst totiz dostaneme 2F' - F = 0.

2. Gradient skalarniho pole

Smérovou derivaci daného skaldrniho pole f(z,y, z) (M.4) muzeme vyjadrit jako skalarni soucin vektoru

grad f = Vf = (gi,gi, g”ﬁ)

nazyvaného gradientem skaldrniho pole f(x,y,z) a jednotkového vektoru ¢ v daném sméru. Pfitom jsme

zavedli diferencialni operator
g 9 0
V(oo o
ox’ Oy 0z

4

(M.7)



obr. M 2.

obr. M 3.

nazyvany ”operdtor nabla”.! MuZeme jej povazovat za formdln{ vektor, ktery nasoben (zprava) skaldrnim
polem f vyjadiuje gradient tohoto pole. Uréime geometricky vyznam gradientu skalarniho pole.

Mnozina bodu s konstantni hodnotou veli¢iny f, kterd je uréena rovnici f(z,y,z) = konst, se nazyva
ekvipotencidlni plochou daného pole. Jedna z téchto ploch bude prochazet i bodem Agy. V tomto bodé lze
pak vztycit normélu k ekvipotencialni plose a stanovit jednotkovy normélovy vektor 7. Skalarni pole nam
tak v kazdém bodé definuje urcity vyznacény smeér. Je snadné se presvédcit (viz obr. M 2.), ze smér normaly
k ekvipotencidlni plose je zaroven smérem nejvétsi zmény (nejvétsiho zhusténi) ekvipotencidlnich ploch.
V normalovém sméru protne totiz jednotkovy vektor nejvétsi mnozstvi téchto ploch. V dvojrozmérném
piipadé zemského povrchu muzeme za skaldrni pole povazovat napiiklad pole vysek, ekvipotencidlnim
plocham pak odpovidaji vrstevnice a normala k nim udava smér maximalniho stoupani.

Zvolme na okamzik souradnou osu 2’ ve sméru normdly 7 a druhé dvé osy 2’,3 k ni kolmé (obr. M

3.). Soucasné méjme libovolny smér dany jednotkovym vektorem ¢ = (coso/, cos 3, cosy’). Derivace v
tomto sméru bude analogicky (M.4)

a  of of of

o= %cosa' + a—y/cosﬁ' + 50057’. (M.8)

IExoticky nézev nabla je odvozen od nazvu fénického hudebniho néstroje piibuzného loutné, jemuz se tvarem podobd.



Osy 2’ a v jsou vSak tecnami ke kiivkam, které lezi v ekvipotencialni plose, a proto % = g—J, = 0.

Vztah (M.8) se tak redukuje na

df — of ,
ds 0z ’

Maximélni hodnotu nabyva tedy derivace ve sméru z’, kdy cosy’ = 1. Derivace v daném obecném
sméru je projekei derivace ve sméru normély k ekvipotencidlni plose (brané jako vektor) do tohoto sméru.
Odtud zejména plyne ze parcialni derivace %, %, % jsou soutadnicemi vektoru o velikosti této maximalni
smérové derivace.

V souladu s vyrazem (M.7) muzeme tedy zavést tuto definici: Gradient skaldarniho pole f v daném bodé
je vektor o wvelikosti derivace ve sméru normaly k ekvipotencidlni plose a md smeér této normaly:

grad f = Vf = <c;:9f># Tig. (M.9)

Je ztejmé, ze vektor gradientu miti vzdy smérem vzrustu funkce f.
Operace gradientu ptitazuje skalarnimu poli f jednoznacné vektorové pole F':

F = VY.

Rikdme, ze f je skaldrnim potencidlem pole F. Zpétné pritazeni jiz jednoznacné neni; pole f a f + c,
kde ¢ je konstantni skalarni pole, maji tyz gradient. Gradient je mozno vytvorit ke kazdému skalarnimu
poli (pokud piislusné parcidlni derivace existuji). Naproti tomu ne kazdé vektorové pole je mozno vyjadrit
jako gradient pole skalarniho. Ta, u nichz to mozné je, nazyvame pole potencidlni.

Pro pocitani s gradienty plati tato zfejma pravidla:

Ve=0, Vl(cf)=cVf, V(fi + f2)=Vfi + Vo, V(fifo)=fAVf+ 2Vfi. (MI10)

3. Divergence vektorového pole

Mejme vektorové pole F"(a:, y, z). Definujeme tok pole F plochou S jako plosny integral

—

> — / F.ds.
S

Zde dS je diferencialni element plochy, jemuz jsme pritadili smér vektoru normaly. Tuto normalu je
ovSem tfeba orientovat; muzeme to udélat napiiklad tak, ze stanovime smér pohybu po obvodu plosky dS
a pouzijeme pravidla pravoto¢ivého sroubu (obr. M 4). Jde-li o tok uzavienou plochou S, kterd ohranic¢uje
objem V', budeme povazovat za kladny smér normaly ten, ktery sméruje ven z objemu V', a tok budeme
oznacovat

> — fﬁ.dg.
S

Rozdélime nyni objem V' prepazkami na N mensich objemu V;. Uréime toky pole ®; plochami S; ohrani¢ujicimi
tyto diléi objemy a budeme je scitat. Ukazuje se, ze toky diléimi prepazkami se v tomto souctu vzajemné
vyrusi. Pri séitani toku hrani¢ni plochou dvou sousednich objemu objevi se totiz vzdy dvakrat, jednou s
kladnym a jednou se zapornym znaménkem (viz obr. M 5.). Sumarni tok bude proto roven pravé puvodnimu
toku plochou S:



obr. M 4. obr. M 5.

N N
Z@izzfﬁg.d@:cb. (M.11)
i=1 =175
Zmens§ujeme-li objemy V;, zustava jejich soucet V konstantni; totéz plati pro toky ®,. Nabizi se tedy
moznost vytvorit podil téchto dvou neomezené se zmensujicich veli¢in a zkoumat vlastnosti jeho limity.
Zvolime v prostoru bod A o soufadnicich z,y, z a obklopime jej malym objemem AV. Tok plochou
ohranicujici tento objem oznac¢ime A®. Budeme nyni délit tento objem na stale mensi ¢asti libovolnym
zpusobem a vyc¢lenime posloupnost téchto ¢asti AV, které stale obsahuji bod A .Oznacime

= AP,
div F' = l‘l/rgo AV
Pokud limita na pravé strané (M.12) existuje a nezavisi na zpusobu déleni obJemu AV, predstavuje nam
tok pole F v bodé A vztazeny k jednotce objemu a nazyvame jej divergenci pole F v bodé A .
Vratme se nyni k objemu V ohrani¢enému plochou S a upravme vztah (M.11) takto:

(M.12)

. o X N OAD,
:st-dsng@:;A% (M.13)
Pokra¢ujme pritom v neomezeném déleni dil¢ich objemu AV; dalsimi prepazkami a sledujme posloupnost
neomezené se zmensujicich objemt, které se stahuji kolem bodu A. V limité piejde tedy podil M’Z
divergenci divF a sumu na pravé strané (M.13) muzeme nahradit integralem pies objem V:
fsﬁ - d§ = /Vdivﬁ dv . (M.14)

Tok vektorového pole uzavienou plochou je roven celkové divergenci v objemu uzavreném touto plochou.
Vztah (M.14) umoziuje prejit od objemového integralu k plosnému integralu pfes ohranicujici plochu a
nazyva se Gaussovou vétou.

Obecnd definice divergence (M.12) mé tu prednost, Ze nezavisi na druhu pouzitych soufadnic a déva
pojmu divergence nazorny geometricky smysl. Vyjadiime nyni divergenci v kartézskych souradnicich podle
obr. M 6.

Uvazujme elementarni objem ve tvaru kvadru o hranach Az, Ay, Az rovnobéznych s ptislusnymi
kartézskymi osami. Necht jeho levy dolni zadni vrchol m4 souradnice x,y, z. Tok dvojici rovnobéznych
podstav tohoto kvadru (naptiklad horni a doln{) bude

Ady = ADy + ADy = F(x,y, 2+ Az)AzAy — F.(z,y,2)AzAy =

0z



obr. M 6.

Celkovy tok povrchem kvadru

oF, O0F, oF,
A(p_(ax + dy + 0z

> AV, AV = AxAyAz;.

Podle definice divergence mame tedy

. 4 OF, 0F, O0F.  _ 4
dvF = Z5+ 5+ 5, =V F. (M.15)

Operator nabla umoznuje vyjadrit divergenci vektorového pole kompaktnim zpusobem jako skalarni
sou¢in tohoto operdtoru a vektoru pole; poradi obou téchto symbolu nelze ovSsem zameénit. Volba ele-
mentdrniho objemu ve tvaru kvadru neomezuje obecnost, nebot objem libovolného tvaru miuzeme z ta-
kovych malych kvadru sestavit. Toky prepazkami mezi nimi se pfitom vyrusi.

Operace divergence prirazuje vektorovému poli F jednoznacné skalarni pole f:

f=dvFE.

Zpétné prifazeni jiz jednoznacné neni: pole FaF + F , kde div F' =0, maji touz divergenci.
Pro pocitani s divergencemi plati tato zrejma pravidla:

V-C=0, V-(cF)=cV-F, V-(F, + F)=V-F, +V-F,, V-(fF)=fV-F+ F-Vf. (M.16)

Uvazme zvlastni piipad, kdy objem AV tésné pfimyké z obou stran k néjaké plose (napiiklad plose
nespojitosti pole) a mé tvar ¢asti vrstvy o zanedbatelné tloustce
(obr. M 7.).

Tok A® pak bude roven souctu toku normalovych slozek pole obéma podstavami tohoto objemu:
Ad = (Fy, — Fy,) AS.

Smeér normaly k ploSe jsme zvolili za kladny, mifi-li z oblasti 2 do oblasti 1. Provedeme-li tivahu o limitnim
zmensovani plochy AS v okoli bodu A na plose, muzeme definovat takzvanou plosnou divergenci vztahem



obr. M 7.

DivF = Fi, — Fy, = it - (F, — F). (M.17)

4. Rotace vektorového pole

Meéjme vektorové pole F (z,y, z). Definujeme cirkulaci pole podél uzaviené kiivky [ jako kiivkovy in-
tegral

Zde dl je diferencialni vektorovy element ktivky ve sméru tecny. Jeho orientace je dana dohodou o smyslu
obchézeni kiivky, napiiklad proti sméru hodinovych ruc¢icek. Uzaviena ktivka [ tvoti hranici plochy S; tato
plocha neni oviem urcena jednozna¢né (na rozdil od objemu V uvnitf uzaviené plochy). Na plose obehnané
krivkou [ muzeme opét vést délici krivky, vytvaret soustavu diléich ploch, poéitat cirkulace podél jejich
hranic a scitat je. Ukazuje se, ze prispévky k cirkulacim podél spoleé¢nych hranic dvou sousednich ploch se
vzajemné vyrusi. Zachovame-li totiz jednotny smysl obchazeni kiivek, budeme takovou spolecnou hranici
obchézet vzdy v opaéném sméru (viz obr. M 8.).
Sumarni cirkulace bude tedy rovna pravé puvodni cirkulaci podél kiivky [:

N N

ST :fo;ﬁi.dzj:r. (M.18)
=1 i=1""

Zvolime v prostoru bod A o soutfadnicich z,y, z, vedeme timto bodem rovinu libovolné orientace a
vymezime v této roviné uzavienou krivku malych rozmeéru obklopujici bod A. Plochu omezenou touto
krivkou ozna¢ime AS, cirkulaci podél této kiivky AI'. Budeme nyni délit tuto plosku na mensi casti a
vyclenime posloupnost plosek obsahujicich bod A. Budeme uvazovat limitu

i AL
ASio AS;’



obr. M 8.

pokud takova limita existuje a nezavisi na zpusobu déleni plosky AS. Tato limita bude vSak presto zavisla
na volbé orientace roviny prochazejici bodem A neboli na sméru norméaly k elementarni plosce, na jejiz
hranici cirkulaci uréujeme. Muzeme tedy (podobné jako u definice gradientu) povazovat tuto limitu za
projekci urcitého vektoru do sméru normaly k plosce:

S AT
(rot F) - 1 = A1§—>0AS

(M.19)

Projekce vektoru rot F do daného smeéru predstavuje tedy pomeér cirkulace pole po obvodu malé kolmé
plosky k velikosti této plosky. Vektor rot F nazyvame rotaci pole F v bodé A2.
Vratme se nyni k obecné uzaviené kiivce [ obepinajici plochu S. Upravime vztah (M.18) na

S - O N AT
f 2 2. A8, (M.20)
Pro kazdy bod A na plose S muzeme vytvorit posloupnost neomezené se zmensujicich diléich plosek tento

bod stale obsahujicich. V limité ptejde tedy podil ﬁgf vrot F . asumu na pravé strané (M.20) muzeme

nahradit integralem pres celou plochu S:

fﬁ cdl = /rotﬁ - dS . (M.21)
! S

Cirkulace vektorového pole podél uzavrené krivky je rovna celkovému toku rotace pole libovolnou plochou,
pro niz krivka | predstavuje hranici. Vztah (M.21) umoznuje ptejit od plosného integralu ke kiivkovému
integralu podél hranice a nazyva se Stokesovou vétou.

Obecna definice rotace (M.19) m4 tu prednost, Ze nezavisi na druhu pouzitych souradnic a ddva pojmu
rotace nazorny geometricky smysl. Vyjadiime nyni rotaci v kartézskych soutadnicich podle obr. M 9.

Uvazujme elementarni plosku ve tvaru obdélnika o strandch Az, Ay rovnobéznych s piislusnymi
kartézskymi osami. Necht jeho levy zadni vrchol mé soufadnice x, y, 2. Pifspévek k cirkulaci podél dvojice
rovnobéznych stran (napiiklad levé a pravé) bude

OF,
0y

ATy = ATy + ATy = Fu(z,y,2) Az — Fy(z,y+ Ay, 2) Az = —

Celkova cirkulace podél obvodu obdélnika

Al = oF, _ OF AS, AS = AxzAy,
ox oy

2V anglosaské literatufe se uzivé pro rotaci ndzvu a oznaceni curl F. Poznamenejme jesté, ze rotaci lze zavést téz stejnym
limitnim pochodem jako u divergence, a to vztahem

rot F = lim AG;

AT AT kde G:jideF.

10



obr. M 9.

a tedy
S OF, 0OF, OF, 0OF, 0F, OF To %o % o
rotF:<Z— Cpp e g x>2088:VXF. (M.22)
oy 0z 0Oz ox’ Oz oy 9z 0y 0z
F, F, F,

Operator nabla umoznuje vyjadrit rotaci vektorového pole kompaktnim zpusobem jako vektorovy soucin
tohoto operatoru a vektoru pole; poradi obou téchto symboli nelze ovsem ménit. Volba elementarni plosky
ve tvaru obdélnika opét neomezuje obecnost vysledku.

Operace rotace pritazuje vektorovému poli F jednoznacné jiné vektorové pole G:

—

G = rot F .
Zpétné pritazeni jiz neni jednoznacné; pole FaF + F , kde rot F = 0, maji touz rotaci.
Pro pocitani s rotacemi plati tato ziejma pravidla:
UxC =0, Vx(cF) = cVxE, Vx(F + Fy) = VxF| + VxFy, VX(fF) = fVXF + VfxF . (M.23)

Uvazme zvlastni piipad, kdy elementérni kiivka [ tésné primyké z obou stran k néjaké plose (naptiklad
plose nespojitosti pole), takze jeji useky ve sméru kolmém k této plose jsou zanedbatelné kratké (obr. M
10.).

Cirkulace bude pak rovna souctu integralu podél obou te¢nych vétvi:

AF — (Flt - th) Al

Provedeme-li tivahu o limitnim zkracovani vétvi Al v okoli bodu A na plose, muzeme definovat takzvanou
plosnou rotaci vztahem

Rot F = iix (Fy — Fy), |Rot F| = Fy, — Fy, . (M.24)

11



obr. M 10.

5. Operéatory (aV) a A

Polozme si otazku, jak vyjadrit divergenci a rotaci vektorového soucinu nebo gradient skaldarniho soucinu
dvou vektorovych poli. K tomu tucelu zavedeme dalsi operator (@V) predpisem

0 0 0
— — —. M.2
Go + ayay + 0y (M.25)

Tento operdtor ”a-grad” muze pusobit jak na skaldrni, tak na vektorova pole:

of  of | of

(aV) =

(aV)f = o + aya—y g =0 Vi, (M.26)
. OF OF OF OF, OF, OF,
(6V)F = am% + Clyaiy + (lzg = (axax + ayTy + aza, .. ) . (M27)

Bude-li § jednotkovy vektor, potom vyraz (SV)f je projekci gradientu skaldrniho pole f do sméru s, a
je tedy totozny s derivaci pole v tomto sméru. Podobné bychom mohli interpretovat vyraz (§V )ﬁ jako
derivaci vektorového pole ve sméru s.

Nyni muzeme vyjadrit divergenci a rotaci vektorového soucinu a gradient skalarniho souc¢inu dvou
vektorovych poli:

div (Fix B) =V - (Fix F) =F,- (VX F) — F-(Vx F), (M.28)
rot (ﬁl X ﬁg) =V X (ﬁl X ﬁg) = (ﬁzV)ﬁl — (ﬁ1V)ﬁ2 + F;V . ﬁg — ﬁgv . ﬁl s (M29)
grad(ﬁl . ﬁg) = V(ﬁl . ﬁQ) = (ﬁ1V)ﬁ2 + (ﬁQV)ﬁl + ﬁl X (V X ﬁQ) + ﬁQ X (V X ﬁl) . (M30)

O platnosti téchto ponékud komplikovanéjsich, avsak velmi uziteénych vzorcu se muzeme presvédéit ale-
spon rozepsanim prislusnych vyrazu v kartézskych souradnicich.

Uvédomime-li si, Ze operatory div a rot mohou pusobit pouze na vektorova pole a operdtor grad pouze
na skalarni pole, muzeme z téchto operatoru sestavit pét kombinaci operatoru druhého radu: rot grad, div

12



rot, div grad, grad div a rot rot. Vyjadienim v kartézskych souradnicich se snadno presvédéime, ze vzdy
plati rot grad f =0 a
div rot F = 0. Hlubsf vyznam téchto vztahu bude objasnén v nésledujicim odstaveci.

Operator div grad = A nazyvame Laplaceovym operdtorem a formélné odpovida ¢tverci operatoru
nabla:

A=V.-V=V2.
V kartézskych soutradnicich ma zfejmeé tvar

0? 0? 0?
A:@—i—@—i—@. (M31)

Laplacetuv operédtor podobné jako operédtor (@¢V) muze pusobit jak na skaldrni tak na vektorova pole.
Pro dvojnésobnou operaci rotace plati vztah

rot rotF = grad divF — AF ; (M.32)
neboli
Vx(VxF)=V(V-F) - AF,

ktery je obdobou vektorové identity ”bac - cab”.

6. Vektorova pole potencialni a solenoidalni

Vektorové pole, které je mozno vyjadrit jako gradient néjakého skalarniho pole

—

F=gradf =Vf, (M.33)

se nazyvé potencidlnim (bezvirovym, zdrojovym). Uvazme kiivkovy integrédl [¥ F.dl po néjaké kiivee mezi
body A a B. Je-li F silové pole, pak tento integral predstavuje praci vykonanou silou po této draze.
Dosadime-li za F' (M.33),muzeme skaldrni soucin v integralu upravit na

ﬁ-df:gradf-df:gdx + gdy + gdz:df.
ox dy 0z

Tento vyraz predstavuje totalni diferencial funkce f(x,y,z) a kiivkovy integral je mozno vypocitat jako
rozdil hodnot funkce f v koncovych bodech:

/A ﬁ-dl:/A df = f(B) — f(A) . (M.34)

Odtud zejména plyne, Ze vysledek nezavisi na volbé dréhy mezi body A a B (viz obr. M 11.).
Protoze pii zpétné integraci od B do A se méni pouze znaménko integralu, zjistujeme,ze cirkulace
potencialniho pole podél uzaviené krivky je vzdy rovna nule:

fﬁ-df:j{gradf-df:o. (M.35)
l l

Ze Stokesovy véty (M.21) plyne
?{gradf dl = /(rot gradf) dS=0.
l S
Vzhledem k tomu, ze volba plochy S o hranici [ je zcela libovolna, musi v celém prostoru platit
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obr. M 11.

obr. M 12.

rot F = rot gradf =0 . (M.36)

To je nutna a postacujici podminka k tomu, aby pole F bylo potencialni. Z podminky rot F=0 plyne i
fyzikalni pfedstava o potencidlnim poli. Silocary takového pole nesméji vytvaret viry, uzavirat se samy do
sebe.

Vektorové pole, které je mozno vyjadrit jako rotaci néjakého jiného vektorového pole

F=rotG=VxGQ, (M.37)

se nazyva solenoiddlnim (bezzdrojovym, virovym). Vytvoiime uzavienou plochu S tak, ze budeme uvazovat
dvé ruzné plochy Si, Sy o spoleéné hranici [ (obr. M 12.).
Podle Stokesovy véty tok solenoidélniho pole uzavienou plochou S = S; 4+ S, bude nulovy:

]{ﬁ-dng{roté-dgz roté-dgl—/roté-dgngé-df—%é-dfzo. (M.38)
s s Sy So ! !
Pouzijeme-li Gaussovu vétu, dostaneme
]4 rot G - dS = / div rot GdV =0 . (M.39)
S 1%
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obr. M 13.

Vzhledem k tomu, ze plochu S a objem V' je mozno volit zcela libovolné, musi v celém prostoru platit

div F = div rot G =0 (M.40)

To je nutnéd a postacujici podminka k tomu, aby pole F' bylo solenoidalni. Z podminky div F=0 plyne
i fyzikalni predstava o solenoidélnim poli. Silo¢ary takového pole nesméji mit nikde v prostoru zdroje (v
kladném nebo zaporném smyslu).

Obecné vektorové pole samoziejmé nemusi byt ani potencialni ani solenoidalni a muze mit nenulovou
divergenci i rotaci. Lze vsak dokazat, ze kazdé vektorové pole, které dostatecné rychle klesa v nekonecnu,
muze byt jednoznaénym zpusobem rozlozeno na soucet potencialniho a solenoidalniho pole. Na obr. M 13.
je orienta¢né znazornén charakter prubéhu silo¢ar potencialniho pole s kladnou a zapornou divergenci a
pole solenoidalniho.

7. Nékteré integralni véty vektorové analyzy

Upravime Gaussovu vétu (M.14) tak, Ze polozime F = figradf, a pouZijeme vztahti (M.16). Tak
dostaneme pruni Greenovu vétu:

]{Sflgradfg -dS = /V(flAfg + gradfigradfy)dV . (M.41)
Z ni snadnymi upravami vyplyne druhd Greenova véta
§(figradfe — fagradf)-dS = [ (hAf — fAfi)AV (M.42)
a treti Greenova véta
?{S oradf - dS = / AfdV . (M.43)
1%

Dulezité jsou zvlastni ptipady zobecnéné Gaussovy véty, kterou bychom mohli formulovat takto: obje-
movy integrdal, v némz operdtor nabla pusobi néjakym zpusobem na ndsledujici vektorovd a skaldrni pole,
se rovnd prislusnému plosnému integrdlu, v némz stejnym zpusobem vystupuje vektor elementu plochy dS.
Tak mame
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(M.44)

/V VfdV = 7{5 £ds |
(M.45)

/V-ﬁdV:?{ﬁ-d§,
1%

/VxﬁdV:j{dgxﬁ.
174 S

Druh4 z téchto vét je jiz zndma véta Gaussova. Treti z nich dokédZzeme standartnim postupem. Vynasobime

(M.46)

integral na levé strané skaldrné konstantnim vektorem C', pouzijeme vyraz pro divergenci vektorového

soucinu, Gaussovu vétu a nakonec opét vektor C' vykratime:

/ (3-rotﬁdvz/ div(ﬁx6)dvzf(ﬁxé).d§:fé-d§xﬁ.
1% v S s
Analogicky muzeme dokézat i prvni vétu (M.44).
Nakonec uvedeme jesté vétu o kiivkovém integralu skaldrniho pole
j{fdf: / dS x gradf . (M.47)
! 5

Také dikaz této véty lze provést vynasobenim pomocnym konstantnim vektorem Ca pouzitim Stokesovy

veéty.

Priklady
M.1 Sestavte si tabulku hlavnich vzorcu a vét vektorové analyzy.
M.2 Urcete divergenci a rotaci nasledujicich vektorovych poli: F = (x4y, —z+y, —22); F= (2y, 2z +
32,3y); F = (2% — 22,2,222). Je-li rot F' = 0, najdéte skaldrn{ pole f takové, aby F' = gradf.
[0, (0,0,—2); 0, (0,0,0), 2zy — 3zy; 4z, (0,—4z,0)]

M.3 Urcete gradient poli (7 je radiusvektor, ¢ = konst): r; r*;
> o EF. &F
C-T] w2
7 =, =, 7. 27, 37, = 7128 — (EF)F. 12— 2(EF)7F
[a 2T7 3TT) T3y T Ay T pEy ) 3 ) A ]
r. T, ©. ¢
ry o p2y P30 p
n- 2 0 L 0 n- cr o exT
[37 Oa o 07 29 Oa 07 Oa 3 7"3]

M.4 Urcete divergenci a rotaci poli: 7;

M.5 Dokazte véty (M.44) a (M.47).
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