MATEMATICKY APARAT

1. Skalarni a vektorova pole

Ve fyzice nastava casto potfeba pfiradit jednotlivym bodim prostoru skaldrni ¢i vektorovou velic¢inu.
Mluvime pak o skaldrnim ¢i vektorovém poli. Skaldrni pole pritazuje kazdému bodu v urcité oblasti prostoru
jednoznacné redlné cislo; muze tedy byt popsdano pomoci funkce prostorovych souradnic. V kartézské
soustavé soufadnic muzeme polohu kazdého bodu v prostoru vyjadrit jeho polohovym vektorem (nepékné

"radiusvektorem”) 7 o soutadnicich x, y, z, tedy ¥ = (z,y, z). Dané skalarni pole pak muzeme vyjadrit
jako funkci vektoru 7 nebo jako funkci ti{ proménnych z, y, z
f= 10 = flz,y,2) (M.1)

Podobné vektorové pole muze byt popsano vektorovou funkci F. Ta predstavuje uspotradanou trojici
skalarnich funkci prostorovych soutradnic:

F(f) = [Fo(2,y.2), Fy(.y,2), Fula,y,2)). (M.2)

Skaldrni a vektorova pole, kterd nezavisi explicitné na ¢ase se nazyvaji staciondrni. Obecna pole mohou
byt ovsem casové zavisld. Takova pole f(x,y, z,t), F (z,y, z,t), kterd jsou funkcemi ti{ prostorovych a jedné
¢asové soutradnice se nazyvaji nestaciondrni.

Protoze skalarni a vektorova pole jsou popsdna funkcemi vice proménnych, muzeme je parcidlné de-
rivovat. Pro skaldarni pole muzeme vytvorit tii prvni parcidlni derivace, pro vektorové pole devét prvnich
parcialnich derivaci; dale muzeme pocitat parcialni derivace druhého a vyssich radu. Vzdy budeme predpokladat,
ze uvazované funkce jsou dostatecné hladké a ze tyto derivace existuji.

Casto je tieba vySetfovat vlastnosti daného pole na urcité kiivce. Pak lze zavést pojem smérové
derivace. Probiha-li bod A po néjaké kiivce, muze byt jeho poloha urcéena délkou oblouku s méreného

od pevného referenéniho bodu Ay na této krivee (viz obr. M 1.).

Soutadnice polohového vektoru 7 muzeme vyjadiit pomoci parametru s jako z = z(s), y =
y(s), z = z(s). Jestlize polohovy vektor svird s osami soufadnic thly «, 3,7, plati cosa = %, cosf =
4. cosy = Z, pricemz pro smérové kosiny plati cos®> ar 4+ cos®> § + cos®y = 1.

Sledujme nyni situaci, kdy se bod A neomezené priblizuje po dané kiivce k bodu Agy. Polohovy vektor 7
prejde v diferencidlné maly vektor di¥ = (dx,dy, dz) a bude mit smér teény ke kiivce v bodé Ay a velikost
ds. Jednotkovy tecny vektor ¢t v bodé A je pak mozno vyjadiit derivacemi souradnic podle parametru s:

- de dy dz
t = |-, —, — | = (cosa, cosf3, cosv). M.3
Ziskany vysledek neni ovlivnén volbou referen¢ntho bodu. Piechod k jinému pocatku Aj by znamenal
pricist konstantni vektor spojujici oba pocatky; ten vSsak po derivovani podle parametru s da nulovy vektor.
Meéjme nyni skalarni pole f(z,y, z). Toto pole na kiivce muzeme vyjadfit slozenou funkei fz(s), y(s), z(s)]
jedné proménné s. Podle pravidel pro derivovani slozené funkce vice proménnych dostavame
df of dx of dy of dz af of of
t

dx Ay 9-ds oz 0 == cos . M.4
ds Oz ds dy ds Oz ds 5 S5 + dy cos 3 + 55 (057 (M.4)

Tento vyraz predstavuje derivaci skaldrniho pole f ve sméru daném jednotkovym vektorem ¢. Je pFitom
jedno po jaké ktivce se bod A priblizuje k bodu Ay v némz derivaci uréujeme, pokud vsechny tyto kiivky
maji tyz tecny vektor. Smérova derivace je tedy lokalni charakteristika pole v daném bodé zavisla pouze
na zvoleném smeéru.



obr. M 1.

Také vektorova pole mohou zaviset na parametru, naptiklad na case nebo délce kiivky. Derivace vektoru
podle skalarniho parametru je definovana obdobné jako derivace skalarni funkce
dF (s) . F(s + As) — F(s)
— = lim
ds As—0 As
Vzhledem ke zpusobu odecitani vektortu se snadno presvédcime, ze takto definovana derivace vektoru
predstavuje vektor tvoreny derivacemi soutadnic vektoru:

dF <de dF, dFZ>

. (M.5)

ds  \ds ’ ds ' ds (M.6)

Pro derivovéni souctu a souc¢inu vektorovych funkei (skaldrniho, vektorového, soucinu vektorové a
skaldrni funkce) plati taz pravidla jako pii derivovani skalarnich funkef; u vektorového soucinu musime

ovsem dodrzet potadi derivovanych funkeci.
Specidlné, mé-li vektor F' pii zméné parametru konstantni velikost a proménny smér, plati F’ L F.

—

Zderivovanim F?2 = EF.F = konst totiz dostaneme 2F' - F = 0.

2. Gradient skalarniho pole

Smérovou derivaci daného skaldrniho pole f(z,y, z) (M.4) muzeme vyjadrit jako skalarni soucin vektoru

grad f = Vf = (gi,gi, gf)

nazyvaného gradientem skaldrniho pole f(x,y,z) a jednotkového vektoru ¢t v daném sméru. Pfitom jsme

zavedli diferencialni operator
g 9 0
V(oo o
ox’ Oy 0z

4

(M.7)



obr. M 2.

obr. M 3.

nazyvany ”operdtor nabla”.! MuZeme jej povazovat za formdln{ vektor, ktery nasoben (zprava) skaldrnfm
polem f vyjadiuje gradient tohoto pole. Uréime geometricky vyznam gradientu skalarniho pole.

Mnozina bodu s konstantni hodnotou veli¢iny f, kterd je uréena rovnici f(z,y,z) = konst, se nazyva
ekvipotencidlni plochou daného pole. Jedna z téchto ploch bude prochazet i bodem Agy. V tomto bodé lze
pak vztycit normélu k ekvipotencialni plose a stanovit jednotkovy normélovy vektor 7. Skalarni pole nam
tak v kazdém bodé definuje urcity vyznacény smeér. Je snadné se presvédcit (viz obr. M 2.), ze smér normaly
k ekvipotencidlni plose je zaroven smérem nejvétsi zmény (nejvétsiho zhusténi) ekvipotencidlnich ploch.
V normalovém sméru protne totiz jednotkovy vektor nejvétsi mnozstvi téchto ploch. V dvojrozmérném
piipadé zemského povrchu muzeme za skalarni pole povazovat napiiklad pole vysek, ekvipotencidlnim
plocham pak odpovidaji vrstevnice a normala k nim udava smér maximalniho stoupani.

Zvolme na okamzik souradnou osu 2’ ve sméru normdly 7 a druhé dvé osy 2’,3 k ni kolmé (obr. M

3.). Soucasné méjme libovolny smér dany jednotkovym vektorem ¢ = (coso/, cos 3, cosy’). Derivace v
tomto sméru bude analogicky (M.4)

a  of of of

o= %cosa' + a—y/cosﬁ' + @COS’}/. (M.8)

IExoticky nézev nabla je odvozen od nazvu fénického hudebniho néstroje piibuzného loutné, jemuz se tvarem podobd.



Osy 2’ a ¢ jsou vSak tecnami ke kiivkam, které lezi v ekvipotencialni ploSe, a proto % = g—;, = 0.

Vztah (M.8) se tak redukuje na

df — of )
ds 0z ’

Maximélni hodnotu nabyva tedy derivace ve sméru z’, kdy cosy’ = 1. Derivace v daném obecném
sméru je projekei derivace ve sméru normély k ekvipotencidlni plose (brané jako vektor) do tohoto sméru.
Odtud zejména plyne ze parcialni derivace %, %, % jsou soutadnicemi vektoru o velikosti této maximalni
smeérové derivace.

V souladu s vyrazem (M.7) muzeme tedy zavést tuto definici: Gradient skaldarniho pole f v daném bodé

je vektor o velikosti derivace ve sméru normaly k ekvipotencidlni plose a md smeér této normaly:

grad f = Vf = <c;:9f># Tig. (M.9)

Je ztejmé, ze vektor gradientu miti vzdy smérem vzrustu funkce f.
Operace gradientu ptitazuje skalarnimu poli f jednoznacné vektorové pole F':

F = VY.

Rikdme, ze f je skaldrnim potencidlem pole F. Zpétné pritazeni jiz jednoznacné neni; pole f a f + c,
kde ¢ je konstantni skalarni pole, maji tyz gradient. Gradient je mozno vytvorit ke kazdému skaldarnimu
poli (pokud piislusné parcidlni derivace existuji). Naproti tomu ne kazdé vektorové pole je mozno vyjadrit
jako gradient pole skalarniho. Ta, u nichz to mozné je, nazyvame pole potencidlni.

Pro pocitani s gradienty plati tato zrejma pravidla:

Ve=0, Vl(cf)=cVf, V(fi + f2)=Vfi + Vo, V(fifo)=fAVf+ 2Vfi. (MI10)

3. Divergence vektorového pole

Mejme vektorové pole ﬁ(a:, y, z). Definujeme tok pole F plochou S jako plosny integral

—

> — / F.ds.
S

Zde dS je diferencialni element plochy, jemuz jsme pritadili smér vektoru normaly. Tuto normalu je
ovsem tfeba orientovat; muzeme to udélat napiiklad tak, ze stanovime smér pohybu po obvodu plosky dS
a pouzijeme pravidla pravoto¢ivého sroubu (obr. M 4). Jde-li o tok uzavienou plochou S, kterd ohranic¢uje
objem V', budeme povazovat za kladny smér normaly ten, ktery sméruje ven z objemu V, a tok budeme
oznacovat

> — fﬁ.dg.
S

Rozdélime nyni objem V' prepazkami na N mensich objemu V;. Uréime toky pole ®; plochami S; ohrani¢ujicimi
tyto diléi objemy a budeme je scitat. Ukazuje se, ze toky diléimi prepazkami se v tomto souctu vzajemné
vyrusi. Pri séitani toku hrani¢ni plochou dvou sousednich objemu objevi se totiz vzdy dvakrét, jednou s
kladnym a jednou se zapornym znaménkem (viz obr. M 5.). Sumarni tok bude proto roven pravé puvodnimu
toku plochou S:



obr. M 4. obr. M 5.

N N
Z@izzfﬁg.d@:cb. (M.11)
i=1 =175
Zmens§ujeme-li objemy V;, zustava jejich soucet V konstantni; totéz plati pro toky ®,. Nabizi se tedy
moznost vytvorit podil téchto dvou neomezené se zmensujicich veli¢in a zkoumat vlastnosti jeho limity.
Zvolime v prostoru bod A o soufadnicich z,y, z a obklopime jej malym objemem AV. Tok plochou
ohranicujici tento objem oznac¢ime A®. Budeme nyni délit tento objem na stale mensi ¢asti libovolnym
zpusobem a vyc¢lenime posloupnost téchto ¢asti AV, které stale obsahuji bod A .Oznac¢ime

= AP,
div F' = l‘l/rgo AV
Pokud limita na pravé strané (M.12) existuje a nezavisi na zpusobu déleni obJemu AV, predstavuje nam
tok pole F v bodé A vztazeny k jednotce objemu a nazyvame jej divergenci pole F v bodé A .
Vratme se nyni k objemu V ohrani¢enému plochou S a upravme vztah (M.11) takto:

(M.12)

. 2 X N A,
:st-dsng@:;A% (M.13)
Pokra¢ujme pritom v neomezeném déleni dil¢ich objemu AV; dalsimi prepazkami a sledujme posloupnost
neomezené se zmensujicich objemt, které se stahuji kolem bodu A. V limité piejde tedy podil M’Z
divergenci divF a sumu na pravé strand (M.13) muzeme nahradit integralem pies objem V:
fsﬁ - d§ = /Vdivﬁ dv . (M.14)

Tok vektorového pole uzavienou plochou je roven celkové divergenci v objemu uzavreném touto plochou.
Vztah (M.14) umoziuje prejit od objemového integralu k plosnému integralu pfes ohranicujici plochu a
nazyva se Gaussovou vétou.

Obecnd definice divergence (M.12) mé tu prednost, ze nezavisi na druhu pouzitych soufadnic a déva
pojmu divergence nazorny geometricky smysl. Vyjadiime nyni divergenci v kartézskych souradnicich podle
obr. M 6.

Uvazujme elementarni objem ve tvaru kvadru o hranach Az, Ay, Az rovnobéznych s ptislusnymi
kartézskymi osami. Necht jeho levy dolni zadni vrchol mé soufadnice z,v, z. Tok dvojici rovnobéznych
podstav tohoto kvadru (naptiklad horni a dolni) bude

Ady = ADy + AD) = F(x,y,2+ Az)AzAy — F(z,y,2)AzAy =

0z



obr. M 6.

Celkovy tok povrchem kvadru

oF, O0F, oF,
A(p_(ax + dy + 0z

> AV, AV = AzAyAz;.

Podle definice divergence mame tedy

.4 OF, 0F, O0F,  _ 4
dvF = Z5+ 5+ 5, =V F. (M.15)

Operator nabla umoznuje vyjadrit divergenci vektorového pole kompaktnim zpusobem jako skalarni
sou¢in tohoto operatoru a vektoru pole; poradi obou téchto symbolu nelze ovsem zaménit. Volba el-
ementarniho objemu ve tvaru kvadru neomezuje obecnost, nebot objem libovolného tvaru muZeme z
takovych malych kvadru sestavit. Toky prepazkami mezi nimi se pritom vyrusi.

Operace divergence prirazuje vektorovému poli F jednoznacné skalarni pole f:

f=dvFE.

Zpétné pritazeni jiz jednoznacné neni: pole FaF + F , kde div F' = 0, maji touz divergenci.
Pro pocitani s divergencemi plati tato zrejma pravidla:

V-C=0, V-(cF)=cV-F, V-(F, + F)=V-F, +V-F,, V-(fF)=fV-F+ F-Vf. (M.16)

Uvazme zvlastni piipad, kdy objem AV tésné pirimyké z obou stran k néjaké plose (napiiklad plose
nespojitosti pole) a m4 tvar ¢asti vrstvy o zanedbatelné tloustce
(obr. M 7.).

Tok A® pak bude roven souctu toku normalovych slozek pole obéma podstavami tohoto objemu:
AD = (Fy, — Fy,) AS.

Smér normaly k plose jsme zvolili za kladny, mifi-li z oblasti 2 do oblasti 1. Provedeme-li tivahu o limitnim
zmensovani plochy AS v okoli bodu A na plose, muzeme definovat takzvanou plosnou divergenci vztahem



obr. M 7.

DivF = Fi, — Fy, = it - (F, — F). (M.17)

4. Rotace vektorového pole

Megjme vektorové pole F (z,y, z). Definujeme cirkulaci pole podél uzaviené kiivky [ jako kiivkovy in-
tegral

Zde dl je diferencialni vektorovy element kiivky ve sméru tecny. Jeho orientace je dana dohodou o smyslu
obchézeni kiivky, napiiklad proti sméru hodinovych ruc¢icek. Uzaviena ktivka [ tvoti hranici plochy S; tato
plocha neni oviem urcena jednozna¢né (na rozdil od objemu V uvnitf uzaviené plochy). Na plose obehnané
krivkou [ muzeme opét vést délici krivky, vytvaret soustavu diléich ploch, poéitat cirkulace podél jejich
hranic a scitat je. Ukazuje se, ze prispévky k cirkulacim podél spoleénych hranic dvou sousednich ploch se
vzajemné vyrusi. Zachovame-li totiz jednotny smysl obchazeni kiivek, budeme takovou spolecnou hranici
obchézet vzdy v opaéném smeéru (viz obr. M 8.).
Sumarni cirkulace bude tedy rovna pravé puvodni cirkulaci podél kiivky [:

N N

ST :fo;ﬁi.dzj:r. (M.18)
=1 i=1""

Zvolime v prostoru bod A o soutfadnicich z,y, z, vedeme timto bodem rovinu libovolné orientace a
vymezime v této roviné uzavienou krivku malych rozmeéru obklopujici bod A. Plochu omezenou touto
krivkou ozna¢ime AS, cirkulaci podél této kiivky AI'. Budeme nyni délit tuto plosku na mensi casti a
vyclenime posloupnost plosek obsahujicich bod A. Budeme uvazovat limitu

i AL
K50 AS;’



obr. M 8.

pokud takova limita existuje a nezavisi na zpusobu déleni plosky AS. Tato limita bude vSak presto zavisla
na volbé orientace roviny prochazejici bodem A neboli na sméru norméaly k elementarni plosce, na jejiz
hranici cirkulaci uréujeme. Muzeme tedy (podobné jako u definice gradientu) povazovat tuto limitu za
projekci urcitého vektoru do sméru normaly k plosce:

S AT
(rot F) - 1 = Alé—»oAS

(M.19)

Projekce vektoru rot F do daného smeéru predstavuje tedy pomer cirkulace pole po obvodu malé kolmé
plosky k velikosti této plosky. Vektor rot F nazyvame rotaci pole F v bodé A2.
Vratme se nyni k obecné uzaviené kiivce [ obepinajici plochu S. Upravime vztah (M.18) na

S - O N AT
f 2 2. A8, (M.20)
Pro kazdy bod A na plose S muzeme vytvorit posloupnost neomezené se zmensujicich diléich plosek tento

bod stale obsahujicich. V limité ptrejde tedy podil ﬁgf vrot F . a sumu na pravé strané (M.20) muzeme

nahradit integralem pres celou plochu S:

fﬁ cdl = /rotﬁ - dS . (M.21)
! S

Cirkulace vektorového pole podél uzavrené krivky je rovna celkovému toku rotace pole libovolnou plochou,
pro niz krivka | predstavuje hranici. Vztah (M.21) umoznuje ptejit od plosného integralu ke kiivkovému
integralu podél hranice a nazyva se Stokesovou vétou.

Obecna definice rotace (M.19) m4 tu prednost, ze nezavisi na druhu pouzitych souradnic a ddva pojmu
rotace nazorny geometricky smysl. Vyjadiime nyni rotaci v kartézskych soutradnicich podle obr. M 9.

Uvazujme elementarni plosku ve tvaru obdélnika o strandch Az, Ay rovnobéznych s prislusnymi
kartézskymi osami. Necht jeho levy zadni vrchol mé soufadnice x, y, 2. Pifspévek k cirkulaci podél dvojice
rovnobéznych stran (napiiklad levé a pravé) bude

OF,
0y

ATy = ATy + ATy = Fu(z,y,2) Ax — Fy(z,y+ Ay, 2) Az = —

Celkova cirkulace podél obvodu obdélnika

Al = oF, _ OF AS, AS = AxzAy,
ox dy

2V anglosaské literatufe se uzivé pro rotaci ndzvu a oznaceni curl F. Poznamenejme jesté, ze rotaci lze zavést téz stejnym
limitnim pochodem jako u divergence, a to vztahem

rot F = lim AG;

AT AT kde G:]idSXF.

10



obr. M 9.

a tedy
S OF, OF, OF, 0OF, 0F, OF To %o % o
rotF:<Z— CppL e e x>2088:VXF. (M.22)
oy 0z 0Oz ox’ Ox oy gz 0y 0z
F, F, F,

Operator nabla umoznuje vyjadrit rotaci vektorového pole kompaktnim zpusobem jako vektorovy soucin
tohoto operatoru a vektoru pole; poradi obou téchto symbolii nelze ovsem ménit. Volba elementarni plosky
ve tvaru obdélnika opét neomezuje obecnost vysledku.

Operace rotace pritazuje vektorovému poli F jednoznacné jiné vektorové pole G:

—

G = rot F .
Zpétné pritazeni jiz neni jednoznacné; pole FaF + F , kde rot F = 0, maji touz rotaci.
Pro pocitani s rotacemi plati tato ziejma pravidla:
UxC =0, Vx(cF) = cVxE, Vx(F + Fy) = VxFE| + VxFy, VX (fF) = fVXF + VfxF . (M.23)

Uvazme zvlastni pripad, kdy elementérni kiivka [ tésné primyka z obou stran k néjaké plose (naptiklad
plose nespojitosti pole), takze jeji useky ve sméru kolmém k této plose jsou zanedbatelné kratké (obr. M
10.).

Cirkulace bude pak rovna souctu integralu podél obou te¢nych vétvi:

AF — (Flt - th) Al

Provedeme-li iivahu o limitnim zkracovani vétvi Al v okoli bodu A na plose, muzeme definovat takzvanou
plosnou rotaci vztahem

Rot F = iix (Fy — Fy), |Rot F| = Fy, — Fy, . (M.24)

11



obr. M 10.

5. Operatory (aV) a A

Polozme si otazku, jak vyjadrit divergenci a rotaci vektorového soucinu nebo gradient skaldarniho soucinu
dvou vektorovych poli. K tomu tucelu zavedeme dalsi operator (@V) predpisem

0 0 0
— — —. M.2
Go + ayay + @y (M.25)

Tento operdtor ”a-grad” muze pusobit jak na skaldrni, tak na vektorova pole:

of  of | of

(aV) =

(aV)f = o + aya—y g =0 Vi, (M.26)
. OF OF OF OF, OF, OF,
(6V)F = am% + Clyaiy + (lzg = (axax + ayTy + aza, .. ) . (M27)

Bude-li § jednotkovy vektor, potom vyraz (§V)f je projekci gradientu skaldrniho pole f do sméru s, a
je tedy totozny s derivaci pole v tomto sméru. Podobné bychom mohli interpretovat vyraz (sV )ﬁ jako
derivaci vektorového pole ve sméru s.

Nyni muzeme vyjadrit divergenci a rotaci vektorového soucinu a gradient skalarniho souc¢inu dvou
vektorovych poli:

div (Fix ) =V - (Fix F) =F,- (VX F) — F-(VxF), (M.28)
rot (ﬁl X ﬁg) =V X (ﬁl X ﬁg) = (ﬁzV)ﬁl — (ﬁ1V)ﬁ2 + F;V . ﬁg — ﬁgv . ﬁl s (M29)
grad(ﬁl . ﬁg) = V(ﬁl . ﬁg) = (ﬁ1V)ﬁ2 + (ﬁQV)ﬁl + ﬁl X (V X ﬁQ) + ﬁQ X (V X ﬁ1> . (M?)O)

O platnosti téchto ponékud komplikovanéjsich, avsak velmi uziteénych vzorcu se muzeme presvédéit ale-
spon rozepsanim prislusnych vyrazu v kartézskych souradnicich.

Uvédomime-li si, Ze operatory div a rot mohou pusobit pouze na vektorova pole a operdtor grad pouze
na skalarni pole, muzeme z téchto operatoru sestavit pét kombinaci operatoru druhého radu: rot grad, div

12



rot, div grad, grad div a rot rot. Vyjadienim v kartézskych souradnicich se snadno presvédéime, ze vzdy
plati rot grad f =0 a
div rot F = 0. Hlubsf vyznam téchto vztahu bude objasnén v nésledujicim odstaveci.

Operator div grad = A nazyvame Laplaceovym operdtorem a formélné odpovida ¢tverci operatoru
nabla:

A=V.-V=V2.
V kartézskych souradnicich ma zfejmeé tvar

0? 0? 0?
A:@—i—@—i—@. (M31)

Laplacetuv operdtor podobné jako operédtor (¢V) muze pusobit jak na skaldrni tak na vektorova pole.
Pro dvojnésobnou operaci rotace plati vztah

rot rotF = grad divF — AF ; (M.32)
neboli
Vx(VxF)=V(V-F) - AF,

ktery je obdobou vektorové identity ”bac - cab”.

6. Vektorova pole potencialni a solenoidalni

Vektorové pole, které je mozno vyjadrit jako gradient néjakého skalarniho pole

—

F=gradf =Vf, (M.33)

se nazyvé potencidlnim (bezvirovym, zdrojovym). Uvazme kiivkovy integrdl [¥ F.dl po néjaké kiivee mezi
body A a B. Je-li F silové pole, pak tento integral predstavuje praci vykonanou silou po této draze.
Dosadime-li za F' (M.33),muzeme skaldrni soucin v integralu upravit na

ﬁ-df:gradf-df:gdx + gdy + gdz:df.
ox dy 0z

Tento vyraz predstavuje totalni diferencial funkce f(x,y,z) a kiivkovy integral je mozno vypocitat jako
rozdil hodnot funkce f v koncovych bodech:

/A ﬁ-dl:/A df = f(B) — f(A) . (M.34)

Odtud zejména plyne, Ze vysledek nezavisi na volbé dréhy mezi body A a B (viz obr. M 11.).
Protoze pii zpétné integraci od B do A se méni pouze znaménko integralu, zjistujeme,ze cirkulace
potencialniho pole podél uzaviené krivky je vzdy rovna nule:

fﬁ-df:j{gradf-df:o. (M.35)
l l

Ze Stokesovy véty (M.21) plyne
?{gradf dl = /(rot gradf) dS=0.
1 s
Vzhledem k tomu, ze volba plochy S o hranici [ je zcela libovolna, musi v celém prostoru platit
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obr. M 11.

obr. M 12.

rot F = rot gradf =0 . (M.36)

To je nutna a postacujici podminka k tomu, aby pole F bylo potencialni. Z podminky rot F=0 plyne i
fyzikalni pfedstava o potencidlnim poli. Silocary takového pole nesméji vytvaret viry, uzavirat se samy do
sebe.

Vektorové pole, které je mozno vyjadrit jako rotaci néjakého jiného vektorového pole

F=rotG=VxGQ, (M.37)

se nazyva solenoiddlnim (bezzdrojovym, virovym). Vytvoiime uzavienou plochu S tak, ze budeme uvazovat
dvé ruzné plochy Si, Sy o spoleéné hranici [ (obr. M 12.).
Podle Stokesovy véty tok solenoidélniho pole uzavienou plochou S = S; 4+ S, bude nulovy:

]{ﬁ-dng{roté-dgz roté-dgl—/roté-dgngé-df—fé-df:O. (M.38)
s s Sy S l !
Pouzijeme-li Gaussovu vétu, dostaneme
]4 rot G - dS = / div rot GdV =0 . (M.39)
S 1%
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obr. M 13.

Vzhledem k tomu, ze plochu S a objem V' je mozno volit zcela libovolné, musi v celém prostoru platit

div F = div rot G =0 (M.40)

To je nutnéd a postacujici podminka k tomu, aby pole F' bylo solenoidalni. Z podminky div F=0 plyne
i fyzikalni predstava o solenoidélnim poli. Silo¢ary takového pole nesméji mit nikde v prostoru zdroje (v
kladném nebo zaporném smyslu).

Obecné vektorové pole samoziejmé nemusi byt ani potencialni ani solenoidalni a muze mit nenulovou
divergenci i rotaci. Lze vSak dokazat, ze kazdé vektorové pole, které dostatecné rychle klesa v nekonecnu,
muze byt jednozna¢nym zpusobem rozlozeno na soucet potencialniho a solenoidalniho pole. Na obr. M 13.
je orienta¢né znazornén charakter prubéhu silo¢ar potencialniho pole s kladnou a zapornou divergenci a
pole solenoidalniho.

7. Nékteré integralni véty vektorové analyzy

Upravime Gaussovu vétu (M.14) tak, Ze polozime F = figradf, a pouZijeme vztahti (M.16). Tak
dostaneme pruni Greenovu vétu:

]{Sflgradfg -dS = /V(flAfg + gradfigradfy)dV . (M.41)
Z ni snadnymi upravami vyplyne druhd Greenova véta
§ (figradfe — fagradf)-dS = [ (hAf — fAfi)AV (M.42)
a treti Greenova véta
fs oradf - dS = / AfdV . (M.43)
%

Dulezité jsou zvlastni ptipady zobecnéné Gaussovy véty, kterou bychom mohli formulovat takto: obje-
movy integrdal, v némz operdtor nabla pusobi néjakym zpusobem na ndsledujici vektorovd a skaldrni pole,
se rovnd prislusnému plosnému integrdlu, v némz stejnym zpusobem vystupuje vektor elementu plochy dS.
Tak mame
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(M.44)

/ VfdV = 74 £ds
1% S
/V-ﬁdV:?{ﬁ-d§, (M.45)
v
|V xFav=§ aSxF.
v S
Druh4 z téchto vét je jiz zndma véta Gaussova. Treti z nich dokédzeme standartnim postupem. Vynasobime
integral na levé strané skaldrné konstantnim vektorem C', pouzijeme vyraz pro divergenci vektorového

(M.46)

soucinu, Gaussovu vétu a nakonec opét vektor C' vykratime:

/ (3-rotﬁdvz/ div(ﬁx6)dvzf(ﬁxé).d§:fé-d§xﬁ.
1% % S S
Analogicky muzeme dokézat i prvni vétu (M.44).
Nakonec uvedeme jesté vétu o kiivkovém integralu skaldrniho pole
j{fdf: / dS x gradf . (M.47)
I S

Také dikaz této véty lze provést vynasobenim pomocnym konstantnim vektorem Ca pouzitim Stokesovy

veéty.

—

Priklady

M.1 Sestavte si tabulku hlavnich vzorcu a vét vektorové analyzy.
M.2 Urcete divergenci a rotaci nasledujicich vektorovych poli: F' = (x+y, —z+y, —22); F = (2y,2z+
32,3y); F = (2% — 22,2,222). Je-li rot F' = 0, najdéte skaldrn{ pole f takové, aby F' = gradf.
[0, (0,0,—2); 0, (0,0,0), 2zy — 3zy; 4z, (0,—4z,0)]

2. 3. .
T T

M.3 Urcete gradient poli (7 je radiusvektor, ¢ = konst): r; r*;
> @ EF. &
C-T] w2z
. =, =, 7. 27, 37. = 7128 — (EF)F. 12— 2EF)7F
[;a 2T7 3TT) T3y T Ay T pEy ) 3 ) A ]
r. . r©. ¢
r)> o p2y 3y
n. 2 0. 1 A. n. cr EXT
[37 Oa T 07 29 Oa 07 Oa 3 7»3]

M.4 Urcete divergenci a rotaci poli: 7;

M.5 Dokazte véty (M.44) a (M.47).
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1. ZAKLADY TEORIE
RELATIVITY

1. Specialni teorie relativity

V posledni ¢tvrtiné devatenactého stoleti doslo ve fyzice v urcitém smyslu ke schizofrenni situaci. Byl
dovrsen vyvoj klasické Newtonovy mechaniky, ktera nasla matematicky vyraz ve velmi elegantni podobé
Lagrangeova a Hamiltonova formalismu vychazejicich z obecnych varia¢nich principti. Soucasné se podaiilo
Maxwellovi matematicky (a mozn4 jesté elegantnéji) vyjadrit souhrn vsech experimentalnich poznatku o
elektiiné a magnetismu nahromadénych za uplynula tii stoleti, a to v podobé podivuhodnych Maxwellovych
rovnic. Ukézalo se vSak, ze Newtonova mechanika a Maxwellova teorie elektromagnetismu jsou navzajem
v hlubokém vnitinim rozporu.

Newtonova mechanika je zalozena na predstavé o absolutnim prostoru a case. Newton ve svych Prin-
cipiich fika: ” Absolutni, skuteény a matematicky c¢as plyne sdm od sebe a diky své povaze rovnomeérné,
bez vztahu k néjakému vnéjsimu predmétu. Nazyva se téz trvani...Absolutni prostor zustava vzhledem
ke své povaze a bez vztahu k vnéjsimu predmétu stéle stejny a nehybny.” Prostor predstavuje tedy pro
fyzikalni déje jakési jevisté bez kulis, ¢as je nezavisly parametr, kterym lze odmérovat trvani vystupu a
déjstvi prirodniho dramatu.

Pro takzvany ”zdravy lidsky rozum” (déle ZLR) je mozné skutecné piijatelné predstavovat si absolutni
prostor a ¢as. Problém je vSak v tom, ze v absolutnim prostoru se neni ¢eho zachytit. Fyzikalni déje muzeme
popisovat pouze vzhledem k néjaké vztazné soustavé tvorené systémem soufadnic (napiiklad kartézskych)
a s nim spojenymi hodinami (umisténymi napiiklad v pocatku). Systém souradnic musime vézat na néjaké
tuhé téleso, hodiny musi byt tvoreny néjakym realnym systémem, v némz probihd periodicky fyzikalni déj.

Mezi vztaznymi soustavami vybirdme takovou, v niz pusobi pouze pravé sily a plati vSechny tii
Newtonovy pohybové zakony. Pod pravymi silami rozumime ty, u nichz lze vzdy ukézat téleso, které je
zdrojem této sily. Jde tedy v podstaté o vzdjemné pusobeni, interakci téles ¢i ¢astic — jedno téleso pusobi
na druhé silou a druhé na prvni silou opacnou. Nepusobi-li na téleso pravé sily, bude vuci vztazné soustave
v klidu nebo v rovhomérném primocarém pohybu. Takovou vztaznou soustavu nazyvame inercidlni (plati
v ni zakon setrvac¢nosti, inercie).

Je samoziejmé otazkou, zda inercidlni soustava vibec existuje; tuto otazku lze vSsak rozhodnout pouze
experimentalné. Odpovéd proto muZeme zndt jen s experimentélné dosaZitelnou piesnosti. Vime, Ze
vztazna soustava spojena se Sluncem a stalicemi je inercidlni ve vétsi mife, nez vztazna soustava spo-
jend s povrchem Zemé. V jesté vétsi mite bude inercidlni soustava spojena se vzdélenymi galaxiemi.

Soustavu spojenou se Zemi muzeme povazovat za dostatecné inercialni zejména pii studiu déju kratkodobych
ve srovnani s periodou zemské rotace. Kdyby se Zemé otécela podstatné rychleji, méli bychom s mechan-
ickymi pohyby na jejim povrchu zcela jiné zkusenosti. Nékdy se setkdvame s nazorem, ze vasnivé spory mezi
zastanci geocentrické a heliocentrické soustavy, privrzenci Ptolemaiovymi a Kopernikovymi, byly vlastné
zbytetné — s hlediska vztazné soustavy spojené se Sluncem obiha Zemé kolem Slunce a s hlediska vztazné
soustavy spojené se Zemi obiha Slunce kolem Zemé. Pfesny popis pohybu Slunce a planet s hlediska
geocentrické soustavy podal Tycho Brahe; v jeho modelu obihaji planety kolem Slunce a Slunce pak s
nimi kolem Zemé. Tento popis skutecné nelze pomoci astronomickych pozorovani od modelu Kopernikova
odlisit. Presto vSak nejsou obé vztazné soustavy zcela rovnocenné. Heliocentrickd soustava je inercialnéjsi
a popis pohybu planet v ni jednodussi. Souvisi to s tim, ze jde prakticky o soustavu hmotného stredu
slunec¢ni soustavy.

Jakmile mame k dispozici jednu inercidlni soustavu, muzeme ziskat neomezeny pocet dalsich. Vsechny
vztazné soustavy, které budou vuéi této inercidlni vztazné soustavé v rovnomérném piimocarém pohybu
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budou rovnéz inercidlni. Podle Galileiho principu relativity probihaji mechanické déje ve vSech inercialnich
vztaznych soustavach stejné a pomoci mechanickych experimentu nelze tyto soustavy navzajem odliSit.
Koresponduje to se znamou zkusenosti, ze v dopravnim prostiedku, ktery se pohybuje rovnomérné a
primocare bez otfesu nemuzeme zjistit, zda stoji nebo se pohybuje. Galilei to plasticky popisuje ve svém
"Dialogu” na piikladu lodni kabiny bez oken, v piipadé, Ze se plachetni lod pohybuje slabym vétrem
rovnomérné na klidné hladiné.

Pti pfechodu od jedné inercidlni soustavy k druhé se v Newtonové mechanice transformuji soufadnice
podle Galileiho transformaci a cas, ktery predstavuje nezavisle se ménici parametr, je ve vSech soustavach
tyz. Galileiho transformace jsou v souladu s obecnou zkusenosti o skladani rychlosti. Vystieli-li gangster z
jedouciho auta z pusky ve sméru jizdy, bude rychlost kulky vzhledem k povrchu zemskému dana souctem
rychlosti auta a rychlosti kulky vzhledem k autu.

Newtonovy pohybové rovnice popisujici mechanické pohyby jsou vuci Galileiho transformacim in-
variantni, tj. neméni svij tvar. Plyne to z toho, Ze tyto transformace jsou linearni a zrychleni jako
druhé derivace soutadnic podle casu jsou stejnd. Pravé sily zaviseji pouze na vzdélenostech, pripadné
na vzajemnych rychlostech téles a ty se pti prechodu od jedné soustavy k druhé rovnéz neméni. Pro dvé
inercialni soustavy S a S’ tedy plati

-/ Y — =
m'd = F', ma = F .

Proto také mechanické pohyby probihaji ve vSech inercialnich soustavach stejneé.

Naproti tomu Maxwellovy rovnice popisujici elektromagnetické déje (véetné siteni svétla) se pii Galileiho
transformacich méni. Je vSak mozno najit jiné transformace, vuc¢i nimz zustavaji Maxwellovy rovnice in-
variantni - jsou to takzvané transformace Lorentzovy. Zdalo se tedy, ze jsou dvé fyziky, jedna, kterd je
galileiovsky invariantni a druhd lorentzovsky. Obé jsou pfitom potvrzovany experimentalné. Na druhé
strané Lorentzovy transformace maji tu vlastnost, ze pro pohyby rychlostmi mnohem mensimi nez je
rychlost svétla ve vakuu limitné prechézeji v transformace Galileiho.

Mohli bychom tedy predpoklddat, ze Lorentzovy transformace jsou obecnéjsi a projevi se pravé pro
pohyby rychlostmi svétla nebo blizkymi. U béznych mechanickych pohybt malymi rychlostmi se pak
uplatni transformace Galileiho. Je tfeba vidét, ze nejrychlejsi mechanicky pohyb, ktery mohli fyzikové
zkoumat, byl pohyb Zemé na jeji draze kolem Slunce probihajici rychlosti v = 29,7 km.s™ ', tedy zhruba
desetitisicinou rychlosti svétla.

7. Lorentzovych transformaci ovsem vyplyvaji jina pravidla pro skladani rychlosti, nez podle transfor-
maci Galileiho. Zejména z nich plyne, Ze rychlost svétla se nescitd s rychlosti zdroje nebo pozorovatele
a zustava stejnd ve vSech inercidlnich vztaznych soustavach, v rozporu se ZLR. Vystieli-li gangster z
jedouciho auta z laserové pusky bude rychlost siteni laserového paprsku vzhledem k autu i vzhledem k
zemskému povrchu stejna.

Podle predstav 19. stoleti svétlo predstavovalo vInéni svételného éteru (podobné jako zvuk vlnéni
vzduchu) a pii pohybu zdroje ¢i pozorovatele vuéi tomuto éteru by se méla jejich rychlost s rychlosti svétla
scitat, podobné jako na hladiné vody muZeme viny piedbihat nebo se za nimi opozd ovat. Rozhodnout tyto
rozpory mohl pouze experiment.

Rychlost sifeni svétla ve vakuu byla v minulém stoleti jiz znama s velkou presnosti. Aristotelovska
fyzika povazovala rychlost svétla za nekoneénou (Epikuros celkem vystizné pravil, ze svétlo ma rychlost
myslenky). Galilei byl prvni, kdo se pokusil rychlost svétla zmérit stiidavym zakryvanim svétla dvou
luceren umisténych na dvou protilehlych kopcich. Nemohl uspét jednak proto, ze reakce obou pozorovatelu
jsou prilis pomalé, jednak proto, ze nemél dostatecné presné hodiny.

Prvni méfeni rychlosti svétla umoznila astronomie. V roce 1675 dansky astronom Olaus Romer ptisobici
na parizské hvézdarné pozoroval periodu zakrytu Jupiterova mésice lo Jupiterem. Zjistil, ze vzdaluje-li se
Zemé nebo priblizuje k Jupiteru maximélni rychlosti (body B a C na obr. 1.1), tato perioda se zmensuje
nebo zvétsuje podle vztahu

T/
T’:T$AT:T:FUT,

kde v je rychlost Zemé a c rychlost svétla ve vakuu.
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obr. 1.1

obr. 1.2 obr. 1.3

Jev je vlastné analogicky Dopplerovu jevu, kdy dochazi ke zméné pozorované frekvence periodického
déje vlivem pohybu pozorovatele. Pozorovana zména periody zdkrytu byla mald (asi 1,5 s). Rémer mohl
ovéem pozorovat i dalsi jev. Pocatky zakrytti v bodech A a D zemské drahy se opozdovaly asi o 16 minut.
To odpovida dobé, kterou potiebuje svétlo, aby proslo vzdalenost rovnou poloméru drahy Zemé. Z téchto
méfeni bylo mozno stanovit rychlost svétla asi na 214 300 km.s™'; provedl to Christian Huyghens.

V roce 1725 pozoroval anglicky astronom James Bradley takzvanou aberaci stdlic. Pozorujeme-li hvézdu
na obloze béhem roku, méni se thel pozorovani tak, ze hvézda opisuje na obloze jakoby malou elipsu, ktera
muze pripadné prejit v kruznici ¢i tsecku. Je to zpusobeno roénim pohybem Zemé na jeji dréaze kolem
Slunce; stejna situace vznikne, budeme-li béhat v desti po kruznici a budeme smérovat destnik tak, abychom
nezmokli. Necht se hvézda nalézd ve vysce 6 nad obzorem a zména tohoto tihlu v dusledku pohybu Zemé
bude Af (obr. 1.2).

Potom pro maly thel Af mame

vsin 6
Af ~
c
Pro hvézdu v zenitu dostavame krouzek o ihlovém poloméru £ = 10~*rad = 20,5"”. Z této namérené
hodnoty bylo mozno zpétné urcit rychlost svétla. Vedle roéni aberace je mozno pozorovat i denni aberaci
zpusobenou rotaci Zemé (na rovniku rychlosti 0,46 km.s™!) s ihlovym polomérem A6 = 0,3".

Pozemskymi metodami se podarilo zmérit rychlost svétla az v poloviné minulého stoleti. Armand Fizeau
pouzil v roce 1849 rotujictho ozubeného kola, coz je vlastné zdokonalend metoda Galileiho luceren (obr.
1.3). M4-li kolo z zubu a rotuje s frekvenci f, projde svétlo mezerou mezi zuby a po odrazu od zrcadla ve
vzdalenosti [ dorazi pravé k sousedni mezeie za dobu
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obr. 1.4 obr. 1.5

1 21
At = — = —.
2fz c

Odtud je mozno rychlost svétla rovnéz stanovit. Pro zajimavost, Fizeau volil hodnoty z = 720, f =
12,6571, 1 =8,633 km a dostal ¢ = 313 275 km.s™ .

Jesté presnéjsiho vysledku dosahl Jean Foucault v roce 1850 metodou rotujiciho zrcadla (obr. 1.4).
Béhem cesty svételného paprsku od rotujicitho zrcadla k odrazeci a zpét se zrcadlo pootoci o thel a.
Projde-li pak paprsek optickym systémem drahu d, posune se jeho stopa na stinitku o 6 = 2ad. Rychlost
svétla pak uréime ze vztahu

) 8 fld

21
OéZ27TfAt:27Tf;:ﬁ, c=—5

Foucault naméfil ¢ = 298 000 km.s ™. Obé metody, s rotujicim ozubenym kolem i rotujicim zrcadlem
byly pozdéji dale zdokonalovany. Nejpresnéjsich vysledku timto zpusobem dosahl ambiciozni americky
experimentator Albert Abraham Michelson, ktery v roce 1878 méril rychlost svétla rotujicim osmibokym
zrcadlovym hranolem. V roce 1927 méteni opakoval a nechal svételny paprsek probihat vzdalenost mezi
vrcholy Mt.Wilsonu a Mt.St.Antonia v Kalifornii, ktera ¢ini 35 km. Zméfil tak ¢ = 299 796 km.s ™.

Moderni experimentalni metody, zejména laserové, umozituji urcit rychlost svétla s presnosti 4.1079,
tedy pfresnéji nez umime mérit délky. I bylo v roce 1983 dohodnuto vzit takto namérenou hodnotu svétla

¢ = 299 792,458 km.s™!

za presnou a neménnou. Jakakoli budouci zpresnovani hodnoty rychlosti svétla se promitnou do zmény
délky metru a c¢iselna hodnota ¢ se nebude ménit. Poznamenejme, ze ve vzduchu za normalnich podminek
se svétlo §if{ pomaleji 0 91 km.s™1.

Kdyz byla rychlost svétla urcena, zbyvalo ovérit, zda se svétlo skutecné Siti svételnym éterem a zda se
jeho rychlost skldda s rychlostmi zdroju a pozorovatelu pohybujicich se vuéi tomuto éteru. Tato méreni
vyzaduji pfesnost radu Z—j ~ 1078, kterd se zdéla nedosazitelnou. Michelson to pfijal jako vyzvu a v roce
1887 spolu s Edwardem Williamsem Morleyem uskutecnil slavny Michelsonuv - Morleyuv experiment. Je
to jeden z mala experimentu s negativnim vysledkem, ktery vstoupil do historie. Byl uskute¢nén pomoci
Michelsonova interferometru, ktery je na obr. 1.5.

Paprsek ze zdroje Z dopada na polopropustnou desticku A, kde se stépi. Jedna jeho ¢ast projde
vzdalenost [ od desticky k zrcadlu C' a zpét ve sméru pohybu Zemé, druhd jeho ¢ast projde touz vzdalenost
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k zrcadlu B a zpét kolmo k pohybu Zemé. Po odrazech se obé ¢asti paprsku na desti¢ce opét spoji a spolecné
dopadaji na stinitko D, kde spolu interferuji. Pokud se rychlost svétla s rychlosti Zemé vuci nehybnému
éteru scita, bude se prvni ¢ast paprsku po rozdéleni pohybovat po dobu

po b A T A e
AcA = o T v ¢ c2 T 2

Druhd ¢ast projde po preponach dvou pravouhlych trojihelniku (viz obr. 1.5) o odvésnéch vt a [, takze

[

At? =02 + 12, t=

Odtud
1
21 v?\ 2 21 v?
t =2t = —(1—— ~ —([1+—].
ABA c ( c2> c ( 202>
Casové zpozdéni mezi obéma ¢astmi paprsku je tedy l;’—; a rozdil optickych drah Al = [ Z—j

Oba paprsky by tedy mély na stinitku vytvorit soustavu interferenénich prouzku. Pfi otoceni inter-
ferometru o 90 stupinii by mélo dojit k posunu téchto prouzki o 2Al = 21.1078. Je-li délka ramene in-
terferometru napiiklad ! = 15m, bude posun &init 3.10~"m, coz je polovina vlnové délky zlutého svétla.
Predpokladany posun by tedy musel byt pozorovan.

Ptes tsili experimentatoru a pozdéjsi zdokonalovani metody (pouziti masivniho bloku plovouctho ve
rtufovém bazénu, prodluzovani ramen interferometru vicendsobnym odrazem paprski, vyuziti laserového
svétla, opakovani pokusu v ruznych mistech na zemékouli a v ruznych rocnich dobach atd.) Zddny posun
pozorovdn nebyl. Ke vzajemnému zpozdéni paprsku tedy nedoslo, svétlo postupovalo touz rychlosti vSemi
sméry nezavisle na pohybu Zemé. Tento vysledek definitivné zproblematizoval existenci svételného éteru
a nezachranily ho ani pokusy vylozit vysledek strhavanim éteru Zemi.

Vsechny uvedené rozpory se podarilo vytesit Albertu Einsteinovi (1879 — 1955), ktery svym zpusobem
postavil Kolumbovo vajicko na Spicku. V roce 1905, tedy ve svych 26 letech, publikoval ¢lanek ”Zur
Elektrodynamik bewegter Korper” (”K elektrodynamice pohybujicich se téles” ), v némz formuloval zaklady
specidlni teorie relativity (STR). Einstein vysel z analyzy Maxwellovych rovnic, ukézal ze pii prechodu
od jedné inercialni soustavy k druhé plati Lorentzovy transformace, pricemz cas prestava byt nezavislym
parametrem, ale stava se jednou ze soutadnic. Galileiho transformace pak predstavuji pouze limitni piipad
pro pohyby malymi rychlostmi. S takovou situaci, kdy obecnéjsi teorie prechézi pti limitovani néjakého
parametru v jinou teorii, kterd predstavuje zvlastni piipad teorie obecnéjsi, se setkavame ve fyzice castéji
a vyjadrujeme ji jako princip korespondence.

Einstein tak zobecnil Newtonovu mechaniku a vyslovné pritom pozadal Newtona o odpusténi. Zaroven
zobecnil i Galileiho princip relativity na vSechny fyzikalni déje, véetné elektromagnetickych a optickych.
Pokud jde o negativni vysledek Michelsonova experimentu, Einstein se o néj pfimo neopiral, ale v .STR se
predpoklad o existenci svételného éteru prosté stava zbytecnym. Prijmeme-li tezi o stalosti rychlosti svétla
ve vSech inercidlnich vztaznych soustavdch, musime pfijmout i ostatni dusledky, byt sebepodivnéjsi, které
z ni vyplyvaji. Chceme-li se tedy nevéricné podivovat nad ”paradoxy” specidlni teorie relativity, staci se
divit jen jednou, a to stalosti rychlosti svétla.

Zéakladni postulaty STR muzeme tedy formulovat takto:

1. Viechny fyzikalnd déje probihaji stejné ve vsech inercidlnich vztazngch soustavdch (Einsteinuv princip
relativity).

2. Svétlo se $iTt ve vakuu stejnou rychlosti ve vSech inercidlnich vztainiych soustavach (princip stdlosti
rychlosti svétla).
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2. Lorentzovy transformace a jejich dusledky

Ve specidlni teorii relativity budeme vzdy uvazovat dvé inercidlni vztazné soustavy, jednu nehybnou
(laboratorni) oznacenou S a druhou pohybujici se rychlosti v ve sméru osy x a oznacenou jako S’. Osy
x a z’ obou soustav pritom splyvaji a osy y,z a 3/, 2’ jsou vzajemné souhlasné rovnobézné (viz obr. 1.6).
V pocatku kazdé soustavy jsou umistény hodiny, které méii ¢as ¢t a t'. Zrejmeé existuje okamzik, kdy se
pocatky obou soustav O , O’ préveé kryji. Tento okamzik bereme za pocatek pro odecet ¢asu v obou

soustavach. Takova specialni volba dvou vztaznych soustav neovlivni obecnost ziskanych vysledkii.

Predpokladejme, ze v pocatku kazdé soustavy je
umistén svételny zdroj svitici vSemi smeéry. V ne-
hybné soustavé bude se svétlo sitit v kulovych vlno-
plochach, které budou mit v okamziku t rovnici

ZL’Q + y2 + 22 — CQtQ.

V pohybujici se soustavé je vsak rychlost svétla
rovnéz ve vSech smérech stejnd a svétlo bude vytvaret
rovnéz kulové vlnoplochy o rovnici

ZEIQ + y/2 + 2/2 — CQtIQ.

Kdybychom pouzili Galileiho transformace x' = z —
/ /!

vt, vy =, 22 = z, t = t, dostali bychom po
dosazeni do rovnice vinoplochy v S’

2?2 — 2zut + 0?2 + o + 22 = A2

obr. 1.6

Tato rovnice vSak neodpovida rovnici kulové vinoplochy v S; 1isi se od ni podtrzenymi ¢leny. Abychom
dosahli souhlasu obou rovnic, provedeme linedrni transformaci casu: ¢ = t + ax. Koeficient o uréime

dodatecéné. Tak dostaneme

2 — 2avt + vt + P+ 22 =

At? + 2 tax + Aatx? .

Zvolime-li @ = — 5, vyrusi se opét podtrzené cleny a rovnice prejde na tvar

2 2
2 v 2 2 92,2 v

Nyni sta¢i uz jen znormovat x a t koeficientem /1 — Z—; a dostavame Lorentzovy transformace splnujici
podminku, aby svételna vinoplocha byla v nehybné i v pohybujici se soustavé kulova:

T — vt
x/ — !

Obvykle zavadime oznaceni

a zapisujeme Lorentzovy transformace ve tvaru

/

¥ =x—vt), ¥y =y, 2

(1_2%7 y :y7 z

v
t—cle’

z, t = -
v?
1 =

P (1)

C

ft = (1-2). (12)

Vztazna soustava se ziejmé nesmi pohybovat rychlosti svétla; jinak bychom dostali ve jmenovateli
Lorentzovych transformaci nulu. Nelze tedy spojit vztaznou soustavu se svételnym paprskem, resp. s
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fotonem. Pokud by se soustava pohybovala rychlosti vétsi nez svételnou, dostali bychom koeficient ~
imaginarni; nevime ovSem, co by to fyzikalné znamenalo.

Nékdy se zjednodusené tvrdi, ze podle teorie relativity se "nic” nemuze pohybovat rychlosti vétsi nez
je rychlost svétla ve vakuu. Toto tvrzeni neni spravné, nemluvé uz o tom, ze "nic” neni fyzikdlni termin.
Ukazuje se, ze je celd rada velicin a ukazu, které se pohybuji rychlosti nadsvételnou. Tak napiiklad fazova
rychlost sinusové viny, prusecik ostii velmi dlouhych nuzek, svételny zablesk (”prasatko”) v dostatecné
vzdalenosti od zdroje, kterym otacime apod. mohou presahovat rychlost svétla. Podrobnéjsi analyza vsak
prokaze, ze vSechny tyto kuriozni nadsvételné jevy nemohou prendset energii ani informaci. Abychom
prenesli informaci elektromagnetickou vlnou, musime ji modulovat; informace se pak bude sifit nikoli
fazovou rychlosti, nybrz grupovou, ktera je podsvételna. To co se §ifi nadsvételnou rychlosti jsou tedy v
podstaté samé posetilosti.

Nékdy je mozné zanedbat druhou mocninu 3 ve srovnani s jednickou a polozit pfiblizné v ~ 1. Pak
dostaneme takzvané ”pomalé” Lorentzovy transformace

¥ =x—vt, v =y, Z =z t’:t—ﬁx. (1.3)
c
Snadno dostaneme téz zpétné Lorentzovy transformace, tj. vyjadieni necarkovanych velicin pomoci
carkovanych. K tomu zfejmeé staci prosté zmeénit znaménko rychlosti v na opacné.

Lorentzovy transformace lze zapsat téz ve vektorovém tvaru jako

'(7—1)—%], t = 'ylt—:;]. (1.4)

Pro v = (v,0,0) odpovidd tato vektorova forma obvyklym Lorentzovym transformacim. Je vsak obecnéjsi
v tom, ze ji lze pouzit i tehdy, ma-li rychlost ¥ obecny smér (pii zachovani rovnobéznosti soufadnych os).

Z Lorentzovych transformaci plyne cela fada prekvapivych dusledku. Je to predevsim relativita soumistnosti
a soucasnosti. Uvazujme dvé udalosti charakterizované ¢asovym okamzikem a prostorovymi souradnicemi
t1,x1,Y1,21 a to, To, Yo, Zo. Casovy interval mezi nimi v soustavé S bude At = t, — t1, vzdalenost Al =
VAZ? + Ay? + Az?, kde Az = 29 — 24,.... Z (1.2) dostdvame v soustave S’

g

c

At = (At — =Ax), Az’ = ~v(Az — vAt), Ay = Ay, A2 = Az. (1.5)

Odtud je ziejmé, ze jsou-li dvé udalosti v soustavé S soumistné, Al = 0, nemusi byt soumistné v
soustaveé S’.( Al'’ = 0 jen bude-li At = 0). To nas nemusi prekvapovat, nebot s podobnou situact
se setkdvame i v nerelativistické fyzice. Je vSak prekvapivéjsi, ze dvé udalosti soucasné v jedné vztazné
soustavé nemusi byt soucasné v druhé. Je-li At = 0, bude A’ = 0 jen pro udalosti probihajici v témz
misté (pii Az = 0).

Dalsi neobvykly dusledek Lorentzovych transformaci souvisi s tim, ze ¢as probiha v ruznych vztaznych
soustavach ruzné. V pohybujici se soustavé bude ¢as probihat pomaleji nez v soustavé nehybné; nazyvame
to dilatace casu. Mé&jme néjaky objekt, napiiklad téleso ¢i castici pohybujici se rovnomérné piimocaie
rychlosti v ve sméru osy z. Potom s touto ¢astici muzeme spojit pocatek pohybujici se vztazné soustavy
S’ ; tato soustava se nazyva vlastni (klidovd) soustavou cédstice. Je ziejmé, ze vsechny udélosti tykajici se
této ¢astice budou soumistné, budou probihat vzdy v poc¢atku O'. Proto podle (1.5)

Az =0, Az = vAl, At = (At — —vAt) = v AL
C

Budeme-li odecitat c¢as v obou soustavach od spolecného okamziku jejich splynuti a oznac¢ime-li vlastni cas
castice ' = 7, dostaneme vztah pro dilataci ¢asu v podobé

S VR v?
T=Tt = 1o (1.6)

Experimentalni potvrzeni tohoto neobvyklého dusledku lze vidét v tom, ze ¢astice, které maji v klidovém
stavu kratkou dobu zivota, mohou pti pohybu rychlosti blizkou rychlosti svétla urazit drahu odpovidajici
mnohonésobné delsi dobé. Tak napiiklad miony kosmického zéreni, které se v klidu rozpadaji za 2,2.107% s
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obr. 1.7 obr. 1.8

mohou v atmosfére proletét mnoho kilometru, i kdyz by béhem svého zivota mély stacit urazit rychlosti
blizkou rychlosti svétla jen asi 660 m. Podobné se chovaji i ¢astice urychlené na urychlovaé¢ich. V posledni
dobé se jiz podarilo prokazat tento efekt i primym srovnavanim chodu atomovych hodin na Zemi a v
rychle leticich letadlech.

Predstava, ze kosmonaut pohybujici se v raketé rychlosti blizkou rychlosti svétla bude starnout pomaleji
nez pozorovatel na Zemi se zda nesmyslna z hlediska ZLR, tim spiSe, ze v soustavé spojené s raketou by
meél opét starnout pomaleji pozorovatel na Zemi. Je to jeden z mnoha tzv. ”paradoxu” STR, ovSem pouze
zdanlivych. Na samotném faktu, ze se ruzné véci jevi jinak s hlediska ruznych vztaznych soustav neni
jesté nic paradoxniho. Princip relativity pouze tvrdi, ze vSechny fyzikélni (a ovSem i chemické, biologické
atd.) déje probihaji stejné ve vsech inercidlnich vztaznych soustavich. Kosmonaut ve své vlastni vztazné
soustave si bude starnout stejnym tempem jako pozorovatel ve své pozemské soustave.

Urcity problém nastane, setkaji-li se nakonec kosmonaut a pozorovatel ve spoleéné vztazné soustave,
napiiklad na Zemi a budou porovnavat, kdo z nich je starsi. Néekdy hovorime o tzv. ”paradoxu dvojcat”.
Ze dvou stejné starych dvojcat se jeden, pan Bingle, vyda na kosmickou cestu rychlosti v, zatimco jeho
bratr, pan Dingle, zustane na Zemi. Poté, co urazi vzdélenost Az (viz obr. 1.7), zacne se pan Bingle vracet
zpét rychlosti —v na Zem.

Ozna¢me A a D udalosti odletu a priletu pana Bingla na Zem, udéalost B je pristdani pana Bingla na
cilové planeté. Od odletu do priletu uplyne na Zemi doba Atsp, soucasné s pristanim B probéhne na
Zemi néjaka udalost C, z duvodu symetrie ziejmé pravé v poloviné intervalu At 4p. Kosmonaut prozije od
odletu do navratu dobu A7,p, z toho polovinu casu v rychlosti v a druhou v rychlosti —v. Z (1.6) mame

Az
Atyec = Atep = Atap = Algp = ,
v

ATAD = ’y_l(AtAC—i—Ath) = ’Y_IAtAD < AtAD. (17)

S hlediska pana Dingla bude tedy jeho bratr po navratu fyzicky mladsi. Seslejsi stav pana Dingla je
ovsem absolutni fakt, ktery se musi jevit stejné s hlediska jakékoli vztazné soustavy. Jak si jej vysvétli pan
Bingle? Jeho situace neni zcela symetrickd — zatimco jeho bratr travil zivot v inercidlni soustave, pan Bingle
trikrat prechazel z jedné vztazné soustavy do druhé. Travil tedy krusné okamziky prudce neinercialnich
pohybu a presné vzato tloha tim vybocuje z STR. Predstava o tom, ze presedani z jedné inercialni soustavy
do druhé se délo okamzité je samoziejmé idealizaci, ale TeSeni je v ramci STR presto zcela konzistentni.
Zajimavé je, ze zatimco Bingle presedal, Sedivél z toho na Zemi jeho bratr.

Véc je v tom, ze v pohybujicich se soustavach nebudou udélosti B a C soucasné. V soustavé v bude
k B na Zemi soucasna uddlost E a v soustavé —v udélost F (viz obrazek), takze Atpg = ATrgr =
0, ATagp + Atpp = Atsp. Z podminky (1.5) pro zpétnou transformaci dostaneme

1
AtEB = AtBF = ’Y%AZL’/, kde Ax/ = ivATAD.
C
Potom
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AtAD = AtAE“‘AtFD‘I‘AtEF = (AtAE+AtFD)+2AtEB =
YN ATAR + ATrp) + Y3 ATap = (VP8 ATap = YATap (1.8)

v souladu s (1.7). Obecnéjsi feSeni s uvazenim neinercidlnich tseku cesty (brzdéni, urychleni, otocka)
ukazuje, ze v nékterych pripadech muze dojit i k opactnému efektu (rychlejsimu stérnuti kosmonauta),
ale neni duvodu pochybovat o tom, ze zména ve fyzickém staii dvojcat bude realnd. V principu tak
cesta zpét do minulosti, coz by mohlo vyvolat spor s principem pfi¢innosti (pfi¢iny musi vzdy predchézet
néasledkum, i kdyz ”post hoc” nemusi jesté znamenat ”propter hoc”).

S dilataci ¢asu tzce souvisi i relativisticky Doppleriv jev. V roce 1842 zformuloval v Praze Christian
Doppler princip, podle néhoz se frekvence vinéni registrovand pozorovatelem (f) lisi od frekvence vInéni
ve vlastni soustaveé zdroje (fy), pohybuji-li se zdroj a pozorovatel vzdjemnou rychlosti v a je-1i 6 ihel mezi
smérem pohybu a spojnici od zdroje k pozorovateli (viz obr. 1.8):

Jo
- - 1.9
/ 1 —*cost (1.9)
Protoze frekvence je prevracenou hodnotou periody, dostaneme v relativistickém piipadé
4 Jo

= —_ . 1.10
/ 71z Zcost ( )

Pii 6 = 0, 7 dostdvdme takzvany podélny Doppleruv jev, pti 6 = 7 pticny Doppleruv jev:
fod = 7L e = (111)

p 1 F % p

Piicny Doppleruv jev je cisté relativisticky efekt druhého fadu a byl experimentalné pozorovan teprve v
r. 1938 pii vyzatovani rychlych iontu vodiku (H.F.Ives, G.R.Stilwell).

Dalsim relatistickym jevem je takzvana kontrakce délek. Méjme tuhé téleso koneénych rozmeéru a spojme
s nim vztaznou soustavu S’. V této soustavé bude téleso nehybné a jeho vlastni délka zde bude A = I =
xh — x. V nepohybujici se soustavé S musime métit polohu obou koncu télesa v témz okamziku t; = t,.
Z Lorentzovych transformaci pak méame

I'=ay—a2) = ylra—z1—v(ta —t1)] = y(xe —21) = Al
Pro vlastni délku tedy dostavame

l
A=Al = ———. (1.12)

’U2

V- 2
Podélny rozmér pohybujiciho se télesa je tedy zkracen oproti jeho vlastnimu rozméru. Ve stejném
poméru se ziejmé zmensuje i objem télesa. Také tato kontrakce délek je experimentalné potvrzovana; jak
uvidime, jejim piimym dusledkem je i existence magnetického pole. Kontrakce délek a dilatace ¢asu spolu
uzce souviseji. Pripomenme si piipad kosmickych miontu, které probéhly v atmosfére nékolik kilometru -
ve své vlastni soustavé pozoruji, Ze kolem nich probiha vrstva atmosféry, jejiz tloustka je ovSem zkricena

na onéch 660 m, které jsou miony s to béhem svého zivota probéhnout.

Z Lorentzovych transformaci piimo vyplyvaji pravidla pro skldddni rychlosti. Délime-li da’, dy’, dz’

. ~ 7/ . ~ . ’ ~ 7 . ~ 7/ ’ ~ 7/ / ~ /
veli¢inou dt’ a oznac¢ime rychlosti néjaké ¢astice v ¢arkované a necarkované soustave u!, = ‘(%, ce Uy =
dx /7
S - dostavame
’U2
Uy — U u -5
r_ x / Y= c
Up = T v Uy = 1wy (1.13)
c? c?

Pokud se sé¢itaji pouze rychlosti podél osy x, dostavame
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obr. 1.9

!/
u'zﬂ, w= v (1.14)
-5 1+
Odtud je ziejmé, ze soucet dvou rychlosti, tieba blizkych rychlosti svétla, nikdy rychlost svétla nepiesahne.
Snadno ovérime, ze vystrelime-li z rakety pohybujici se témér rychlosti svétla laserovy paprsek, bude po
secteni rychlosti podle (1.14) jeho rychlost stejnd v ¢arkované i necarkované soustave.
Nékdy se muze hodit vektorovy vyraz pro skldadani rychlosti: 1

L, a4 HG-1)-n]  a-v

Pomoci relativistického scitani lze vysvétlit vysledek Fizeauova pokusu se strhavanim éteru proudici
vodou (obr. 1.9). Jedna ¢ast rozstépeného svételného paprsku prochézi vzdalenost 21 ve sméru proudiciho
vodniho sloupce, druhd proti proudu a poté oba interferuji. Rychlost svétla v klidné vodeé souvisi s indexem
lomu n vztahem vg = £; piitom je tato rychlost samoziejmé mnohem vétsi nez rychlost proudéni V. Fizeau
predpokladal, ze svételny éter je castecné strhavan proudici vodou a zavedl tzv. koeficient strhavani k,
takze podle néj rychlost svétla po proudu a proti proudu byla vy = v + kV, vy = vy — kV .Casovy rozdil
chodu obou paprsku, ktery je mozno zmérit posunem interferenénich prouzku, ¢ini tedy

(1.15)

N 22 RV kv
T o —kV v+ kV vy 2

Na zakladé tohoto vztahu mohl Fizeau experimentalné urcit koeficient k a zjistil, ze k = 1 — # Tentyz
vysledek muzeme vSak dostat na zakladé relativistického scitani rychlosti. Je-li rychlost svétla v soustave
spojené s pohybujici se vodou vy, bude v laboratorni soustaveé

voxV 1
v o= 10:|:1)22‘/%00:{:V(1—712) .
Dostavame tedy tyz vysledek jako Fizeau, aniz bychom ptedpokladali existenci éteru a jeho strhavani.

S relativistickym skladanim rychlosti tizce souvisi i transformace sméru. Uvazme okamzik t =t = 0,
kdy pocatky pevné a pohybujici se soustavy splyvaji a méjme c¢astici, ktera se pohybuje v roviné z, z
rychlosti u, resp. @' pod thlem 6, resp. ' vzhledem k ose z (viz obr. 1.10).

Pak mame u, = ucosf, u, = u'cosf’, u, = usinf, u,, = u'sinf. Pouzijeme-li pravidla pro s¢itani
rychlosti (1.13), dostaneme
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obr. 1.10 obr. 1.11

/ B in6
U Uy — U ucosf — v

T

Jde-li o smér svételného paprsku, (obr. 1.11) polozime u = v’ = ¢, a pro v < ¢, v ~ 1 mame

tg 0 —tgl (G sin @

A = r_ ~ r_ = =
é o0 te (6 —6) 1 + tgO'tgd 1 — Bcosh

/A [Fsinf .

Posledni vyraz odpovida klasickému piiblizeni pro Bradleyho aberaci.

V Newtonoveé fyzice jsme zvykli, ze délka, vzdalenost dvou bodu v prostoru Al = \/ (Azx)? 4+ Ay)? + Az)?
se nemeéni pii prechodu z jedné soustavy do druhé, je invariantni. Jak vime v STR tomu tak neni. Ptesto
vsak je mozno vytvorit invariant, ktery se neméni, aplikujeme-li na soutfadnice a ¢as Lorentzovy transfor-
mace. Tento invariant nazyvame intervalem. Ctverec intervalu je

(As)? = A(A)? — (Al)? = A(At)? — (Al')* = invariant . (1.17)

Na rozdil od délky v obycejném euklidovském prostoru muze byt ¢tverec intervalu kladny, zaporny
¢i nulovy a interval muze byt i imaginarni. Zavedeme-li ¢tyfrozmérny prostor udalosti, prostorocas, jehoz
body maji soufadnice ct, z,y, z (koeficient ¢ u t zajistuje fyzikdln{ rozmér délky), potom muzeme interval
povazovat za jakousi svérdznou délku, vzdélenost mezi dvéma uddlostmi tohoto prostoru. Rikdme, ze vzta-
hem (1.17) jsme zadali metriku (zptisob méfeni vzdalenosti) v tomto prostoru. Metrika takto definovaného
¢tyfrozmérného prostoru se ziejmé lisi od metriky ctyirozmérného euklidovského prostoru znaménkem
minus v (1.17). Proto tento prostor nazyvame s matematického hlediska prostor pseudoeuklidovsky nebo
prostor Minkowského.

Interval tzce souvisi s vlastnim ¢asem. Probihaji-li néjaké udalosti s urc¢itym télesem nebo castici, plati
pro né ve vlastni soustavé télesa Al’ = 0. Potom As = cAt’ = cAr, kde 7 je vlastni cas télesa.

Dveé udélosti, dva body prostorocasu (nékdy jej téz nazyvame svétovym prostorem) mohou byt oddéleny
nasledujicimi typy intervalt:

e (As)? > 0, As redlny. Takovy interval nazyvdme casopodobnyim. M4 tu vlastnost, ze vzdy existuje
vztazna soustava, v niz tyto dvé udalosti lze ucinit soumistnymi. To se tyka naptiklad vSech udalosti,
které se déji s jednim télesem a zminéna soustava je jeho vlastni soustava. Takové udalosti mohou
byt pri¢inné spojeny, zivot, vyvoj jednoho télesa (¢éstice) je vzdy Fetézem piicin a nédsledku.

e (As)? =0, Al = £cAt. Takovy interval nazyvéame svétlopodobngm. Dvé udalosti spojené svétlopodobnym
intervalem jsou napiiklad vyslani a prijeti signdlu predavaného rychlosti svétla.

e (As)? <0, As imagindrni. Takovy interval nazyvdme prostoropodobngm. M4 tu vlastnost, ze vidy
existuje vztazna soustava, v niz lze tyto dvé udalosti ucinit soucasnymi. Takové udalosti ziejmé
nemohou byt v pficinném spojeni a nemohou se tykat téhoz télesa.
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obr. 1.12

V prostoru udélosti (svétovém prostoru) obycejné znézornujeme tzv. svételny kuZel. Na obr. 1.12 vidime
jeho projekci do roviny ct, z, kde je zobrazen dvojici piimek x = +ct. Pocatek O predstavuje vychozi
udalost, nase "zde” a "nyni”. VSechny udélosti spojené s touto vychozi udalosti ¢asopodobnym intervalem
lezi uvnitt svételného kuzele (vlastné dvojkuzele), svétlopodobnym intervalem na plasti tohoto kuzele a
prostoropodobnym intervalem mimo tento kuzel. Zivot télesa tedy predstavuje sled bodit v prostorocase
(svétobodt) spojenych svétoc¢arou prochézejici vrcholem svételného kuzele; udélosti minulé pod osou x,
udalosti budouci nad ni.
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3. Relativisticka dynamika

Zakladnimi pojmy dynamiky jsou hybnost a sila. Po zkuSenosti s polohovym vektorem a Lorentzovymi
transformacemi je logické pozadovat, aby i vektor hybnosti p' = (ps, py,p.) projevoval podobné trans-
formacni vlastnosti jako polohovy vektor, tedy zejména aby platilo p; = py, D, = p.. Lze se presvedcit, ze
takovému pozadavku bude vyhovéno, budeme-li definovat hybnost ¢astice o hmotnosti m a pohybujici se
rychlosti @ vztahem

7= lmuqﬁ . (1.18)
c2

V souhlase s principem korespondence prechazi tato definice v nerelativistickou hybnost pii v < c.
Hmotnost m je konstantni a nazyva se téz klidovou hmotnosti.

K pretransformovani slozek p,, p, nam nyni postaci pravidla pro sklddani rychlosti (1.13):

mau, mu, .
p;,z = 1 y7u,2 = z 2 = Dy,z - (119)
e T2
Pti dpravé jsme zlomek rozsitili /1 — Z—; a pouzili identity
1 1—
_ = (1.20)
1- V1-%
kterou si ve volné chvili snadno dokazeme.
Pretransformujeme nyni slozku p, s pouzitim (1.20)
) mul, M, v mc? 16}
- M (e 0T ) — PRy 1.21
ju8 s 7( —= @ —1‘22) v (p B (1.21)
Jako E jsme oznacili vyraz
2
E=- 4 (1.22)
=

ktery mé rozmeér energie. Je logické predpokladat, ze prfedstavuje energii volné, bezsilové ¢astice. Pro malé
rychlosti prechazi v konstantni hodnotu

Ey = mc?, (1.23)

kterou muzeme nazvat klidovou energii ¢dastice. Je to ziejmé vlastni energie ¢astice v jeji klidové soustave.
V nerelativistické fyzice se sice s takovou konstantni energii nesetkdvame, ale energie je tam definovana s
presnosti na adi¢ni konstantu, takze k rozporu nedochazi. Kinetickou energii v.STR muzeme rozlozit do
g ) .
fady pro malé hodnoty pomeéru %:

1
2\ "3 1 2 3 4
Ek:E—mCQng(l—Z) —m022m02<1—|—27;+824+-~-—1>:
1 3wt
_ 5mu2 + ST 4. (1.24)

v s

praci. Vykon takové sily bude

. iy d(mﬁ)ﬁdm@
—_— -u —

P = F.iq= ——
YTat T w



Protoze P = ‘fi—f, dostaneme integraci

2
EF = —— + konst. (1.25)

Jig
Pro urceni integraéni konstanty v (1.25) nemame teoreticky podklad. Zustava totiz otazkou, zda klidova
energie (1.23) predstavuje skuteéné tiplnou energii ¢astice. Teprve experimentédlni objev anihilace ¢astic a
anticéstic, kdy klidova energie zcela mizi a méni se v energii kinetickou a energii zafeni (dochézi k iplnému
uvolnéni energie), umoznil polozit integrac¢ni konstantu v (1.25) rovnou nule.

Poznamka. Nékdy se zavadi takzvand relativistickd hmotnost m = C%, ktera roste pri priblizovani
rychlosti ¢astice rychlosti svétla a pti nulové rychlosti prechazi v hmotnost klidovou. Je to vsak zbytecné,
nebot tato veli¢ina je stale imérna energii. Navic se tim pojem hmotnosti zbyteéné komplikuje - v po-
hybové rovnici uz totiz nemuzeme vytknout hmotnost jako konstantni a psat F = md. Hmotnost ¢4stice
bude zaviset nejen na velikosti rychlosti, ale i na sméru rychlosti vzhledem ke sméru pusobici sily. Nékdy
se setkavame se starymi pojmy ”hmotnost podélnd” a ”hmotnost pri¢nad”, pusobi-li sila rovnobézné nebo
kolmo ke sméru rychlosti. Hmotnost tak ziejmé prestava byt vhodnou mirou setrvacnosti castice a je
nejvyssi cas se tohoto pojmu zbavit. Néco jiného je klidovd hmotnost Castice, ktera predstavuje urcitou
skalarni, invariantni vlastnost. I tu ovSem muzeme vyjadiovat jako klidovou energii v energetickych jed-
notkach (u ¢éstic v elektronvoltech a jejich nasobcich).

Vratme se nynf k transformacnimu vztahu pro slozku hybnosti p, (1.21). Vidime, Ze tato slozka hybnosti
se pii transformaci vaze s energii, podobné jako u Lorentzovych transformaci se souradnice x vaze s Casem.
Provedeme jesté transformaci energie (pouzijeme ptitom uzitecného vztahu (1.20)):

mc? mc? My
E' = —— =7 — —v =] = (E — vp,) . (1.26)
Vi-a - -z
Vidime, ze STR spojuje vzdy jednu skalarni a jednu vektorovou veli¢inu do ¢tvefice soutadnic, které se
pii prechodu od jedné inercidlni soustavy k druhé transformuji spolecné. Vznika tak polohovy ctyrvektor

v prostorocase, ktery muzeme zapsat ve formé (ct,z,y,z) = (2° 2,22 2%) nebo ctyrhybnost (EtyFvektor

energie - hybnosti) (%, Dy Py pz) = (p° p*, p% p?), a jiné. S matematického hlediska jsou to vektory ve
¢tyfrozmérném prostoru Minkowského a transformuji se podle obecnych Lorentzovych transformaci

a® =~y(a® — pa'), at =~(a' — Ba°), a? = a’, a®=a’. (1.27)

(Jde o tzv. kontravariantni slozky ¢tyivektoru, které se znac¢i hornimi indexy).
Invariant (”délku”) téchto ctyfvektoru muzeme vyjadrit jako

(a®)* — (a")? — (a*)? — (¢*)? = invariant.

Vime, Ze pro polohovy ¢tyivektor je timto invariantem interval. Pro ¢tythybnost dostavame

E? m2c? m2u?®

2 _ 22
2 u? u? ¢,
¢ -2 1-%

coz je jisté invariant (konstanta).
Odtud dostavame dulezity relativisticky vztah mezi energii a hybnosti:

E = /p*c® + m?ct. (1.28)

V nerelativistickém piipadé tomuto vztahu odpovida pouze kinetickd energie volné ¢astice £ = %. Existuji
i ¢éstice o nulové klidové hmotnosti (napiiklad foton) a pro né pak z (1.28) dostaneme

E =pc. (1.29)

Nakonec najdeme vztah pro transformaci sily z jedné vztazné soustavy do druhé. Pozadujeme piitom,
aby Newtonuv pohybovy zakon mél formalné tyz tvar jako v nerelativistické fyzice, tj. aby platilo
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F = £7 F' = @ .
dt dat’
Pritom se ovsem budou relativisticky transformovat jak hybnosti tak ¢as. Abychom mohli pti derivovani

podle casu prechazet od necarkovanych velicin k ¢arkovanym a naopak, odvodime napred uzitecny vztah
plynouci z Lorentzovych transformaci a transformace z-ové slozky rychlosti. Protoze

at =y (dt — Saz),
C

mame
wolE) () () o
Vyjadiime nyni slozky sily F pomoci slozek F:
R k1G5 I G- L

Prejdeme k vektorovému vyjadieni. Zapiseme-li rychlost v jako vektor v = (v,0,0), muzeme zapsat
slozky sily ve tvaru

—

v Voo u-v Vo=
Fo = F—ygFu 05 (F-40) = (1—7)F;+7<1—62> Fy+o5(E-a),

u-v
Iy, = 7(1—02> Fy. -
Shrneme-li vztahy pro transformaci slozek sily, muzeme psat

F'-v

F=(1-7) 3 T+~F +

—

YL = oo v -y, ., =
g[v(u-F')—F'(u.fu)] = (=) T+ F + Six (Tx F) . (1.32)

Ma-li sila ve vlastni soustavé zdroje (napiiklad v soustavé spojené s pohybujicim se ndbojem) tvar

7—,‘/

L7
Fo=kg

potom s pouzitim (1.4) polozime-li ¢ = 0 dostaneme

= Ry, 1 .o
F:ﬁ +EUX(UX7_’J).

(1.33)

4. O obecné teorii relativity

Einsteinuv princip relativity hovori o rovnocennosti vSech inercidlnich vztaznych soustav. Jak vime,
v neinercialnich soustavach se objevuji setrvacné sily, které nemaji bezprostiedni puvod v interagujicich
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télesech. Na druhé strané jiz v Newtonové mechanice bylo ustanoveno, a postupné experimentalné ovétovano
se stale vétsi presnosti, ze setrvacna sila a gravitace maji tytéz ucinky, ze setrva¢na hmotnost a gravitacni
hmotnost jsou si umérny, ze je lze je scitat a vyjadrovat v tychz jednotkach. Je to tzv. Newtonuv princip
ekvivalence.

Einstein ucinil dalsi krok a vyslovil predpoklad, Ze setrvacnost a gravitace jsou ptimo totozné. Tim na
jedné strané vytvoril novou teorii gravitace a strané druhé zobecnil teoii relativity i na neinercidlni soustavy.
Tuto teorii proto nazyvame obecnou teorii relativity, OTR. Jeji zakladni postuldty muzeme zformulovat
napiiklad takto:

1. Fyzikdlni zdkony maji stejny tvar ve vSech vztainych soustavdch (obecny princip relativity).

2. Vsechny fyzikalni déje probihaji stejné v inercidlni soustavé, v niz piusobi homogenni gravitacni pole
intenzity § a v neinercidlni soustavé pohybugjici se rovnomérné zrychlené se zrychlenim —g (Finsteinuv
princip ekvivalence).

V malé oblasti prostoru muzeme gravitacni pole vzdy povazovat za homogenni a nahradit je lokalni
vztaznou soustavou pohybujici se vici inercidlnim soustavam s konstantnim zrychlenim. Obecné v prostoru
je vsak gravitacni pole nehomogenni a musime proto stale prechazet od jedné lokdlni vztazné sopustavy
k druhé. To je ekvivalentni predstavé o zakiiveném prostoru. Bud miuzeme prohlésit, ze svételny paprsek
zaktivuje svou drahu pod vlivem gravita¢niho pole nebo proto, ze sam prostor je zakfiven a nejkratsi
drahy, spojnici dvou bodu nelezi v primkach, ale v zaktivenych, takzvanych geodetickych carach.

Gravitaci muzeme tedy nahradit udanim pravidla méreni vzdalenosti, tj. metriky prostorocasu. Nesmime
zapominat, ze v teorii relativity ¢as hraje tilohu jedné ze soutadnic a ze jde tedy o zakiiveny prostorocas,
coz si lze jisté velmi obtizné predstavit. Misto ¢tyfrozmérného pseudoeuklidovského prostoru Minkowského
mame nyni ¢tyfrozmérny prostor pseudoriemannovsky. Je tieba podotknout, ze geometrické vlastnosti
zakiivenych, neeuklidovskych prostoru byly matematicky prozkoumany jiz v poloviné minulého stoleti.
Zabyvali se jimi C.F.Gauss, N.Lobacevsky, J.Bolyai a zejména némecky matematik B.Riemann. Avsak
teprve Einsteinova OTR ukéazala Ze tyto matematické prostory vyjadiuji gravitacni vlastnosti realného
svéta, ze nas fyzikdlni prostor je zaktiven. Geometrie realného svéta se tak stala soucasti fyziky.

Metrické vlastnosti prostoru popisuje takzvany metricky tenzor g,,, pomoci néhoz je mozno zapsat
interval ve tvaru

ds® = g,, da"dz"” .

Recké indexy zde probihaji hodnoty 0,1,2,3 a pres odpovidajici si horn{ a dolni indexy se s¢itd. Met-
ricky tenzor je symetricky a mé tedy obecné deset ruznych slozek (tzv. gravitaénich potencidlu). Pro
pseudoeuklidovsky prostor Minkowského prechézi metricky tenzor na tvar

0 0 O
0 0
0

v prvnim piiblizeni slabého gravitacniho pole dostavame

1+ % 0 0 0

0o -(1-%) 0 0

T = 0 0 -(1-%) 0
0 0 0 - (1-%)

Zde ¢ oznacuje gravitacni potencidl. V silném gravita¢nim poli neni ovSem metricky tenzor diagonalni.
Matematicky formalismus OTR je pomérné naroény a nebudeme se jim zde zabyvat. Podotkneme pouze,
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ze od metrického tenzoru je mozno odvodit takzvany Einsteiniv tenzor krivosti G, ktery vystupuje ve
slavné Einsteinoveé rovnici z roku 1916:

Gu + Mgy = 5T, (1.34)
Na pravé strané vystupuje ctyrtenzor energie - hybnosti T,,,, ktery udava rozlozeni hmoty v prostoru, « je
gravitacni konstanta. Pokud jde o druhy ¢len na levé strané, ma smysl jej uvazovat pouze u kosmologickych
problému vesmiru jako celku; tzv.kosmologickd konstanta A zde je velmi mala.

Einsteinova rovnice tedy spojuje krivost prostoru s rozlozenim hmoty. Ve skutec¢nosti predstavuje deset
rovnic pro gravitaéni potencialy, a to nelinedrnich, nebot gravita¢ni pole, které vyvoldva zakiiveni prostoru
ma samo téz energii a pusobi vlastné samo na sebe. Pfes mimofddnou matematickou obtiznost nalezl
Schwarzschild prvni feseni Einsteinovy rovnice jesté v roce 1916. Slo o feseni pro pifpad centralniho,
stéricky symetrického pole, tedy zobecnéni Newtonova gravitacniho zdkona. Ve sférickych soutadnicich

dava toto TesSeni pro interval

2 "9\ 2.2 dr? 2/ 2 2 2
ds* = (1—)cdt 1 — r*(sin” O0dyp” + db”) . (1.35)
, _Tg
Veli¢ina )
Km
Ty = o (1.36)

predstavuje znamy Schwarzschilduv polomér, pti jehoz dosazeni nastava singularita, gravita¢ni kolaps a
zhrouceni do ¢erné diry. Pro Slunce je tento polomér roven asi 3 km, pro Zemi 0,9 cm. Obecné nebyly
Einsteinovy rovnice dosud vyfteseny, je znamo pouze nékolik dalsich feseni dil¢ich, napiiklad Kerrovo reseni
z 1. 1963 pro rotujici kouli. V. OTR se ukazuje, ze gravita¢ni pole nerotujici a rotujici hmoty jsou ruzna.

Na rozdil od STR, kterd je denné ovérovana technickou praxi, setkdvame se s dusledky OTR pouze v
kosmickych podminkach nebo pii velmi precisnich experimentech. Za prvni experimentalni ovéfeni OTR je
mozno povazovat jev stacent perihelia planet. Vime, Ze pti sebemensi odchylce od Newtonova gravitacniho
zakona prestane se planeta pohybovat po uzaviené elipse a jeji perihelium se za¢ne posouvat. Nejvyraznéjsi
je tento posun u Merkuru, ¢ini 5 600” za stoleti. Z vétsi ¢asti je zpusoben poruchami se strany dalsich
planet a nesféricnosti Slunce, ale hodnotu 43” za stoleti se pired objevem OTR nedafilo vysvétlit. Ze
Schwarzschildova feseni dostavame pro tento posun

6mrmMm
2a(l — e?)

(a je velkd poloosa, e excentricita drahy Merkuru). U Venuse ¢ini toto relativistické posunuti 8,67, u Zemé
3,8” za stoleti, ale u nékterych hmotnych hvézd je tento jev mnohem patrnéjsi (napf. posun periastra u
pulsaru PSR 1913416 ¢inf 4, 2° za rok).

Dalsim dusledkem OTR je ohyb svételnych paprsku prochazejicich v blizkosti velmi hmotného télesa.
Pro Slunce dostavame teoretickou hodnotu

oo = = 42,9"/stoleti .(1.37)

4 M

5 pr—
Rc?

= 1.75". (1.38)

Tento efekt je mozno ovérovat pii zatméni Slunce, kdy se hvézdy lezici v tésné blizkosti zakrytého
slune¢niho kotouce jevi posunuty ze svych obvyklych poloh. Paméatné meéreni Eddingtonovy vypravy
v roce 1919 zjistilo hodnotu 1.98 + 0.12”. Existuje cela fada dalsich testui OTR, jako gravitacni rudy
posuv spektralnich ¢ar pozorovatelny i v zemském gravitacnim poli, gravitacni dilatace casu, zpozdéni
svételného signalu v gravitaénim poli (radiovy signél odrazeny od Venuse a prochézejici v blizkosti Slunce),
ovlivnéni gravitace rotaci (Jupiter), ovlivnéni precese setrvacniku aj. Vyznamnym dukazem by byl objev
gravitacnich vln, o néjz se, zatim bezuspésné pokousely vyzkumné tymy amerického fyzika J.Webera a
ruského V.B.Braginského. Weber se pokousel detekovat soucasné rozkmitani tézkych (1.4 t) hlinfkovych
valcu vzdalenych 1 000 km, Braginsky pracoval s monokrystaly safiru a jeho aparatura by dokazala
piezoelektricky zaznamenat délkové zmény az 1017 cm. Otevienou otdzkou zlstava také existence a vlast-
nosti ¢ernych dér, i kdyz na né byly vytypovany velmi vazné kandidatky mezi astronomickymi objekty.
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Fyzika ¢ernych dér vsak vyzaduje vzit v iivahu i zdkony kvantové fyziky a kvantova teorie gravitace nebyla
dosud vytvorena.

Piiklady

1.1 Mion v kosmickém zateni byl pozorovan, jak v atmosfére urazil od svého vzniku do rozpadu 5 km
rychlosti 0,99¢. Jakou dobu existoval v nasi pozorovaci soustavée, jakou dobu ve vlastni klidové soustavé a
jak silnd vrstva atmosféry prosla kolem ného ve vlastni soustave?

[1,67.107s, 2,33.10~%, 0, Tkm]

1.2 V kosmickém zéfeni se vyskytuji protony o energii 101°GeV. Za jak dlouho proleti nasi Galaxii v
nasi vztazné soustavé a ve své vlastni?

[10°1et, 5min!]

1.3 Z kosmické lodi pohybujici se vzhleden k Zemi rychlosti 0,8¢ byla ve sméru jejitho pohybu vypusténa
raketa rychlosti 0,6¢ vzhledem k lodi. Vlastni délka rakety je 10 m. Jaka je délka této rakety s hlediska
pozorovatele v lodi a s hlediska pozorovatele na Zemi?

[8 m, 3,24 m]

1.4 Fyzik hazardér, ktery piejel autem krizovatku na cervenou a byl zastaven policistou se hajil tim, ze
v dusledku Dopplerova jevu vidél misto ¢ervené zelenou. Fyzikdlné vzdélany policista ho vsak stejné poku-
toval, a to za nedovolenou rychlost. Urcete tuto rychlost za predpokladu, ze ¢ervené odpovida spektralni
cara Ag = 700nm a zelené A = 550nm.

(71 000 km.s™]
1.5 Téleso se vzhledem k dané vztazné soustavé pohybuje rychlosti 0,8c. Urcete pomér mezi jeho

hustotou v této soustavé a hustotou klidovou.

[2,78]
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1.6 Kosmonaut na Mésici pozoruje dvé kosmické lodi blizici se k nému z opacnych stran rychlostmi
0,8¢ a 0,9¢. Jaka je rychlost jedné z lodi mérena z paluby druhé?

[0,988¢]

1.7 Urcete rychlost a drahu relativistické ¢astice, na niz pusobi konstantni sila F'. Porovnejte s rovnomérné
zrychlenym pohybem v nerelativistické fyzice a ukazte, ze rychlost ¢astice neptekrodi c.

2 242 v
[a =L =konst, u=—+%L— v=<(/1+%E —~1), piit— oo,u— (
m 1+a2t2 a C
\/ 2

1.8 Urychlova¢ doddva protonum energii £ = 500GeV. Jaké rychlosti dosahuji ? (Klidova energie

protonu je Ey = 0,938GeV)
v =/1— 25 ¢ =0,999998]

1.9 Jak velkou préci je tfeba vynaloZit na zvySeni rychlosti elektronu z 1,2.10°m.s™! na 2,4.10°m.s!
podle nerelativistické a relativistické mechaniky? (Klidova energie elektronu je 0,511 MeV)

0,122 MeV, 0,296 MeV]

1.10 Mezon 7~ (klidové energie 139,6 MeV) se rozpada z klidu na mion p~ (klidova energie 105,7 MeV)
a antineutrino v. Urcete energii mionu a antineutrina a uvolnénou kinetickou energii.

[109,8 MeV, 29,8 MeV, 33,9 MeV]

1.11 Urcete vazebnou energii ¢astice a v MeV, jsou-li klidové hmotnosti protonu, neutronu a castice «
m, = 1,672 65.107%7 kg, m,, = 1,674 95.10~*"kg, m,, = 6,644.10~>"kg.

28,3 MeV]|

1.12 Energie slune¢niho zéareni, které dopadé za jednotku casu na ¢tvereéni metr na hranici zemské
atmosféry, predstavuje takzvanou sluneéni konstantu K = 1 327 W.m™ 2, stfedni vzdélenost Zemé od
Slunce je 1,5.10"m. Zdrojem slunecni energie je tzv. vodikovy cyklus, pfi némz se vzdy ¢tyii jadra vodiku
(protony) o relativni atomové hmotnosti 1,008 méni na jedno jadro helia (4,0039). Urcete tibytek hmotnosti
Slunce a mnozstvi spaleného vodiku za sekundu. Odhadnéte dobu béhem niz by se spalilo mnozstvi vodiku
odpovidajici dnesni hmotnosti Slunce 2.103%kg.

[4,2.105.s7, 5,9.108t.s7%, 10''let]
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2 ELEKTROSTATIKA

1. Elektricky naboj

Zakladnimi stavebnimi kameny latky jsou elementarni castice (elektrony, protony, neutrony), které
vytvaieji slolitéjal struktury (atomové jadra, atomy, molekuly). Céstice mezi sebou interaguji, vzdjemné
na sebe pusobi. Dnes zname ¢tyfti typy takového vzajemného pusobeni neboli ¢tyti druhy sil:

1. gravitacni 2. slabhé 3. elektromagnetické 4. silné.

S gravitaénimi silami jsme se setkali v mechanice; jejich velikost udava Newtonuv gravitaéni zékon a
jejich podstatu se snali objasnit OTR. Se slabymi silami se setkdvdme u nékterych druhu radioaktivnich
pfemén za icasti neutrina, silné sily drlf pohromadé atomové jadra a jsou zdrojem jaderné energie. V roce
1983 se podafilo experimentalné prokédzat, le elektromagnetické a slabé sily jsou projevem téle elektroslabé
sily, takle se pocet zdkladnich typt sil zredukoval na tii. V dennim livoté se vedle gravitace setkdvdme
predevaim s pusobenim elektromagnetickym, které je také nejlépe prozkoumano. Sily tfeni, prilnavost,
soudrlnost téles a kapilarita, chemické vazby a reakce Iivé hmoty véetné svalové ¢innosti, sluneéni zéren{
i magnetické sily, to vae ma svuj puvod v elektromagnetickych interakcich.

Elektromagnetické ptisobeni se projevuje pouze mezi nékterymi édsticemi, o nichl' pravime, le jsou
elektricky nabité, le nesou elektrickiy ndboj. Tyto Edstice pak mohou vytvaiet slolité struktury, mohou se
slolitym zptisobem pohybovat, a elektromagnetické sily mezi témito strukturami mohou mit velmi slolitou
povahu - nemusi byt centralni ani izotropni, mohou ruznym zpusobem zaviset na vzdéalenosti a rychlostech
¢astic a nemusi ani spliovat Newtonuv zakon akce a reakce.

Podstatu elektrického naboje nezndme a jeho existence je pro nas zdkladn{ experimentalni fakt. Muleme
pouze uvést jeho vlastnosti; na rozdil od matematickych pojmu soubor téchto vlastnosti nebude nikdy
uplny, experimentalné mohou byt objevovany dalai, nové vlastnosti. Strucné tyto vlastnosti shrneme:

1. N4boj neexistuje jako samostatnd substance, je vIdy vdzdn na nabité édstice a charakterizuje jejich
elektromagnetické silové pusobeni. Je molné ho zjistit jen prostiednictvim tohoto silového ptisobeni; jediny
osamoceny naboj ve vesmiru by se nijak neprojevoval.

2. Na rozdil od gravita¢nich sil jsou sily mezi naboji jak piitallivé tak odpudivé. To lze vysvétlit ne-
jjednoduaeji tak, le existuji dva druhy ndboje - kladny a zdporny, pii ¢eml naboje stejného znameni se
vzajemné odpuzuji, naboje opacného znameni se pritahuji. S hlediska elektrickych sil se nic nezméni,
vyménime-li znaménka u vaech nabojiu. Ukazuje se, le v pifrodé existuje symetrie mezi ¢dsticemi a
anticdsticemi: ke kaldé ¢éstici existuje anticdstice s opacnym znaménkem elektrického nédboje (a nékterych
dalaich tzv. kvantovych ¢isel). Tato podivuhodnd symetrie souvisi i s vlastnostmi prostoru a ¢asu - nazorné
Ize Fici, le zrcadlovy obraz ¢dstice mé i opacny naboj.

3. Plati zdkon zachovani ndboje. Naboj je nestvoritelny a nezni¢itelny, pti reakcich mezi ¢asticemi je
celkovy naboj pred reakei vldy roven celkovému néboji po reakci. Celkové mnolstvi elektrického nédboje v
elektricky izolované soustavé (tj. takové, jejil hranici nemohou prochdzet ndboje) zustava stejné. Experi-
mentalni dukaz tohoto zakona podal M. Faraday r. 1843.

4. Naboj se neméni pii pohybu, je relativisticky invariantni. Velikost naboje je stejnd ve vaech vztalnych
soustavach. Toto tvrzeni podporuje i skutecnost, le atomy a molekuly tvofené nabitymi ¢dsticemi jsou jako
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celek elektricky neutrdlni.?

5. N4boj je kvantovdn. Existuje nejmenai molny takzvany elementdrni naboj a vaechny ndboje jsou jeho
celymi nasobky. Pro tento fakt nema fyzika dosud uspokojivé vysvétleni; kdyby se vaak podarilo experi-
mentalné prokazat existenci takzvaného magnetického monopaolu, tj. ¢astice nesouci jen jeden magneticky
pol, vyplynulo by kvantovani elektrického néaboje z teorie kvantové fyziky.

Nda vesmir je elektricky kvazineutrdlni, tj. v kaldém dostateéné velkém objemu je vIdy stejné velky
kladny a zaporny naboj. Kdykoliv by doalo k oddéleni kladnych a zapornych naboju, projevily by se
mezi takovymi oblastmi obrovské elektrické sily, které by se snalily kvazineutralitu obnovit. Pfitom podle
poslednich poznatkil astrofyziky v naaem vesmiru prevaluji ¢dstice nad anticdsticemi; tato asymetrie je
dusledkem malé prevahy poctu ¢astic nad anticdsticemi na ranych stadiich vyvoje vesmiru (v poméru asi
1 : 10%). Poté, kdyl prevalnd vétaina ¢dstic anihilovala s anti¢dsticemi za vzniku zafeni (tzv. reliktové
zareni), staly se zbylé ¢astice materidlem k tvorbé latkovych struktur naaeho vesmiru.

Predpokléddejme, Te mame dva statické (nehybné) bodové ndboje ve vakuu ve vzdjemné vzdalenosti ro; .
Bodovijm ndbojem rozumime uréitou abstrakei, fyzikdlni model nabité ¢dstice nebo télesa, jehol rozmeéry
jsou zanedbatelné ve srovnani se vzdalenosti mezi télesy. Jak uvidime pozdéji, je-li ndboj téles konecné
velikosti rozlolen s kulovou symetrif, mileme je povalovat piesné za bodové ndboje umisténé ve stiedu
této symetrie.

Také predpoklad o tom, le nédboje jsou statické je abstrakei - realné ndboje jsou vidy v pohybu. Vznik4
proto otazka, zda je elektrostatika, véda o elektrickych nabojich v klidu, vibec opravnéna. Pozdéji uvidime,
le jeji opodstatnéni ve skutec¢nosti vyplyva pouze z molnosti vystfedovat rychlé chaotické pohyby nébojt.

Podle Coulombova zdkona sila, kterou staticky bodovy ndboj ¢; pusobi na ndboj ¢s ve vzdélenosti ro;
ve vakuu, klesa se ctvercem vzdalenosti podobné jako sila gravitacni a je ddna vztahem

ﬁgl :k@fgl :]{577’21. (21)
T21 21
Tato sfla je centrdlni (miif podél spojnice dané jednotkovym vektorem 79,), je pfitallivd nebo odpudivé
podle toho zda ndboje maji nesouhlasnd nebo souhlasnd znameni (jeji velikost pfitom na znaménkéch
naboju nezavisi) a je izotropni, tj. nezavisi na sméru v prostoru.

Maéame-li v prostoru soustavu N bodovych naboju g, které vaechny pusobi na zkuaebni naboj ¢o, od
néhol jsou vzdéleny o4, potom se jejich silové tcinky nezdvisle vektorove scitaji (princip superpozice),
takle vyslednd sila pusobici na ndboj qq bude

Y q
Fo = koY —5 T - (2.2)

Podstatnym tvrzenim Coulombova zdkona je, le sila klesa se ¢tvercem vzdalenosti; to je ovaem nutno
ovérit experimentalné. Piimy experimentalni dikaz provedl Ch. A. Coulomb v roce 1785 pomoci torznich

3Svazky atomil a molekul se neodchyluji v silnych elektrickych a magnetickych polich. Experimentdlné to ovéfovali v r.
1960 J.G.King na molekuldch vodiku a v roce 1963 J.C.Zorn na atomech cesia s presnosti al 1072" ¢, kde e je elementdrni
naboj. Elektrické ndboje protonii a elektronii se v atomech dokonale kompenzuji i tehdy, jsou-li tyto systémy tvofeny tymil
Casticemi pohybujicimi se naprosto odlianym zpusobem, napiiklad v atomu helia a molekule deuteria.
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vah, které sam zkonstruoval (obr. 2.1).

Vahadélko z hedvabné navoskované niti délky 2r
bylo zavéaeno na tenkém stiitbrném dratku délky
[ =76 cm. Na jednom konci vahadélka byla mala
kulicka z bezové duae vyvalend na druhém konci
papirovym kotouckem. Po doteku se stejnou up-
evnénou elektricky nabitou kulickou se obé kulicky
nabily stejnym ndbojem a jejich vzajemna odpu-
diva sila byla vyrovnavana torzni silou dratku. Uhel
zkrutu o mohl byt presné méren odrazem svételného
paprsku zrcatkem Z, celé zafizeni bylo umisténo ve
sklenéném vélci a elektricky izolovano. Moment tecné
slolky Coulombovy sily musi byt roven momentu

torznimu:
GR! F,
T’Ft == z O{7 F21 = ¢ .
2 cos §
(G je modul smyku a R polomér dratku). obr. 2.1

Pres vysokou citlivost torznich vah dosahovala presnost Coulombovych experimentu
5-10% . Pozdéji byl experiment zpiesfiovan a provadén i pro sily pritallivé. Coulomb sdm méfil timto
zpusobem i sily mezi poly dlouhych tycovych magnetu a ustanovil i Coulombuv zdakon pro ndboje mag-
netické. Dnes vime, le magnetické pole je vytvafeno elektrickymi proudy a otézka existence magnetického
naboje (monopdlu) zustdava stéle oteviena.

Pfesnéjai zpusob, jak dokézat , Ie sily mezi bodovymi néboji klesaji se ¢tvercem vzdalenosti, je ovéfit,
le u dutych vodi¢t sidli ndboje jen na vnéjaim povrchu; jak uvidime, je to tvrzeni ekvivalentni. Byl si toho
védom ul H.Cavendish, ktery timto zpusobem ovéiil Coulombuv zékon jil' v roce 1772. Jeho préce byly
vaak publikovany al Maxwellem o sto let pozdéji. Moderni pfesny experiment tohoto typu provedli v r.
1936 S.J. Plimpton a W.E.Lawton. Zakon prevracenych ¢tvercu byl tak experimentalné dokazan s presnosti
107, Zatim nejsou zndmy meze platnosti Coulombova zakona - plati jak pro vesmirné vzdalenosti tak pro
vzdalenosti jaderné. Existuji i dalai molnosti ovéfovani tohoto zékona - kdyby se jen nepatrné odchyloval
od zakonitosti prevracenych c¢tvercu, fotony by musely mit nenulovou klidovou hmotnost a pozorovali
bychom disperzi elektromagnetickych vin ve vakuu.

Dosud jsme ulfvali termin elektricky naboj ve dvou vyznamech - jako fyzikalni jev, vlastnost ¢dstic
a jako fyzikdlni veli¢inu. Abychom mohli mérit velikost elektrického ndboje, musime zvolit konstantu k v
(2.1) a zvolit tak jednotku naboje. V absolutni soustavé jednotek je tato konstanta kladena k = 1, v ndmi
ulfvané soustavé SI ji klademe

k= 21077 = = 0,8988.10" N.m*.C™ 2. (2.3)

471'60

Konstanta v Coulombové zdkonu je tak piimo vazana s rychlosti svétla ve vakuu. Jednotka pro métreni
velikosti néboje takto zavedend se nazyva coulomb (C) a ma fyzikdlni rozmér [TI] (¢as krat proud).*
Podle (2.3) jsme zavedli téI dalai konstantu e nazyvanou permitivita vakua nebo tél elektrickd konstanta.
Vyjadiuje se v jednotkach farad na metr (F.m™~!) a m4 hodnotu gy = 8,854.107'2 F.m~!. Tato konstanta
nemé ovaem ladny bezprostiedni fyzikdlni viznam a souvisi pouze s volbou soustavy jednotek SI.

Po zavedeni jednotky elektrického ndboje se muleme ptédt, jakou m4 velikost elementdrni ndboj, ne-
jmenai molny ndboj, jaky nesou elementdrni ¢astice. PHmy zptuisob stanoveni elementarniho naboje (a
zéroven dukaz kvantovani naboje) predstavuje Millikaniv experiment z roku 1911 (viz obr. 2.2). Pti tomto
experimentu jsou do prostoru mezi vodorovneé orientovanymi deskami kondenzatoru vstrikovany drobné ole-
jové kapicky a je mikroskopem pozorovén jejich pohyb. Systém je umistén ve vakuové komote za snileného

4Coulomb je tedy ampérsekunda.
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obr. 2.2

tlaku vzduchu a termostatovan. Kapicky nesou malé elektrické naboje ziskané tienim prii rozstrikovani;
jejich naboj je molno piipadné ménit ionizujicim zéfenim. Pokud na kondenzitor neni poddno napéti,
budou se kapicky pohybovat vertikdlné doli pod vlivem tile, vztlaku a odporu prostiedi, ktery je molno
popsat Stokesovou silou

Fg = 6mmro

kde r je polomér kapicek, v jejich rychlost a  dynamicka viskozita vzduchu pti daném tlaku. Diky odporu
prostiedi se rychlost kapicek v, ustdli jako konstantni. Poddme-li na kondenzdtor napéti, bude se t4l
kapicka pohybovat vzhiuru k opac¢né nabité desce kondenzatoru, opét konstantni rychlosti vg. Zméiime-
li rychlost kapicky v obou pfipadech, muleme z pohybovych rovnic (oznac¢ime m hmotnost kapicky, m/
hmotnost objemu vytlaceného vzduchu, o hustotu oleje, p hustotu vzduchu)

F, = mg—m'g—6mnrv, = 0, Fr = qF —mg+m/g — 6mnrog = 0

urcit polomér kapicky (obtilné méritelny) a jeji nédboj:

NVg 6mnr

r=3 ), q = —(/—
2(0c —p)g E

(vg +vE) .

Statistickym proméfovanim mnoha kapicek zjistime, le jejich ndboje nejsou rozloleny spojité, le jsou
celymi nasobky nejmenaiho, elementarniho naboje. Typické hodnoty pozorované Millikanem byly: r =
2 —4pum, E=10*—-10°V.m™ ', v ~ 0,1 mm.s~!. Pro elementdrni naboj Millikan dostal e = (1,591 +
0,003).107' C. Jeho kapicky nesly 5 - 25 elektront.

I kdy!l Millikantv experiment byl pozdéji rizné zdokonalovan, jeho presnost neni piilia vysokd. Jinou
molnost, jak urcit elementdrni nadboj poskytuje elektrolyza. Mé&fenim proudu a doby mileme uréit ndboj
pieneseny ionty v elektrolytu. Jde-li o jednovazné ionty (napt. Ag'), potom k vylouceni jednoho molu
stifbra je zapotiebi takzvaného Faradayova ndboje F = 9,649.10* C.mol™!. Elementarni ndboj pak
ziskame, délime-li Faradayuv ndboj Avogadrovou konstantou:

F
¢ =N = 1,602.107" C . (2.4)
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Existuje fada pomérné piesnych metod umolfiujicich méfit takzvany mérny nédboj ¢dstic, tj. pomér
naboje a hmotnosti ¢astice; jde napriklad o pozorovani pohybu nabitych ¢éstic v elektrickych a magnet-
ickych polich. Pro elektron dostdvdme mérny néboj 2= = —1,759.10" C.kg™'. Pak mileme ze znalosti
naboje céastice urcit jeji hmotnost a naopak.

Nabité ¢astice mohou byt rozloleny s velkou hustotou tak, le se ndboj mile jevit spojitym. Ve skutec¢nosti
ovaem jak pfedstava o soustavé bodovych ndboju, tak o spojité rozloleném ndboji jsou pouhymi ab-
strakcemi, modely vice ¢ méné vystihujicimi skuteény stav. Jsou-li ndboje rozloleny v prostoru a je-li v
daném objemu V celkovy naboj ¢ = >-"_; ¢, muleme definovat stiedni hustotu ndboje v tomto objemu
jako p = &. Zvolime-li v okoli daného bodu o soutadnicich z,y, z maly objem AV ktery obsahuje naboj

v
Ag, a budeme jej kolem tohoto bodu stahovat, mtleme definovat objemovou hustotu ndboje vztahem

. Ag
p = AI\I/IEOTV . (2.5)
Tento vztah byva nékdy zapisovan jako derivace j—“ﬂ; neni to vaak korektni, nebo; ; ve skutec¢nosti nezname
funkéni vztah (V). Naproti tomu celkovy ndboj v daném objemu V' mileme vyjadfit jako

Také tento vztah muleme povalovat za definici objemové hustoty néboje.

Jak uvidime, vaechny veli¢iny a vztahy muleme vyjadfovat bud ve formé integrdln{ (vazény na néjaky
objem, plochu ¢ kiivku) nebo diferencialni (jako funkce soufadnic daného bodu). S tohoto hlediska je
naboj velic¢ina integralni a objemové hustota naboje odpovidajici velicina diferencialni. Métime ji zfejmée
v C.m . Vedle objemové hustoty nidboje mileme zavést ploanou hustotu ndboje o a linedrni hustotu
ndboje T, nahradime-li objemovy integral v (2.6) integrédlem ploanym nebo kfivkovym. Ploanou hustotu
pak méifme v C.m ™2, linedrni v C.m ™.

Elektrické ndboje se projevuji pouze svym silovym ptisobenim; to ovaem znamena, le pfi jejich vzajemném
premis; jovani je tfeba konat praci. Uvalujme néjakou soustavu bodovych ndbojiu rozmisténych v danych
bodech prostoru a ptejme se, jak tato soustava vznikla. Mileme si piedstavovat, le ndboje byly ptivodné
vzdaleny v nekoneénu a postupné byly piiblifovdny do vyslednych poloh. Vnéjai sily pfitom konaly praci -
kladnou, pokud ptekondvaly odpudivé sily mezi ndboji, zdpornou, pokud pusobily proti ptitallivym sildm
naboju.

Coulombova sila mezi dvéma néboji, podobné jako Newtonova sila gravitacni, mule byt vyjddiena jako
zaporné vzaty gradient potencidlni energie W

1
S ALC

41 o T21
Tato energie zavisi pouze na velikostech obou naboju a jejich vzdalenosti a nikoli na tom, po jaké draze
byl druhy néboj k prvnimu z nekonecna piiblifovdn. Coulombovy sily jsou, podobné jako sily gravitacni,
konzervativni.

Budeme-li nyn{ ke dvéma nabojum piiblilovat dalai, uplatni se princip superpozice a vyslednd prace
nebude zaviset ani na poiad{ ani na dréze po nil ndboje piiblilujeme. Tato prace vnéjaich sil predstavuje
tedy celkovou elektrostatickou energii soustavy, kterda ma charakter energie potencialni (je funkci vzdélenosti)
a muleme ji zapsat ve tvaru dvojndsobné sumy

11 N qays

W= =
247T€0a

2.7
B=10#a B 27

Koeficient 1/2 je uveden z toho duvodu le v sumé je kaldd dvojice ndboju zapoctena dvakrat.
Uvedeme vlastnosti nékterych konkretnich nabojovych soustav.

1. Rovnovéha soustavy bodovych naboju
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Existuji takové zptsoby rozmisténi bodovych naboju, le vaechny naboje jsou v rovnovéze, tj. ptsobi
na né nulova vyslednd sfla. Umistéme napifklad n stejnych ndboju ¢ symetricky po obvodu krulnice a
umistéme do stfedu krulnice ndboj ¢o. K dosaleni rovnovdhy musime ziejmé volit pro

q
n o= 2 Qo = =3
q
n=3 ="/
2V/2 +1
n =4 Q@ = ———4(q.

Miuleme ovéfit, le ve vaech téchto pifpadech bude elektrostatickd energie rovna nule. Dilelitd je ovaem
otézka, zda rovnovaha téchto soustav je stabiln{ ¢i labilni. Pfitom musime uvalovat malé vychyleni ndboju
z jejich rovnovalnych poloh a zjiaj;ovat, zda sily ostatnich ndboji budou vychylku déle zvétaovat nebo
zda budou vracet ndboj do rovnovalné polohy. Muleme tél zjistit, zda potencialni energie jako funkce
takové vychylky m4 maximum ¢ minimum. Timto zpusobem ovéiime, le rovnovaha soustavy bodovych
naboju je vldy nestabilni a le naboje nelze udrlovat ve stabilni rovnovéze ¢isté elektrostatickymi silami.
Toto tvrzeni je obsahem tzv. Earnshawovy véty a pozdéji je zduvodnime obecné.

2. Elektrostaticka energie linedarniho krystalu

Méjme nekoneénou fadu bodovych naboju stiidavé kladnych a zapornych, téle velikosti (napiiklad
rovné elementarnimu ndboji) rozlolenych podél piimky ve vzdjemnych vzdalenostech a. Takovému uspoiddani
nékdy fikame linearni krystal. Snadno uréime elektrostatickou energii ptipadajici na jeden naboj:

2 2 2
e 1 1 e e o
W = 2(—1+—+---) = —2In2 = — = —2,30.107% — .
4meg 2 3 drega drega a
Jako « jsme zde oznacili velicinu a@ = 2In2 = 1.386 nazyvanou Madelungova konstanta, fadu jednotky.
Pololfme-li a rovné fadové typické vzdalenosti iont v krystalu 10~1%m, vidime, le energie na jeden ndboj je
zapornd a fadove velikosti 10718 joulti. Rovnovaha linearniho krystalu viéi ptiénému vychylend je stabilni,
vuéi podélnému nestabilni.

3. Prostorovy iontovy krystal

Tontové krystaly predstavuji prostorové uspoiddani elektrickych ndboji. Uvalme napiiklad element
takového krystalu v podobé krychle o hrané a, v jejichl rozich jsou rozmistény zdporné elementérni nédboje
a v jejiml centru lelf kladny elementarni ndboj. Elektrostaticka energie takového krystalu bude

e? 12 4 16 ae?
= Treea (12 + NG + 73 \/§> = Ineoa’ a=136.
Vypocet energie prostorového krystalu piipadajici na jeden iont vyladuje pocitaé. Vyslednd energie je
zapornd a liai se od energie linedrniho krystalupouze hodnotou Madelungovy konstanty. Tak pro krystal
chloridu sodného dostavame a = 1.747, pro oxid zinecnaty a = 1.638 atd. Zaporna energie iontového
krystalu s klesajicim a klesa a krystal m4 tedy tendenci se zhroutit. Jeho stabilitu tedy musi zajia, jovat
jiné nel elektrostatické sily.

4. Kulové symetricky spojité rozloleny ndboj

Uvalme objemové nabitou kouli poloméru R o ndbojové hustoté p. Energie takového spojitého uspoiradani
naboje se musi rovnat praci vynalolené na jeho vytvoreni. Piedstavme si, Ie jsme kouli vytvéreli tak jako se
lepi snéhové koule; ke kulovému naboji poloméru r jsme vldy pridévali dalai kulovou slupku tloua, ;ky dr.
Protole kulovy ndboj se navenek chové jako bodovy ndboj umistény v centru, mileme préaci vynalolenou
na pridani dalai slupky pfirovnat energii dvou bodovych naboju ve vzdalenosti r. Integraci pak dostaneme

1 R4 o dwr?pdr ArR°p* 3 1 @

- 471'80 0 §7T7" B r - 1550 n 5 477'60?’
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kde Q je celkovy naboj koule. Kdybychom povalovali napiiklad elektron za takovou objemové nabitou kouli,
mohli bychom tuto energii piirovnat relativistické klidové energii ¢astice m.c? a uréit tak jeji polomér. Pro
elektron (s vynechanim koeficientu 3/5) najdeme takzvany "klasicky polomér elektronu”

62

p = —— = 2,82.10 "m.
r 4megmec? o

Prestole takovy model elektronu je s hlediska moderni fyziky neudrlitelny (nenf také jasné, které obrovské
sily by mohly drlet takovy naboj pohromadé), odpovida ziskany polomér piiblilné rozmértum elementérnich
castic.

Pokud by uvalovany kulové symetricky ndboj byl ploany, mileme jeho energii urcit opét tak, le k
¢astecnému ploanému naboji @)', ktery se chova navenek jako bodovy ndboj v centru, pridavame dalai
naboj d@’. Oba naboje ted zustavaji ve stdlé vzdalenosti R. Pak mdme

1 /QQ’dQ’ 11
AregJo R 24meg R

W:

2. Elektrostatické pole

Vraj jme se k soustavé bodovych naboju ¢, ..., gy, které vaechny pusobi na zkuaebni naboj ¢ sidlici
v bodé o soutradnicich z,y, z. Silu na néboj ¢y vyjadfenou vztahem (2.2) muleme zapsat takto:

. . L1
Fy = @F kde FE =
0 qo (SL’, Y, Z), € 471'80

N g
Y 5 T - (2.8)

Vektor E, ktery jsme zavedli vztahem (2.8), se nazyva intenzitou elektrostatického pole vytvareného
soustavou bodovych naboju. M4 fyzikalni vyznam sily pusobici v daném bodé na jednotkovy zkuaebni
naboj a méif se v jednotkdch newton na coulomb, kterou obvykle zapisujeme jako volt na metr (V.m™*),
kde voltem rozumime joule na coulomb. Vztah (2.8) ndm umolniuje urcit silu na dany ndboj se strany
ostatnich ndboju tak, le nejdifve uréime v kaldém bodé intenzitu elektrostatického pole (pak muleme
zapomenout na naboje, které toto pole vytvéreji) a potom vyndsobime vektor intenzity pole ndbojem v
daném misté. Znalost rozloleni nabojil a znalost intenzity pole, které tyto naboje vytvéreji je ekvivalentni.

Miile vzniknout otézka nakolik je elektrostatické pole fyzikdlné redlné, nakolik vektor E (x,y, z) popisuje
né&jaky fyzikalni stav prostoru, v néml elektrostatické sily ptisobi. V rdmci elektrostatiky nelze tuto otdzku
zodpovédeét, nebo;; elektrostatické pole se projevuje pouze silovym pusobenim na zkuaebni naboj, a to
miuleme popsat ekvivalentnim zptsobem superpozici Coulombovych sil se strany ostatnich ndboju. Jak
uvidime, teprve casové proménné, elektromagnetické pole se projevuje jako nova fyzikalni realita, schopna
existovat mimo elektrické naboje, s vlastni energif, hybnost{ atd. Elektrostatické pole pak mileme chapat
jako zvldatni pifpad elektromagnetického pole, navic matematicky vystiedovany, protole redlné ndboje
nejsou nikdy statické.

Existuje vyhodny zpusob nézorného zobrazovani elektrostatického pole silocarami. Jsou to kiivky,
jejichl’ teéna mé v kaldém bodé smér sily pusobici na kladny jednotkovy zkuaebni elektricky naboj a
hustota silocar je timérna velikosti této sily. Molnost jejich zavedeni vyplyva z Coulombova zékona. Mé&jme
bodovy kladny ndboj ¢ a definujme, le z ného vychdzi N silocar; ty zfejmé probihaji radidlné po pifmkéach
vychazejicich z ndboje a jsou v prostoru rozdéleny izotropné, se stejnou hustotou ve vaech smérech. Veli¢ina
N tedy predstavuje celkovy tok silocar vychazejicich z naboje a protinajicich kolmo kulové plochy poloméru
r se sttedem v bodé, kde je umistén ndaboj. Hustota toku silocar, tj. pocet silocar prochazejicich kolmo
jednotkovou plochy bude -&;. Budeme-li normovat hustotu toku silocar tak, le jej pfirovname velikosti

4rr?”
intenzity elektrického pole, dostaneme
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obr. 2.3

N 1 ¢
Ar? Adweg 12
a tedy
N=2
€0 ’

Mileme tedy fici, Te z kaldého kladného ndboje vychazi pravé L silocar a do zdporného néboje stejny
pocet silocar vstupuje. Kromé toho mohou siloc¢ary také odchazet nebo prichézet z nekonecna. Protole plati
zédkon zachovani nédboje a veli¢ina ¢ se neméni ani za pohybu, muleme postulovat e celkovy pocet silocar
vychazejici z elektrického naboje se zachovava a neméni se ani pri pohybu nédboje. Pro pohybujici se ndboje
nebude ovaem ul platit Coulombtv zdkon a silo¢ary se mohou v prostoru ruzné zhua;jovat a zakiivovat,
ale l4dnd se nemule ztratit ani vzniknout. Mileme fici, e silocdry jsou jakési ”vlasy” elektrického naboje,
které maji tu vzdcnou vlastnost, Ie principidlné nemohou vypadavat. Na obr. 2.3 vidime rozlolen{ silocar
bodovych naboju a dvojic naboju stejného a opaénych znameni.

Nazorny pojem silocary ovaem ani nemusime zavadét. Staci definovat integralni velicinu tok intenzity
elektrického pole plochou S vztahem

— /SE-dQ (2.9)

Tento tok je skaldrni velicina a méii se v jednotkach volt krdt metr (V.m). Hustota toku, tj. intenzita
elektrického pole je pak odpovidajici velicinou diferencialni a je to vektor. Tok vektoru malou rovinnou
ploakou je ziejmé maximalni, je-li rovnobélny s normalou k této ploace a nulovy, je-li k této normale
kolmy; to pravé vyjadiuje skaldrni soucin v integralu (2.9).

Urcime nyni tok intenzity elektrického pole uzavienou plochou obklopujici bodovy kladny néboj.
Pfijmeme piitom dohodu, Ie tok vytékajici z objemu uzavieného plochou budeme povalovat za kladny,
tok vtékajici za zaporny. Je-li tato plocha kulova a naboj ¢ v jejim stiedu, mame ziejmé

:]{E.dg 27§d5_—
S 7T€07’

Bude-li plocha obklopujici ndboj obecného tvaru (obr. 2.4), muleme uvnitf této plochy vést plochu kulovou
se stfedem v néboji a ukdzat, le toky obéma témito plochami jsou stejné.

Vedeme-li kulelovou plochu s malym vrcholovym tihlem, kterd vytne na kulové ploae ploaku dS’ a na
obecné ploae ploaku dS, budou toky témito ploakami d®’ = E(r) dS” a d® = E(R) dS cosf. Pritom vaak
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obr. 2.4 obr. 2.5

intenzity pole jsou v prevraceném poméru ctvercu vzdédlenosti a velikosti ploaek v pomeéru CC%/ = IC%‘;S(’
Mame tedy d®" = d®. Nazorné je ziejmé, le kald4 silo¢ara, kterd protne myalenou kulovou plochu, protne i
obklopujici plochu obecného tvaru. Tento zavér bude platit i tehdy, nebudou li silo¢ary rozdéleny v prostoru
izotropné a dokonce i budou-li zakiiveny. Dukaz lze snadno rozaifit na pripad nebude-li plocha konvexni
(silo¢éra protne plochu vicendsobné) a bude-li ndboj lelet vné plochy; v tomto pifpadé bude ziejmé tok
nulovy. Muleme to zduvodnit i podle obr. 2.5. Leli-li ndboj mimo plochu S, obklopime jej opét myalenou
kulovou plochou S’, ktera se plochy S tésné dotykd a propojime obé plochy malym spojovacim kandlkem.
Néboj ted lelf uvniti spojené plochy S + S’ a tok touto plochou je ® = %. Tento tok vaak pripada cely
na kulovou plochu S’, takle tok plochou S je nulovy.

Bude-li uvnitf uzaviené plochy vice ndbojti, mileme poulit princip superpozice a zformulovat obecny
Gaussuv zdkon:

Tok intenzity elektrického pole libovolnou uzavrenou plochou je roven celkovému ndboji obklopenému
touto plochou deélenému €.

Matematicky muleme Gaussuv zéakon zapsat pro piipad bodovych ndboju a spojité rozlolenych ndboju
takto:

E-dS = = Y g = 1/pdV. (2.10)
o gy JV

Gaussuv zdkon jsme sice odvozovali pro pole elektrostatické, ale protole se velikost ndboje a tedy i
celkovy tok silocar vyjadreny jako tok intenzity elektrického pole neméni ani jsou-li ndboje v pohybu,
mileme pfedpokladat, le Gaussuv zdkon plati zcela obecné i pro pohybujici se ndboje a éasové proménna
elektricka pole. Je to jeden z nejobecnéjaich prirodnich zakonu a ve zvlaatnim pripadé statickych bodovych
naboju z ného plyne zdkon Coulombuv.

Podstatnym tvrzenim Gaussova i Coulombova zdkona je, le intenzita elektrostatického pole bodového
néboje klesd se ¢tvercem vzddlenosti. Ukdleme, e toto tvrzeni je ekvivalentni skutecnosti, le na vnitrnim
povrchu dutych vodiciu nejsou elektrické ndboje. Predstavme si tenkosténnou dutou vodivou kouli nabitou
elektrickym nabojem. Protole ndboje se mohou v objemu vodice volné pohybovat, rozmisti se na povrchu
vodice takovym zpusobem, aby elektrostatické pole uvniti vodice bylo nulové. Kdyby tomu tak nebylo,
nastal by dalai pohyb ndboju ve vodi¢i a museli bychom vyckat, al se rozloleni ndboju ustdli. Vzhledem
ke kulové symetrii muleme ddle ocekdvat, le rozloleni ndboji bude rovnél kulové symetrické, s ploanou
hustotou o.

Vyjdeme-li z piedpokladu, Te plati Gaussiv zdkon, muleme vést uvniti vodice myalenou kulovou
Gaussovu plochu. Tok intenzity elektrického pole touto plochou bude roven nule, a tedy i naboj uvnitt
mus{ byt nulovy. Znamen4 to, le na vnitinim povrchu vodi¢e nebudou ndboje. Potom i intenzita elektro-
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obr. 2.6 obr. 2.7

statického pole v celé dutiné bude rovna nule.

Zpétné vyjdeme z piedpokladu, le pole uvniti dutiny je nulové. V kaldém bodé dutiny muleme vést
dvojkulel s vrcholem v tomto bodé tak, le ndm vytne na opa¢nych koncich kulové ploaky AS, AS’ (viz
obr. 2.6). Prostorovy tihel vymezeny kulelovou plochou ozna¢ime AQ. Nabité ploaky muleme povalovat za
bodové naboje o velikosti cAS, o AS’. Piedpokladejme déle, le pole bodového naboje klesé se vzdélenosti
jako neznamd funkce f(r). Podle principu superpozice vytvaii vybrana dvojice ploaek v bodé A pole o
velikosti E = ko[ASf(r1) — AS’f(rq)]. Protole vaak cely povrch koule muleme takto pokryt dvojicemi
ploaek vy, ;atymi tizkymi kuleliky, musi byt v kaldém pifpadé pifspévek takovych dvojic bodovych néboju
roven nule. Musi tedy platit

r?’

55 - (25) (12) - 5

Vidime tedy, le neznaméd funkce f klesé se étvercem vzdalenosti. Experimentdlni ovéiovani skutecnosti,
le na vnitinim povrchu vodiéi nejsou ndboje je molno provadét s velkou piesnosti a ovérovat tak Coulombuv,
resp. Gaussuv zékon (obr. 2.7). Na tomto principu je zalolen van de Graaffuv elektrostaticky generdtor
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(obr. 2.8).

obr. 2.8

Ze sttidavého zdroje se pres usmérnovac nabiji nekoneény pas z pogumovaného hedvabi; pas se pohybuje
rychlosti nékolika desitek metru za sekundu. Naboj se tak pfendai na vnitini povrch velké duté vodivé
koule a odtud se sdm okamlité pfemis;;uje ne vnéjai povrch. Tak lze kouli nabit znaénym nabojem na
potencial nékolika miliont voltu.

Gaussuv zékon (2.10) muleme pomoci Gaussovy véty vektorové analyzy vyjadiit i v diferencidlnim
tvaru. Plati

L. 1 .
<I>:]{E-d8:— pdV:/divEdV.
S gy JV 1%

Vzhledem k tomu, e rovnost téchto dvou objemovych integralit musi byt splnéna pro libovolny objem,
musi se rovnat i integrované funkce. Vedle toho z podminky konzervativnosti elektrostatického pole a s
poulitim Stokesovy véty mdme

I' = %E-df: /rotE-dgz 0.
! s

Dostavame tak soustavu Mazwellovyjch rovnic pro elektrostatické pole:

divE = 2 rot E = 0. (2.11)
€o

Prvni z téchto rovnic je tedy vlastné Gausstuv zdkon v diferencidlnim tvaru a nazyva se tél rovnici
Poissonovou. Druhé rovnice vyjadiuje, le elektrostatické pole je potencidlni a umoltiuje zavést skaldrni
elektrostaticky potencidl ¢(x,y,z) vztahem

E = -Vop. (2.12)

Znaménko u gradientu potencialu bylo zvoleno tak, aby potencidlni rozdil

—

2 2
Y21 = P2 —¥1 Z/ldgoz —/1E-dl
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vyjadroval praci vnéjaich sil pti premis;;ovani jednotkového elektrického naboje proti silam pole. Je-li
tato prace kladna, zvyauje potencial naboje.

Naproti tomu zavadime veli¢inu opa¢nou potencidlnimu rozdilu, ktera vyjadiuje praci sil pole a nazyva
se napéti:

2—» —
U= ¢ —py = / E-dl.
1

Potenciél je urcen s presnosti na aditivni konstantu a nulovy potencidl mtleme volit kdekoli. Jsou-li vaechny
naboje rozmistény v koneéné oblasti prostoru, muleme zvolit nulovy potencidl v nekoneénu. Potom

Awwe) .
o = —/ E-dl.

[e.9]

Je zfejmé, Te vaechny tii veli¢iny, potencidl, potencidlni rozdil a napéti maji tyl fyzikdlni rozmér a méif se
v tychl jednotkach joule na coulomb, kterou nazyvdme volt (V).
Zavedenim skaldrniho potencidlu je nyni druhd z rovnic (2.11) splnéna automaticky a dosazenim do

prvni z nich dostavame

divE = —div gradp = —Ap = ﬁ,
€0

neboli
Ap = — L (2.13)

Tato rovnice se nazyva Laplaceova - Poissonova.
V té casti prostoru, kde je hustota naboju nulova, musi potencial splnovat Laplaceovu rovnici

Ap =0, (2.14)

s prisluanymi okrajovymi (hrani¢nimi) podminkami. Funkce, které vyhovuji Laplaceové rovnici se nazyvaji
harmonické a maji celou fadu zajimavych vlastnosti. Jednu z nich vyjadiuje tzv. "véta o stiedni hodnote
potencialu”. Podle ni je hodnota potencidlu ve stredu kulové plochy rovna stredni hodnoté potencidlu na této
ploae. Miuleme se o tom presvédcit jednoduchou fyzikalni dvahou. Méjme v néjakém misté ndboj g, ktery
vyvolava v bodé A potencidl ¢. Privedeme-li do bodu A z nekoneéna nédboj ¢’ , potom energie takto vzniklé
soustavy bude rovna ¢'p. Nédboj ¢’ se vaak navenek chova stejné, jako kdyby byl rovnomérné rozprostien
na kulové ploae se stredem v A, kde nédboj ¢ budi stfedni hodnotu potencialu ¢. Je tedy ¢'¢ = ¢'¢. Z
véty o stfedni hodnoté potencidlu napiiklad plyne, le v misté, kde nejsou ndboje, nemile mit potencidl
minimum a elektrostatické pole tak nemule udrlovat vloleny nédboj ve stabilni rovnovéze (Farnshawova
véta). Je-li potencidl na hranici néjaké oblasti nulovy, nemule mit nikde v této oblasti extrém a musi zde
byt tudil vaude roven nule.
V kartézskych soufadnicich mileme Laplaceovu rovnici zapsat jako
Py % D

= 0.
ox? + Oy? * 022

Odtud je rovnél ziejmé, le potencidl nemtle mit extrémy - v takovém misté by vaechny druhé parcialni
derivace musely byt bud kladné nebo zdporné.
Potencial elektrostatického pole bodového naboje je zirejmé
1 T 1

4dmeg Joo 12 dmeg r

Soustava N bodovych naboju tak vytvori v bodé o soufadnicich x,y, z potencial

1

qs
- 9 2.16
o(z,y, 2) p— ; - (2.16)

Pomoci (2.16) muleme zapsat energii soustavy bodovych ndboju (2.7) jako

1

W =3

Y o (2.17)

a=1
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obr. 2.9

(0a je potencial vytvafeny vaemi ostatnimi ndboji v misté, kde sidli ndboj q,). Je-li ndboj rozlolen spojité
v objemu V| ptejde suma v (2.17) na integral a s poulitim Laplaceovy - Poissonovy rovnice a Gaussova
zdkona muleme vyjadiit energii v tomto objemu jako

1
Wy = f/ ppdV = —@/ ©ApdV = _5 [/ div(nggo)dV—/(Vgp)QdV} =
2Jv 2 Jv 2 v v

~F|feveus - [ (verav] .

Plochu S ohrani¢ujici objem V muleme nyni rozpinat do nekone¢na; ptitom bude integrand v ploaném
integralu klesat jako % a v nekonec¢nu tento integral vymizi. Zbyva tedy objemovy integral, ktery se nyni
rozprostie na cely prostor:

W o= %0/ B2V = / wdV | (2.18)
Zde jsme oznacili hustotu energie elekrostatického pole
E2
w = 502 . (2.19)

Energii prostorové rozlolenych statickych naboju muleme tedy vyjadfit bud pomoci ndboju a jejich
vzdalenosti nebo na zdkladé znalosti jimi vyztvareného elektrostatického pole; oba zpusoby jsou matem-
aticky ekvivalentni. Hustotu energie elektrostatického pole nemilleme v prostoru nijak zjistit, fyzikaln{
vyznam ma pouze celkova energie soustavy dana integrdlem (2.18).

Zabyvejme se nyni ilohou uréit elektrostatické pole a potencial daného rozloleni elektrickych naboji.
Nech;; tyto ndboje jsou rozloleny v objemu V a my méme urcit pole a potencial v bodé A o polohovém
vektoru 7. Podle principu superpozice muleme objem V rozdélit na malé, bodové ndboje pdV s polohovymi
vektory 7. Oznacme déle vektor pritvodice daného bodového néboje s bodem A jako R = 7 — (viz obr.
2.9). Intenzitu elektrostatického pole a potencidl pak najdeme integrovanim

~ 1 p(a',y z’)ﬁ dv 1 pla' y,2") dV
E Yy = / — 3 Yy - / 17 . 2.20
(z,9.2) dmeg Jv R3 Pl 9,2) dmeg Jv R ( )

Je-1i ndboj rozlolen ploané nebo linedrné, nastoupi misto objemovych integrali a hustot integraly a hustoty
ploané, resp. linearni.

Je otézka, zda integraly (2.20) budou poskytovat koneéné a spojité hodnoty, zejména v tomto piipadé,
bude-li bod A lelet uvnitf objemu V. Potom totil bude ve jmenovateli integrované funkce nula a integral
miile, ale nemusi konvergovat. Z obecné teorie potencialu vyplyva pro objemové rozloleni ndbojii:
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1. Je-li funkce p konecnd a dostatecné hladka uvniti objemu V', bude pole E vaude koneéné a spojité
a potencial ¢ bude mit navic i parcidlni derivace alespon prvniho fadu.

2. Je-li ndboj rozlolen ploané s hustotou o, nenf na nabité ploae intenzita pole definovana a potenciél zde
nem4d derivaci. Pfi prichodu touto plochou ziistavaji tecné slolky intenzity pole spojité, zatimco normalové
se méni skokem o Z.

Uvedené hraniéni podminky na nabité ploae snadno ziskame z Gaussovy a Stokesovy véty. Predstavime-
li si nizky valcovy objem tésné piimykajici k této ploae, s osou ve sméru normaly, potom mileme zanedbat
tok pole pldatém a uvalovat jen tok podstavami AS. Z Gaussova zdkona pak mame
oAS

(Eln - EQn) AS — .
€0

Vedeme-li uzavienou kiivku tak, Te dvé jeji vétve délky Al prochdzeji tésné podél obou stran plochy,
dostaneme ze Stokesovy véty

(Elt - EZt) Al = 0 .

Na nabité ploae je tedy potencidl spojity a pro normélové a tecné slolky intenzity pole plati

Div E = By, — Fop = =, |Rot E| = Eyy — By = 0. (2.21)
€0

Pii vypoctu intenzity pole muleme tedy poulit bud piimo prvni z integrdlu (2.20), nebo muleme
vypocitat potencidl (druhy integral je skaldrni a tedy jednoduaai) a pak urcit intenzitu ze vztahu (2.12).
Pokud je rozloleni naboju symetrické, mule byt vyhodnéjai poulit pifmo Gausstv zdkon. V pifpadé
nepravidelného rozloleni naboje muleme poulit pfiblilné metody umoltiujici uréit pole v dosti velké
vzdalenosti od nédboje; o ni pojedname v nasledujicim odstavci.

Urcime nyni pole a potencidly nékterych nabojovych usporadani.

1. Nabita primka

Méjme elektricky ndboj rozloleny podél piimky s konstantn{ linedrni hustotou 7 (obr. 2.10) a urceme
intenzitu elektrostatického pole v bodé A ve vzdélenosti r od piimky. Uvalme pfispévky dvou nabojovych
elementti 7dl lelicich ve stejné vzddlenosti [ na obé strany od paty kolmice spuaténé z bodu A na pifmku.
Jejich vektorovy soucet bude ziejmé kolmy k piimce a bude mifit od piimky, je-li ndboj kladny. Jeho
velikost muleme jej zapsat jako

1 7dl
dE =2 ————
cos a4m€0 77
kde y
R=——, I=rtga, dl=——.
cos « cos? «
Po dosazeni a integraci mame
/2
E=_" / cosada = —— . (2.22)
2meqr Jo 2megr

Tyl vysledek bychom dostali jednoduaaim zptisobem piimo z Gaussova zdkona. Na smér vektoru inten-
zity muleme usoudit ze symetrie tlohy a obklopime-li édst pifmky souosym vélcem o poloméru podstavy
r a libovolné délky L, mame pro tok intenzity plaatém valce

E2nmrL = i7'L,
€0

odkud ihned plyne (2.22). Pokud jde o potencial pole, mame

Q = —/Edr: ——" Inr + konst . (2.23)
oo 27'('80
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obr. 2.10

Integraéni konstantu tentokrat nemtleme vybrat tak, aby potencidl v nekone¢nu byl nulovy. Je to pocho-
pitelné, nebo;j jsme do nekonecéna umistili elektrické naboje! Jinak muleme tuto konstantu ovaem volit
libovolné.

2. Nabita rovina a rovinna vrstva

Méjme elektricky ndboj rozloleny rovnomérné na roviné s konstantni ploanou hustotou o a urceme
pole a potencidl v bodé A ve vzdalenosti r od roviny. Mohli bychom naptiklad rozdélit rovinu na dvojice
rovnobélnych tzkych pfimych pasi symetricky umisténych vzhledem k paté kolmice spuaténé s bodu A na
rovinu, povalovat tyto pasy za nabité piimky a séitat jejich piispévky. Ze symetrie tilohy je vaak ziejmé,
le vektor intenzity pole bude mifit kolmo od kladné nabité roviny. Zvolime-li tedy Gaussovu plochu opét
ve tvaru povrchu vélce s osou kolmou k roviné a s podstavami libovolného tvaru a plochy S tak, aby lelely
ve vzdélenosti r na obé strany od roviny, dostaneme

1
E25=—0S5.
0}

Odtud dostaneme pro intenzitu pole a potencial nabité roviny
o

p = ~7 » + konst (2.24)

E =
280

2¢e 0 ’
(pole vpravo od svislé roviny budeme brat jako kladné, vlevo jako zdporné). Je pozoruhodné, Te velikost
intenzity pole se neméni se vzdalenosti od roviny; piredpoklad o tom, le rovina je nekoneénd je ovaem
idealizaci. Prubéh intenzity pole a potencidlu nabité roviny jsou na obr. 2.11. Z ného je patrno, e na
nabité roviné ma normalova slolka intenzity pole nespojitost i

Nabitou rovinu jsme povalovali za nekoneéné tenkou. Ve skutecnosti jde vIdy o nabitou vrstvu koneéné
tlouaj i ky. Je-li takova vrstva nabita s konstantni objemovou hustotou p (viz obr. 2.12) a ma-li aitku a,
miuleme myalené rozfezat vrstvu na nekonecéné tenké roviny s ploanou hustotou ndboje do = pdr a podle
principu superpozice s¢itat prispévky takovych rovinnych naboju. Tak dostaneme vné vrstvy

a/2 pd
E:/ M:ﬂ, 90:—&7’+konst.
—a/2 280 260 280

Uvniti vrstvy se odectou prispévky vrstev o tlouajjce § +1ra g —r:

p [(a a p P,
_ P (e (e N\ -~ — P2 onst .
%, [(2 J”") <2 T)] 0 7 2eg | O
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obr. 2.11 obr. 2.12

Protole jde o prostorové rozloleny naboj, je pole na hranici vrstvy spojité, i kdyl tam nemd derivaci.
Potenciédl ovaem derivaci mé.

Z principu superpozice snadno odvodime priubéh pole a potencialu buzenych dvojicemi souhlasné a ne-
souhlasné nabitych rovin (obr. 2.13). Jsou-li roviny nabité opaénymi ndboji téle velikosti hustoty, bude pole
homogenni a bude zcela soustiedéno mezi rovinami (deskovy kondenzdtor). Vaimnéte si skoku intenzity
elektrického pole na nabitych rovinach.
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obr. 2.13

obr. 2.14

3. Nabita koule

Elektrostatické pole a potencial objemové ¢i povrchové nabité koule uréime snadno pomoci Gaussova
zékona.’Uvedeme proto pouze vysledky graficky zachycené na obr. 2.14.

Je-li koule o poloméru R nabita povrchové s ploanou hustotou o, nese ndboj Q = 47w R?c, je-li nabita
objemoveé s hustotou p, ma néboj %ﬂ'RS p. Pro pole vné koule (r > R) dostavame v obou piipadech stejné
vztahy jako pro bodovy naboj umistény ve stiedu koule:

L e _ Lo (2.25)

JR—— (p — .
Amegr?’ Ameyg T

E =

Pole uvnitt (r < R) povrchové nabité koule bude zfejmé nulové a konstantni potencidl roven potencidlu
na povrchu

1 Q
- = 2.26
YT dneg R (2.26)

pro objemové nabitou kouli dostavame

1 Q I Q 3 Q
Q __ 1 Q @ 2.97
dreo B3 7 A — (2.27)

Snadno se piesvédéime, le na hranici koule jsou splnény poladavky na normalové slolky pole a potencial.

A velmi nesnadno bez ného, Newton musel feait obdobnou tilohu pro gravitaéni pole koule slolitym integrovanim mnoho
let.
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obr. 2.15

Podobnym zpusobem bychom mohli najit pole a potencial buzeny nekoneé¢nym povrchové ¢i objemove
nabitym valcem. Zjistili bychom, Ie navenek se valec chové jako linedrni naboj v ose, pole uvnitf povrchové
nabitého vélce je nulové, uvnitt objemové nabitého véalce bude

LT, Y = _r r? 4 konst .

280 480

E =

4. Pole a potencidl na ose nabité krulnice

Meéjme krulnici poloméru r nabitou s linedrni hustotou 7. Z divodu symetrie mtleme usoudit, le pole
na ose této krulnice bude lelet v této ose, nad rovinou krulnice bude kladné (smér vzhiru) pod rovinou
zaporné (smeér dolu). Uréime, jak z4visi toto pole na vzdédlenosti od stiedu krulnice h (viz obr. 2.15).

Rozdélime krulnici na dvojice protilehlych elementu délky dl, které piedstavuji bodové ndboje 7dl, a
zintegrujeme prispévky takovych dvojic:

I 5 1 ™™ 7dl Trh "
= 2cos« = L —
47’(’50 o h%2+4r? 2€o(h2 + 7’2)3/2 ¥ 2e0V h? 4 r?

(2.28)

Intenzita pole nabyva extrémi ve vzdalenostech h,, = r/v/2, ve stiedu krulnice je pole samoziejmé nulové.

3. Elektricky dipdl a vektor polarizace

Méjme objem V, v néml je néjakym zptusobem rozmistén elektricky naboj; celkovy naboj v tomto
objemu mile piitom byt nulovy i nenulovy. Umistéme v tomto objemu pocatek souiadnic a hledejme
potencial elektrostatického pole v bodé A lelficim ve vzdélenosti r od poc¢dtku napiiklad na ose z. Objem
V rozdélime na malé elementy dV, s nimil budeme zachédzet jako s bodovymi ndboji. Polohové vektory
téchto elementu oznacime 7, pruvodic z tohoto elementu do bodu A ozna¢ime ﬁ, takle R = 7— 7. Princip

superpozice dava
1 pla'y', 2
= dv .
ra 47T€Q /V R
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obr. 2.16 obr. 2.17

Predpokladejme nyni, le bod A leli ve vzdalenosti mnohem vétai nel jsou rozméry objemu V. Potom
mileme povalovat pomér 7//r za maly a rozlolit funkei £ pod integralem do Taylorova rozvoje. Jinak
muleme tél' poulit kosinové véty (viz obr. 2.16)

R = (1412 — 2r1' cos §)Y/?

a binomického rozvoje do druhého iddu r//r ©

1 1 2 ! —-1/2 1
=<1+r—r0089> = -
r

' 1 /7\?
I 5 1+r0086’+2<7ﬂ> (3cos?0 — 1) +---
T r T r T

Dosadime-li tuto fadu do integréalu pro potencial, dostaneme takzvany multipolovy rozvoj elektrostat-
ického pole. Potencidl v bodé dostateéné vzddleném od uvalovaného objemu mileme vyjadiit jako soucet
prispévki, jejichl velikost postupné klesd s rostoucimi mocninami vzddlenosti. V teorii elektromagnetického
pole se dokazuje, Ie takovy rozvoj vldy existuje a je jednoznaény:

P I SAC RS (f(()+f<1+...>, (2.29)
dreg \ 1 r2
Integraly K, nazyvame elektrickymi multipolovymi momenty. Jsou to elektrické charakteristiky daného
objemu, které zaviseji pouze na rozloleni ndboje v tomto objemu a jeho symetrii. Pokud je rozloleni
naboje komplikované ¢i neznamé a nemiilleme ho vypoéitat, mileme se pokusit uréit multipélové momenty
experimentalné z jimi vyvolavaného pole.
Zapiaeme prvni tii multipélové momenty vzhledem k naai volbé bodu A:

1
Ky = /pdV, K, — /r'cosepdv, Ky = 7/ (3 cos2 0 — 1)pdV .
1% 1% 2.Jv

Prvni z multipélovych momentu K, odpovida elektrickému monopdlu, a je to vlastné celkovy néboj
daného objemu. Ve velké vzdalenosti se maly nabity objem jevi jako bodovy néboj, col je pochopitelné.

Pro a<1l (1+a)'2=1-la+2a>-Bad+-..
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V piipadé, le objem bude jako celek nenabity, stane se rozhodujicim dalai ¢len K, ktery piedstavuje
moment elektrického dipolu.

Pro naai specidlni volbu bodu A, kdy r’ cos @ = 2', odpovidd integrdl K z-ové slolce vektorové veliciny,
kterou nazyvame elektricky dipélovij moment a ktery muleme zapsat pro pifpad spojitého a nespojitého
rozloleni nédboju jako

P = /deV, P = Zr;qa. (2.30)
V (e}

Elektricky dipélovy moment je tedy vedle ndboje dalai charakteristika elektrického pusobeni ¢astice ¢i
télesa a méri se v coulombech krat metr. Potencial odpovidajici elektrickému dipélovému momentu je
W _ 1 p-1o 1 p-7

= ) 2.31
drteg 12 dmeg 13 ( )

¥

Na rozdil od potencialu naboje klesa potencidl dipdlu se c¢tvercem vzdalenosti.

Dilelitou je otézka, zda definice elektrického dipélového momentu neni zavisla na volbé poéatku
soutadnic. Prejdeme-li od pocatku souradnic O; k novému pocatku O,, a oznacime vektor spojujici oba
pocatky jako @, bude transformace soutfadnic 7 = 7%, 4+ @ a dip6lovy moment

ﬁl = erxlqa = Z’FLQQOJ_}'C_L)Z%X = ﬁ2+6Q

Elektricky dipélovy moment je tedy invariantni vuci volbé pocatku tehdy, je-li celkovy naboj v objemu
nulovy. Takovy objem se nazyva polarizovany.

Mule se stat, e jak celkovy ndboj v objemu, tak dipélovy moment budou nulové. Pievlddajicim se pak
stane nasledujici ¢len rozvoje odpovidajici elektrickému kvadrupolu. Definujeme jej obecné jako tenzor o
slolkéch

Qij = /‘/(395;% — 0yr?)p AV, (2.32)

v ptipadé bodovych ndboji ve tvaru sumy. Z této definice je zfejmé, le tenzor kvadrupdlového momentu
je symetricky a soucet jeho diagonédlnich momentu je roven nule. V hlavnich osdch budou vaechny nedi-
agondlni momenty nulové a bude-li navic ndboj rozlolen symetricky kolem osy z, dostaneme

1

Qz:v = ny = _5

Potom je kvadrupélovy moment ur¢en jedinym prvkem. Kvadrupdélovy moment bude nezavisly na volbé
pocatku soutradnic, bude-li jak celkovy naboj tak dipélovy moment soustavy nulovy. V naaem multipolovém
rozvoji pro potencial v bodé na ose x bude kvadrupdlovy prispévéek k potencialu

SO(Q) o 1 1 sz

QZZ .

Areg 2 13

a klesd s tfeti mocninou vzdalenosti.

Je-li i kvadrupdlovy moment soustavy nulovy, nastupuje moment oktupdlovy. Tak se s rostouci symetrii
rozloleni naboje uplatiuji stdle vyaal multipdly. Nejvyaal symetrii vykazuje sférické rozloleni naboje; v
tom pripadé jsou vaechny multipélové momenty nulové a nabita koule se navenek chova ptresné tak jako
bodovy néboj (monopdl).

Vaimneme si nyni blile elektrického dipdlu. Bodovim dipdlem nazyvame elektricky neutrdlni ttvar
zanedbatelnych rozmeéru, ktery v prostoru vytvaii elektrické pole o potencidlu daném vztahem (2.31).
Prikladem takovych ttvara mohou byt napriklad nékteré molekuly (nazyvame je polarni). Intenzita elek-
trického pole bodového dipélu bude tedy

Bo vy ! lv(l)ﬁﬂv(ﬁ'”]: ! [3(5'7?)7?—5]. (2.33)

4reg r3 r3 4reg 5 r3

Je-li bodovy dipdl umistén v pocatku soutadnic v roviné z,z a orientovan ve sméru osy z, budou mit
silo¢ary pole pribéh zndzornény na obr. 2.17. Potom pro slolky intenzity pole dostaneme

1 2
E, — WrE g, po= L <?’Z—> . (2.34)

dreg 10 dreg \ r® 13



obr. 2.18 obr. 2.19

Na ose z bude z =0 a

1 2p
E, =0, E, =0, E, = — —, 2.35
v drey 13 ( )
na ose x bude z =0 a 1
p
E, =0, E, =0, E., = — =. 2.36
v dreg 13 ( )

Bodovy elektricky dipdl obycejné aproximujeme dvojici bodovych naboju stejné velikosti a opacnych
znameni ve vzajemné vzdalenosti [. Dipdl ma pak velikost p = ¢l a je orientovan od zaporného naboje ke
kladnému. Pole vytvérené takovou dvojici ndboju ovaem odpovida poli dipdlu (2.33) jen na vzdélenostech
r > [. Umistime-li takovy dipél do pocatku souradnic a orientujeme ve sméru osy z, dostaneme v tomto
priblilen{ z principu superpozice vyrazy, (2.35) resp. (2.36). Takovou dvojici ndboju nazyvame konecny
dipal.

Umistime-li dipél do vnéjaiho homogenniho elektrického pole, bude vyslednd sila pusobici na dipdl
nulovd, ale bude nan pusobit moment silové dvojice (viz obr. 2.18).

D =pxE. (2.37)

Pti nataceni dipélu v homogennim poli kona tento moment silové dvojice praci

A = D da = / pEsina da = —pE cosa
w/2 w/2

Dipdl tak ziska energii zavislou na jeho orientaci vuci sméru pole. Tato energie je rovna
W= —p-E (2.38)

Odecet této energie jsme zvolili tak, Ie ji bereme jako nulovou, je-li dipdl orientovdn kolmo k silo¢ardm
pole, zdpornou je-li orientovan souhlasné se smérem pole a kladnou miti-li proti poli (obr. 2.19).

V nehomogennim elektrickém poli bude na dipdl pusobit vysledna sila. Na obr. 2.20 jsou znazornény
pripady, kdy gradient pole je kolmy na smér silocar a rovnobélny s nim. V prvnim pifpadé muleme napsat
pro x-ovou slolku vysledné sily

OE, OFE, .
F, = Fi—F = qE,—E) ~ ¢q Az = p——cos(3 = p-grad E, .
0z 0z
[ v obecném pripadé dostaneme piimo z (2.38)
F=—-VW =V{@-E) = GV)E . (2.39)

Obecné lze fici, le dipdl po vloleni do vnéjaiho elektrického pole je vIdy natdcen souhlasné se smérem
pole a pak vtahovan do oblasti siln¢jaiho pole.
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obr. 2.20

Atomy a molekuly mohou mit bud své vlastni elektrické dipélové momenty zavislé na vnitinim
uspoiadéani elektrickych naboji nebo mohou ziskat dipélovy moment tak, le se ve vnéjaim poli zpolar-
izuji. Takovy ziskany dipélovy moment se nazyva indukovany, byva o nékolik fddi menai nel vlastni
momenty atomil a molekul a v prvnim piiblileni bude ziejmé imérny intenzité vnéjaiho elektrického pole.
Koeficient imérnosti se nazyva atomovou, resp. molekulovou polarizovatelnosti:

by = F . 2.40
P (

Odhadneme velikost atomové polarizovatelnosti. Poulijeme model vodikového atomu jako zdporné
nabité koule o Bohrové poloméru rg = 0,529.107° m, v jejiml stiedu sidli proton. Takto symetrické
usporadani naboju zfejmé dipolovy momenmt neprojevuje. Nech;; se nyni vlivem vnéjaiho elektrického
pole proton vychyli ze své stiedové polohy na vzdélenost a. Indukovany dipélovy moment bude mit tedy
velikost p = ea. Sila, ktera vyvolala takové posunuti je silou mezi ndbojem e a zadpornym nabojem uvnitt
koule o poloméru a. Tuto silu snadno uréime jako

1 2
F = ¢E = ca
dreg 13
Odtud A .
a = 7TgOTBE7 a = 4meery, = 1,65.107 CV - 'm? .
e

Odtud odhadneme, e napiiklad v poli o obrovské intenzité £ = 106 V.m™! se jadro atomu vodiku vychyli
o pouhych 107'¢ m a indukovany dipélovy moment bude mit velikost p;q = 1,6.1073° C.m. © Odtud
si muleme ucinit predstavu u velikosti vnitroatomovych elektrickych poli. Molekuly, které maji vlastni
dipélové momenty se nazyvaji poldrni. Typickym pifkladem je molekula vody, jejil dipélovy moment
sméfuje od atomu kysliku kolmo smérem k linii atomu vodiku a md velikost p = 6,1.1073° C.m. K
polarnim molekuldm patii dale molekula chlorovodiku, amoniaku, oxidu uhelnatého a dalai. Velikosti
vlastnich dipélovych momentt ukazuji na vnitroatomové elektrickd pole fadove 107V.m™!.

Podobné jako bodové ndboje mohou byt i dipdly rozloleny jakoby spojité v prostoru ¢ na ploae.
Predstavme si nejprve obecnou plochu tvorenou dvéma nekonecéné tenkymi vrstvami, jednou kladné nabitou
s ploanou hustotou naboje o, druhou zaporné nabitou s hustotou —o. Takovou plochu nazyvame elektrickou
dvojurstvou. Vznika napiiklad na povrchu plazmatu, kde pohyblivéjai elektrony se vzdaluji dale od hranice
plazmatu nel ionty, a ma dobré elektrické a tepelné izola¢ni vlastnosti. Muleme na ni pohlilet jako na
ploané rozlolené elektrické dipdly orientované ve sméru normdly a o ploané hustoté py = o Alfi, kde Al je
vzdélenost nabitych ploch. Plocha S dvojvrstvy bude budit v bodé o polohovém vektoru 7 elektrické pole
o potencialu

R ps [ R-dS _ psQ

1 ps - R
as = = . 2.41
477'80 S R3 471'80 S R3 471'50 ( )

p(r) =

"Pfesny kvantové mechanicky vypocet davd hodnotu atomové polarizovatelnosti pro vodik 9/2 krat vétaf. Hodnoty ato-
mové polarizovatelnosti ruznych atomu a molekul najdeme v tabulkach.
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obr. 2.21

Zde Q piedstavuje prostorovy thel, pod nim! je vidét plochu dvojvrstvy z bodu A. To je pozoruhodnd
vlastnost dvojvrstvy - mileme ji libovolné zmuchlat a potencidl v daném bodé se piitom nezméni, za-
chovdme li pifsluany prostorovy thel. Plyne odtud také, le pii piechodu dvojvrstvou se potencial méni
skokem o Iz—i.

Pfejdeme nyni k prostorovému rozloleni elektrickych dipéli. Mysleme si néjaky objem, kde jsou dipély
p rozloleny s hustotou N a vaechny jsou souhlasné orientovany. Objemové hustota elektrickych dipélu
pak bude P=N P a nazyvame ji vektorem elektrické polarizace. Ve skutecnosti nejsou elementarni dipély
(napiiklad molekuldrni{ dipdly v 1dtce) nikdy vaechny souhlasné orientovany a budeme-li se je snalit oriento-
vat vnéjaim elektrickym polem, bude tepelny chaoticky pohyb tuto orientaci opét naruaovat. I tak muleme
vaak zavést vektor polarizace P a definovat jej jako elektricky dipolovy moment jednotky objemu latky. V
pripadé dokonalého usporadani dipdlu bude mit maximalni velikost, v pripadé dokonale neusporadanych
dipélu bude nulovy. Vektor polarizace se méii v jednotkach coulomb na metr ¢tvereény, a ma tedy stejny
rozmeér jako ploand hustota elektrického naboje.

Urcéime potencial elektrostatického pole buzeny v bodé o polohovém vektoru 7 polarizovanym objemem
s vektorem polarizace P(7):

L1 P()-R, 1 [P /div’ﬁ(f’) B
(1) = dmeq /v R3 v = 4dreq /de ( R v 1% R v

1
47’(’60

P(7)-dS div' P()
- — dv
L w bR

~ i AR EE

kde pod div’ se rozumi divergence derivovand podle proménné 7.
Vysledny potencidl je tedy ekvivalentni potencialu pole buzeného ploanym nabojem hustoty o, vdzanym
na povrch télesa a objemovym nabojem hustoty p, vazanym uvniti télesa, kde

o, = P-it, p, = —div P (2.42)

(77 je jednotkovy vektor normaly k povrchu télesa).

Polarizovany objem se tedy chova jako urcité ekvivalentni rozdéleni ploanych a objemovych nédboju.
Vezméme napiiklad objem tvaru valce homogenné polarizovany ve sméru osy (13 = konst). Potom div p
je nulova, normala na plaati valce je kolma k vektoru polarizace a pole takového valce bude ekvivalentni
poli dvou nabitych podstav s opaénym znamenim néboje (obr. 2.21). Je-li valec atihly, bude pfedstavovat
konecny elektricky dipdl s ndboji PAS a —PAS na koncich. Piejde-li valec v nekone¢nou rovinnou vrstvu,
bude ptedstavovat dvojici nesouhlasné nabitych rovin s hustotami naboje ¢ = P a ¢ = —P. Pole uvnitt
takové vrstvy bude tedy mitit proti sméru vektoru polarizace a bude rovno

E, = ——. (2.43)

Pole vné vrstvy bude nulové.
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obr. 2.22

Urcéime jeaté pole polarizované koule. Nech; ; vektor polarizace miii ve sméru osy z a je opét konstantni.
Na povrchu koule se vytvori ploany ndboj s proménnou hustotou

Oy = P.ii = P cosf .

Vime, le pole objemové nabité koule se navenek chové jako pole bodového ndboje v centru. Lze snadno
ukézat, le také pole polarizované koule se navenek chové, jako kdyby cely dipélovy moment koule

— 4 —
§=VP = ;nR°P

byl umistén ve stiedu koule. Ploané rozloleni ndboje na povrchu si totil 1ze piedstavit tak, jako kdybychom
méli dveé vzajemné se prekryvajici koule objemové nabité opaénymi naboji s nepatrné posunutymi stiedy.
V mistech prekryti se naboje kompenzuji, na rovniku je hustota naboje nulova, na pélech maximalni a
rovna P a —P (viz obr. 2.22).

Potom bude potencial vné koule potencidlem dipélu a mileme psét

1 p-# PR

e = ———— = z.
dreg 13 3eo 13

Uvniti koule musi potencial spliiovat Laplaceovu rovnici a hraniéni podminku spojitosti na povrchu
koule. Tomu vaak vyhovi pouze potencidl

1
, = —Pz.
Wi .
Intenzita elektrostatického pole uvniti koule je tedy konstantni, miii proti sméru vektoru polarizace a
je rovna

—

= P

Lze se presvédéit, le teéné slolky pole uvniti a vné koule jsou spojité, normélové slolky se méni skokem o
P/€0.

Fakt, le pole uvniti polarizované koule je homogenni se mule zdat prekvapivy. Ukazuje se, le je to
obecnd vlastnost vaech polarizovanych téles tvaru elipsoidu, jehol jsou koule a nekone¢nd rovinnd vrstva
zvldatnimi pripady.

1. Sily pusobici mezi elektrickymi dipdly

Meéjme dva dipdly pi, p» v roviné z, z, priceml dipdl p; nech;; je umistén v pocatku a orientovan ve
sméru osy z. Pro gradienty slolek pole prvniho dipélu dostaneme

1 (32 15222 0 3r 15xz2>

rd r7 ’ s r7

dE, =
et ireo
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obr. 2.23

grad F, =

Y b

2} <3$ 15222 0 92_1523>

4reg \ 1P r7 rd r7

Slolky sily, kterou tento dipdl piisobi na obecné umistény a orientovany dipdl p, najdeme jako skaldrni
souciny vektoru p, a gradientu piisluané slolky pole. Tak bude-li druhy dipél umistén ve vzdélenosti z na
ose z a souhlasné orientovéan (obr. 2.23), budou slolky sily

I 6pip2

F, = py-grad £, = 0, F, = py-grad £, = —
dreg 1t

Znaménko minus ukazuje, le jde o silu pritallivou.
Bude-li druhy dipdl umistén ve vzdalenosti x na ose x a opét souhlasné orientovan, dostaneme odpu-

divou sflu o slolkéch

1 3
F, = Pipz g .

dreg 1t

Nejzajimavéjai je pifpad, kdyl druhy dipdl je opét umistén na ose z, ale orientovan kolmo k prvnimu
dipolu, naptiklad smérem od ného. Pak dostaneme

L 3pips
dmeg T4

F, =0, F, =

Ve vaech pripadech klesa sila se ¢tvrtou mocninou vzdalenosti, ale jak ukazuje posledni piipad, neni obecné
centralni, nemusi mifit po spojnici obou dipéli. Kdybychom napiiklad druhy dipél piiblilovali k prvnimu
z nekoneéna kolmo natoceny, nemuseli bychom piekondvat lddnou silu, nekonali bychom praci.

2. Energie soustavy dvou dipdlu

Energii soustavy dvou dipdlu ve vzajemné vzdalenosti r najdeme obecné jako energii jednoho dipélu
ve vnéjaim poli vytvareném druhym dipdlem:

-, 1 Dy - D 3(D; - Do - T
W= B = <p1 P2 3(1 - 7) (P 7‘)>'

4reg r3 rd

4. Vodice v elektrostatickém poli

Zabyvame-li se vlastnostmi elektrostatického pole v latkovém prostiedi, musime rozliaovat pole mikroskopickc
a makroskopickd. Mikroskopicka pole vyvolavana vaemi ndboji v latce, protony v atomovych jadrech,
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elektrony v atomech, atd. nemtileme bezprostiedné méfit a nadto se rychle méni v prostoru i ¢ase. Naae
méfici pristroje uddvaji hodnoty vystfedovanych, makroskopickych poli, pro nél také formulujeme piisluané
Maxwellovy rovnice. S hlediska chovéani latek v elektrostatickém poli muleme rozliait dva zakladni typy -
vodice a dielektrika (nevodice, izolanty). Pod vodicem budeme rozumét téleso, v néml existuji volné elek-
trické naboje, které se mohou pod vlivem elektrického pole v celém objemu volné pohybovat, ale nemohou
jej opustit (pak by doalo k takzvané emisi).

Odtud plyne, e po vloleni vodi¢e do vnéjatho elektrostatického pole budou se v ném naboje pohybovat
tak dlouho, dokud makroskopické pole nevymizi. Stane se to tak, Ie se elektrické ndboje budou hromadit
na povrchu vodice a vytvaret uvniti pole opacné orientované k poli vnéjaimu. Vodic se tak zpolarizuje, na
jeho povrchu se naindukuji elektrické ndboje. Kdybychom jej uzemnili a ¢ast téchto naboju tak odvedli, a
potom opét odizolovali, mohli bychom vodi¢ nabit, anil bychom na néj piivedli ndboje z jiného nabitého
télesa. Tento jev je znam jako elektrostatickd indukce.

Rozloleni naboju na povrchu vodiée probéhne téméi okamlité a tak je muleme opét povalovat za
statické. Jev muleme popsat také tak, e elektrické silocary vnéjaiho pole dopadajici na povrch vodice
se na jeho povrchu zachyti na zapornych nabojich a dale budou opét vychazet z kladnych povrchovych
naboju. Zveétai-li se intenzita vnéjaiho pole, dodé vodi¢ dalai volné naboje, které se rozmisti tak, aby vnéjai
pole opét vykompenzovaly. V tom spoc¢iva stinici ucinek vodicu (Faradayova klec). Nejde tedy vlastné o
stinéni, vnéjai pole do prostoru vodice pronikne, ale je zde vykompenzovano polem polariza¢nim.

Je-li vnéjai pole nehomogenni, indukuje se na nenabitém vodici elektricky dipélovy moment orientovany
souhlasné se smérem pole a takovy vodi¢ bude vtahovan do oblasti silnéjaiho pole. Z uvedeného chovani
vodicu vyplyva zejména

e clektrické ndboje jsou rozloleny pouze na povrchu vodice

e makroskopické elektrostatické pole uvnitt vodice je nulové

e clektrostaticky potencidl je v celém objemu vodic¢e konstantni

e povrch vodice predstavuje ekvipotencidlni plochu

e silocary elektrostatického pole jsou vldy kolmé k povrchu vodice

e v tésné blizkosti povrchu vodice je intenzita pole E = o/gy (takzvana Coulombova véta, plyne ihned
z Gaussova zdkona)

e na hrotech vodi¢t dochéazi k prudkym zméndm sméru silocar a zhuaténi ekvipotencialnich ploch. S
tim souvisi sraeni elektfiny z hrotu a efekt hromosvodu.

e v dusledku silového pusobeni povrchovych naboju vznika na povrchu vodi¢e mechanické napéti.

Velikost tohoto mechanického napéti muleme uréit nésledujicim zpusobem. Vyfizneme-li na povrchu
vodic¢e malou ploaku AS, muleme tuto ploaku povalovat za rovinnou a pole v tésné blizkosti ploaky na
obou jejich stranach brit rovno o/2ey. Protole po opétovném vraceni ploaky na povrch vodice musi se
pole uvnitf vodiée vynulovat, znamen to, le cely ostatni povrchovy ndboj vytvaii v misté této ploaky
pole kolmé k povrchu a rovné o/2¢y. Na ploaku tedy pusobi sila

2
AF = oAS-Z = 72 AS
€0 260

a mechanické napéti je rovno

0.2

T = — = Z2F 2.45
e = 27 (2.45)

kde E je intenzita elektrického pole v tésné blizkosti povrchu vodice.
Vidime, le toto napéti je pravé rovno objemové hustoté pole v blizkosti vodice. Tuto skutecnost si
mileme ujasnit myalenym pokusem. Méjme nabitou vodivou kouli, kterou vaestranné mechanicky stlacéime.
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obr. 2.24

Vykondme tim praci proti silim mechanického napéti o velikosti 47r?T'dr. Tim vaak vytvoiime elektro-
statické pole v objemu kulové slupky tlouaj;ky dr, kde bylo drive pole nulové. Energie takto vzniklého
pole se ovaem musi rovnat vykonané praci.

Meéjme nyni v prostoru soustavu vodicu, nabitych ¢i nenabitych. Zndme jejich povrchové plochy .S;,
vzajemné geometrické usporadani, naboje ); a potencialy jednotlivych vodi¢t ¢;. Naboje se na povrchu
vodici rozloli jednozna¢nym zpusobem, a to tak, aby potencidlni energie celé soustavy byla minimaln{
(Thomsonova véta). Jejich silo¢ary budou vzajemné provazany, mezi vodi¢i vznikne tzv. kapacitni vazba
(obr. 2.24). Priblilime-li k soustavé dalai, nenabity vodi¢, bude se polarizovat a soustava jej bude pfitahovat.
Tim se zmenai celkova potencidlni energie.

Protole povrchy vodict tvoif ekvipotencidlni plochy, mtleme formulovat matematickou tilohu na feaen{
Laplaceovy rovnice s dobfe definovanymi okrajovymi podminkami. Nazyvame ji zdkladni ilohou elektro-
statiky:

Najit elektrostaticky potenciél (7), definovany a spojity i s derivacemi al do druhého fddu v daném
uzavieném objemu (nebo v celém prostoru), aby vyhovoval Laplaceové rovnici

Ap =0

a okrajovym podminkam na plochéach S;

©ls, = pi; = konst .

Je-li oborem cely prostor a jsou-li vaechny vodice v konecnu, musi platit

lim ¢(7) = 0.

rT—00

Lze dokézat, le feaeni zakladni ulohy elektrostatiky existuje a je jediné. Jednoznacnost feaeni plyne
z véty o stiedni hodnoté potencidlu. Uvalme dvé ruznd reaeni tlohy ¢, x, vyhovujici tyml okrajovym
podminkam. Podle principu superpozice musi pak byt feaenim Laplaceovy rovnice také funkce ¢ — ¥,
ktera bude ovaem na povrchu vaech vodi¢u nulova. Podle véty o stfedni hodnoté potencialu musi tato
funkce byt identicky rovna nule i v prostoru mezi vodici, takle ¢ = y, &fml je jednoznaénost dokdzéana.

Pti feaeni zakladni tlohy elektrostatiky je problém vybrat z mnoha feaeni Laplaceovy rovnice to, které
vyhovi okrajovym podminkam. Existuje na to fada metod, které zkouma matematicka fyzika (metoda elek-
trostatického zobrazeni, metoda konformniho zobrazeni, metoda Greenovych funkei aj.) Na konci tohoto
odstavce se sezndmime s poulitim metody elektrostatického zobrazeni.

Meéjme v prostoru jeden nabity vodi¢. Potencial vytvareny timto vodicem v libovolném bodé prostoru
je ziejmé imérny jeho naboji a jinak mile zaviset jen na tvaru a velikosti vodi¢e. Oznaéime potencial na
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povrchu tohoto vodice jako ¢y. Pomér naboje a potencialu na povrchu vodice

c =2 2.46
o (2.46)

nazyvame kapacitou vodice a méfime ji v jednotkach coulomb na volt nazyvanych farad. Snadno ovétrime,
le kapacita koule o poloméru R je rovna C = 4meggR. Farad je prilia velkd jednotka a v praxi ulfvdme
dekadické dily. Tak povalujeme-li Zemi za vodivou kouli, zjistime, le jeji kapacita je pouhych 710 uF.

Prejdeme-li nyn{ k soustavé vodicu zjistime, Te ndboje na nich budou linedrné zdviset na potencidlech
vaech vodici, pficeml koeficienty imérnosti jsou déany pouze geometrickymi parametry soustavy:

Qi = Cio1+Copa+---
Q2 = Coo1+Cxn o+ ---

neboli zkricené
Qi = Ci ¢x - (2.47)

Koeficienty Cjx nazyvame kapacitni koeficienty, je-li i # k influencni koeficienty. Vyjadiime-li naopak
potencialy jako funkce naboju

dostaneme takzvané potencidlové koeficienty Bjy.

Pti nabijeni soustavy vodicu koname praci, dodavame soustavé energii. Tato energie by neméla zaviset
na tom v jakém potradi a jakou rychlosti vodi¢e nabijime. Zvolme tedy takovy postup, Ie nabijime vaechny
vodicCe soucasné a to tak, aby nabijeni vaech vodic¢u bylo také soucasné ukonceno. Potencidly a naboje
vodi¢t musi tedy byt v kaldém okamliku timérny jejich koneénym hodnotdm. Jsou-li koneéné potencidly
a naboje na vodicich ¢;, Q); a t bezrozmérny ¢asovy parametr ménici se béhem nabijeni od 0 do 1, budou
prubélné hodnoty potencili a ndboju ¢; = tp;, Q) = tQ;. Vysledna energie pak bude rovna praci vykonané
nabijenim vaech vodicu

Qi 1 1
W = ZAZ‘ = Z/o pdQ; = Z%‘Qi/o tdt = §Z%Qi. (2.49)

Na zékladé energetické tivahy zalolené na tom, le vyslednd energie nezavisi na potfadi nabijeni vodici lze
dokézat, le matice Cy, a By, jsou symetrické (véta o vzdjemnosti kapacit).
Podle (2.49) bude energie jednoho osamoceného vodice rovna

2
N R A (2.50)

2 2C 2

Méjme nyni soustavu dvou vodi¢t (budeme jim tikat elektrody) nabité stejné velkymi ndboji opacného
znameni tak, Ie vaechny silocary, které vychdzeji z kladné elektrody se uzaviraji na zaporné. Elektrody
mohou mit podobu nekonecéné rozlehlych rovnobélnych rovinnych desek (tj. desek velkych rozméru ve
srovnani se vzdédlenosti mezi deskami), koaxidlnich valcu nebo koncentrickych kouli apod. (viz obr. 2.25).
Staci nabit jen jednu z desek a druhou uzemnit; na ni se pak naindukuje stejné velky opa¢ny néaboj.
Elektrické pole bude soustfedéno (kondenzovano) v ohranic¢ené oblasti prostoru mezi elektrodami. Uvedené
usporddani nazyvame kondenzdtorem. Soustava rovnic (2.47) se pak redukuje na

Q = Cioi+Cia o
—Q = Cy o1+ Cyp s .

Rozdil potencidlu na elektrodach kondenzatoru predstavuje napéti U = ¢; — 5. Bude-li kondenzator
nenabity, bude napéti na ném nulové a ¢, = 5. Z této podminky a také ze symetrie matice kapacitnich
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obr. 2.25

obr. 2.26
koeficientti dostdvame Cj; = —Cjy = —C9 = Oy = C a tak muleme kapacitni vlastnosti kondenzatoru
popsat jedinou veli¢inou zvanou kapacita kondenzdtoru:
Q
c = =. 2.51
- (251)

Podobné zjistime, e energie nahromadéns v kondenzétoru bude

1 1 1Q*
W = -QU = -CU* = . 2.52

QQ 2 2C ( )
Rovinny (deskovy) kondenzator vytvaii v prostoru mezi deskami homogenni elektrické pole (s vyjimkou
okrajovych oblasti). Je-li S plocha desek a d vzdalenost mezi deskami, bude intenzita pole v takovém

kondenzatoru

p_9_9
€0 oS
a napéti 0d
U = FEd = oyl
Odtud kapacita deskového kondenzatoru
C = agg. (2.53)

Presnéjal vipocet by musel zapocitat i okrajové efekty (viz obr. 2.26). Lze odhadnout, le pokud je pomér
vzdalenosti desek k jejich linedrnimu rozméru fadové 0,01, bude oprava na okrajové efekty ¢init asi 2%.
Dosadime-li vyraz pro kapacitu deskového kondenzatoru do vztahu pro energii kondenzatoru (2.52),

dostaneme ) L s 2
— _ 2 — - = Ed 2 — €0 —
wW 2CU 260 d( ) 5 %4 wV |

kde w je hustota energie elektrického pole a V' objem mezi deskami kondenzatoru.
Snadno muleme uréit kapacitu kulového kondenzdtoru tvoreného koncentrickymi kulovymi elektrodami
o polomérech R; < R,. Je-li naptiklad vnéjai elektroda uzemnéna a vnitini nabita kladné, bude pole mezi
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obr. 2.27

elektrodami totolné s polem bodového ndboje. Napéti uréime jako

R 1 R Q Q Ry— Ry
U= [ Edr = / L - M=o
Ry " drey JRry 12 " drey R Ry
odkud pro kapacitu mame
O = dre, 0t (2.54)
= 4dmeg ———— . .
"Ry — Ry

Vaimnéme si, e je-li rozdil poloméru elektrod maly, prechdzi (2.54) ve vyraz pro kapacitu deskového
kondenzatoru.

V praxi se poulivaji tél vdlcové kondenzatory; za vélcovy kondenzator muleme konec koncii povalovat
i koaxialni kabel s vnitini a vnéjai valcovou elektrodou. Vnitini vélec mule byt plny (drdt) nebo duty.
Vypoctem analogickym shora provedenému urc¢ime kapacitu valcového kondenzdtoru a kapacitu koazxidlniho
kabelu na jednotku délky:

27T€0l 27'('5()
Ry Ry

Nakonec muleme urcit kapacitu na jednotku délky dvojlinky, tj.dvojice rovnobélnych linedrnich vodict
nabitych opaénymi naboji (viz obr. 2.27). Ptitom sice nejde o kondenzator v pravém smyslu, neboy pole
se rozprostird v celém prostoru. Presto vaak mtleme urcit potencial integrovanim pouze mezi vodici a brat
je jako superpozici poli buzenych obéma vodici. Pfi integrovani je podstatné, le vodi¢e maji vidy konecny
prurez; predpoklad o nekonecné tenkych vodicich by vedl k divergujicimu integralu. Je-li R polomér vodicu,
[ vzdalenost mezi jejich stiedy a 7 linearni hustota naboje na nich, mame

=R T 1 1 T l— R
0= [ B -
R 2meg r+l—r " 7r50n R

TEo
i (2.56)

In %"

C =

Potfebujeme-li ziskat kondenzdtor o znacné kapacité, muleme bud zvétaovat plochu elektrod (napi. u
svitkovych kondenzdtori), nebo zmenaovat vzdalenost mezi nimi (elektrolytické kondenzatory, kde d
dosahuje 107° mm).

Z definice kapacity plynou i zndma pravidla o s¢itani kapacit kondenzatoru zapojenych sériové (kdy se
scitaji napéti na elektrodach) a paralelné (kdy se s¢itaji ndboje) (viz obr. 2.28):

-1
Coer = (Z a) : Coar = ZC (2.57)
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obr. 2.28

obr. 2.29

1. Elektrostatické zobrazeni

Ukéaleme na zpisob feaeni zédkladni ulohy elektrostatiky metodou elektrostatického zobrazeni. Méjme
vodivou uzemnénou vodorovnou rovinu o nulovém potencialu a nad ni ve vyace h bodovy elektricky naboj
Q. Mame ur¢it elektrostatické pole v celém poloprostoru nad rovinou (s vyjimkou bodu, v néml se nachdzi
naboj Q). Uloha modeluje napiiklad situaci malého nabitého bourkového mraéna nad zemskym povrchem.
Potenciél pole musi spliiovat Laplaceovu rovnici a okrajovou podminku ¢ = 0 pti h = 0. Této podmince
lze vaak vyhovét tak, le umistime zrcadlové symetricky na druhou stranu roviny (kde nds feaen{ stejné
nezajima) stejné velky naboj opatného znamen{ - viz obr. 2.29. Vaimnéte si, Ie jsme spolu se zrcadlovym
zobrazenim zménili i znameni néboje, tedy zkombinovali prostorovou a ndbojovou symetrii. Pak mileme
zapomenout na okrajovou podminku a Teait prosté tlohu o superpozici poli dvou bodovych naboju. Pro
body blizko nad uzemnénou rovinou dostaneme feaeni

1 2Qh

E = -
dmteg (r2 + h2)3/27

kde r znaéi vzdalenost od paty kolmice spuaténé z naboje na rovinu. Je zfejmé, le pro r > h feaeni
prechézi na pole dipélu. Na roviné se indukuje naboj opa¢ného znameni s ploanou hustotou o = ¢yF,
kterd klesa se vzdélenosti od paty kolmice. Muleme si ovérit, le celkovy indukovany naboj bude roven
pravé —Q. Lze tél spocitat, le polovina celkového indukovaného néboje zaujme plochu kruhu o poloméru
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V/3 h. Nboj Q bude k vodivé uzemnéné roviné piitahovan silou

1 2
po_ 1 &
47T€() 4h?

a prace pottebna ke vzdéleni ndboje od vodivé stény do nekonecna bude

1 Q?

- dmey 4

Vaimnéte si, le energie dvou naboju Q a —Q ve vzdjemné vzddlenosti 2h mé velikost dvakrat vétai.
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obr. 2.30

2. Kulové elektrostatické zobrazeni

Méjme nyni uzemnénou vodivou kouli poloméru R a ve vzdéalenosti x; od jejiho stfedu na ose = bodovy
naboj (), a hledejme potencial pole vné koule (obr. 2.30). Pokusme se splnit podminku nulového potencidlu
na povrchu koule umisténim fiktivniho naboje Qo do vzdalenosti x5 uvniti koule. Jsou-li rq, ry vzdalenosti
naboju od obecného bodu A na povrchu koule, musi platit

p = ! <Ql+Q2):O.

47T€0 (&1 T2
Fiktivni ndboj ()2 musi spliiovat podminku
)
Q2 = —— Q1.
™

Ptitom ovaem musi zustdvat pomér ro/r; konstantni pro vaechny body na kulové ploae. To lze splnit pii

takzvané kulové inverzi, kdy

] T2 R 2

- = = = —, 10 = R,

T R T 12
jak se lze presvédéit z podobnosti trojihelnikt na obrazku. Hraniéni podminku tedy splnime, umistime-li
do bodu o soufadnici 75 na ose z naboj @, piiceml

R2 )
T2 = —, Q2 = _EQl .

T
Na uzemnéné kulové ploae se tedy indukuje naboj ()2 a naboj Q)1 je ke kouli ptritahovan silou

1 Q%l’lR

F=- .
47T€0 ([L’% — R2)2

Prace potiebna ke vzdaleni naboje do nekonecna je

o QiR
 dmeg 2 (23— R2)

Nebude-li koule uzemnéna (bude-li izolovéna), potom ziejmé celkovy na ni indukovany nadboj musi byt
nulovy. Musime pak doplnit uvniti koule dalai fiktivni naboj —@)2 a umistit jej do stfedu kulové plochy;,
aby potencial na ni zustal konstantni, tj. roven

e

47'('80 I .

gp:
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obr. 2.31

Snadno zjistime, Ie silové pisoben{ mezi ndbojem @Q; a izolovanou vodivou kouli bude nyni

1 Q2R3 (223 — R?)
dmeg a3 (2} — R?)?

F —

Prace potiebna ke vzdaleni nédboje je

_ 1 Qir’
 dmeg 222 (23— R2)

5. Dielektrika v elektrostatickém poli

Dielektrika budeme povalovat za télesa tvofend elementdrnimi elektrickymi dipély; jejich dipélové mo-
menty odpovidaji momentim atomii a molekul, z nichl dielektrikum sestéava. Elektrické ndboje jsou tedy v
dielektriku vazany a nemohou se volné premis; jovat. Ve vnéjaim elektrostatickém poli se tyto dip6ly budou
snalit orientovat ve sméru siloc¢ar pole a dielektrikum se bude polarizovat. Naproti tomu chaoticky tepelny
pohyb atomu a molekul bude pusobit proti polarizaci. Dielektrikum bude vytvaret vlastni polarizaéni
pole, které bude oslabovat pole vnéjai. Nemiile ho vaak zcela vykompenzovat jako v pifpadé vodicu. Je to
déno tim, le u vodicu se na vytvaieni vlastniho polarizacniho pole podileji ndboje z celého objemu, které
putuji na povrch, kdelto u dielektrik se mohou uplatnit pouze nevykompenzované ndboje na povrchu. Je
to vidét na obrazku 2.31. V dielektriku mohou byt ovaem vedle vazanych také volné ndboje. Budeme proto
rozliaovat objemovou hustotu naboju volnych (p), vazanych (p,) , a celkovou hustotu p. = p + p,. Hus-
tota vazanych nédboju vaak souvisi s vektorem polarizace vztahem (2.42). Muleme tedy psat Maxwellovu
rovnici

divE = — (p+p) = — (p—divP).
o o

Vynasobime-li tuto rovnici ¢y, prevedeme - divP na levou stranu a zavedeme vektor
D = gE+P, (2.58)
mileme zapsat soustavu Maxwellovych rovnic pro elektrostatické pole v dielektriku jako

divD = p, rotE =0. (2.59)
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Ucelnost zavedeni vektoru 5, ktery nazyvame vektorem elektrické indukce, je v tom, le se pak mileme
omezit pouze na zadani objemové hustoty volnych ndboju; vlastnosti vazanych naboju v dielektriku jsou
jil ve vektoru D obsaleny. Tak Gaussuv zékon pro tok elektrické indukce bude znit

\pzj{ﬁ-dﬁ:/pdv, (2.60)
S 1%

kde p je hustota volnych naboju. Nejsou-li v dielektriku volné naboje, nemaji indukéni ¢ary zdroje a museji
se uzavirat do sebe. Také je odtud ziejmo, le na hranici dvou dielektrik, tj. na ploae, kde jsou pouze vizané
ploané ndboje, budou normélové slolky vektoru elektrické indukce spojité na rozdil od slolek intenzity pole,
které zde maji skok o, /go. Naproti tomu vektor elektrické indukce nemé tak obecny vyznam jako vektor
intenzity elektrického pole, ktery uréuje silu mezi ndboji. Nemileme také napifklad udat obecny vztah
pro rotaci D.

Soustava rovnic (2.60) nemd plné urcené feaeni a bylo by ji tfeba jeaté doplnit o vztah mezi vektory
E a D. 7 definice je patrno le tyto vektory nemusi mit obecné ani stejny smér. Vektor P mile byt
konstantni, nezavisly na vnéjaim elektrickém poli. Takova dielektrika nazyvame idedlné tvrdymi. Piikladem
idedlné tvrdych dielektrik mohou byt takzvané elektrety, které predstavuji obdobu permanentnich magnetu.
Ziskavaji se naptiklad pti tuhnuti smési urcitych pryskytic, vosku a dalaich latek ve vnéjaim elektrickém
poli.

Vétaina dielektrik se vaak polarizuje teprve pod vlivem vnéjaiho elektrického pole. Pokud atomy ¢i
molekuly dielektrika maji vlastni elektrické dipélové momenty (takovym dielektrikum se tika poldrni),
budou se tyto dipdly ve vnéjaim elektrickém poli natacet ve sméru pole. Mluvi o tzv. orientacni polarizaci.
Pokud tyto castice vlastni momenty nemaji, budou se v elektrickém poli indukovat. Jak vime, indukované
momenty jsou o nékolik i4dt menai nel vlastni. V obou ptipadech mtleme ocekdvat, le pro nepiilia silné
pole bude vektor polarizace imeérny intenzité pole; takova dielektrika nazyvame idedlne meéekkymi. Potom

P = goxE . (2.61)

Konstantu imérnosti x nazyvame elektrickou susceptibilitou.

Pro dostatecné silnd pole u nékterych dielektrik (nazyvanych feroelektrika) pozorujeme jev hystereze.
Spo¢ivé v tom, le pti rustu intenzity pole se pfimd imérnost (2.61) naruauje, dochéz{ k nasyceni (saturaci)
polarizace, kterd se blilf urc¢ité hodnoté P,. pii zmenaovani intenzity neklesd jil polarizace po puvodni kiivce
(takzvand panenska kiivka), ale dielektrikum zustava i pii nulovém poli zpolarizovéano na trovni takzvané
remanentni polarizace P,. Teprve pri reverzaci pole na hodnotu koercitivniho pole E), vraci se polarizace k
nule. Proces se opakuje s polarizaci v opa¢ném sméru a hodnota polarizace tak opisuje uzavienou hysterezni
krivku (obr. 2.32).

Vrajjme se k piedpokladu, le mezi polarizaci a intenzitou pole plati vztah pifmé imérnosti. Potom
mileme psét
D = egE + P = gF + aoxﬁ = eo(1+ X)E = coe B = ¢E . (2.62)

Vektor elektrické indukce je tedy imérny vektoru intenzity elektrického pole s koeficientem timérnosti
g, ktery nazyvame absolutni permitivitou dielektrika. V soustavé jednotek SI, kde byla formalné zavedena
rozmérna konstanta g, nazyvana permitivitou vakua, je absolutni permitivita souc¢inem této konstanty
a bezrozmérné tzv. relativni permitivity dielektrika e,. Pokud vektory elektrické indukce a intenzity pole
nemaji tyl smér (naptiklad v krystalech nebo v plazmatu umisténém v magnetickém poli), bude mit
permitivita charakter tenzoru a dostaneme

V dielektriku jsme tedy zavedli veli¢inu zvanou elektrick4 indukee, kterd ma v soustavé SI rozmér [D]=L">T1I
a méii se v coulombech na ¢tveretny metr a elektricky indukéni tok ¥ s rozmérem [V] = TI a méfeny v
coulombech.

Podle (2.62) plati mezi relativni permitivitou a elektrickou susceptibilitou vztah

e = 14x; (2.64)
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obr. 2.32 obr. 2.33

Protole v elektrostatice je elektrickd susceptibilita vIdy kladna, bude relativni permitivita dielektrik vétai
nel 1. Relativni permitivita dielektrika je dilelitou makroskopickou charakteristikou jeho elektrickych vlast-
nosti. Vlolfme-li dielektrikum do homogenniho elektrického pole mezi deskami rovinného kondenzéitoru,
vzroste jeho kapacita e, - krat na

C = ersgg. (2.65)

Protole ndboj na deskdch kondenzéatoru zistava stejny, klesne napéti a intenzita pole v kondenzéatoru -
dielektrikum pole oslabi. Nazorné je to vidét na obr. 2.33. Dielektrikum se polarizuje ve sméru puvodniho
pole EO a na hranicich dielektrika vznikaji ploané polariza¢ni nédboje opa¢ného znameni nel jsou ndboje
na prisluanych deskach kondenzatoru. Ploana hustota téchto polarizacnich naboju je pritom rovna +P.

Ty vytvori polarizacni pole Ep =_P /€0 a pro vysledné pole a polarizaci muleme psét
— — — — ﬁ — —
E:Eo—i—Ep:Eo—g—, P =¢(e,—1)FE. (2.66)
0

Vyjadiime-li odtud vysledné pole a polarizaci vzhledem k puvodnimu poli ve vakuu, dostaneme

r 1
S} (2.67)

€ €y

Odtud je ziejmo, le elektrické pole v dielektriku je oslabovéno e, - krat. V piipadé nehomogenniho pole
muleme vldy vzit dostatetné maly objem, v néml lze pole povalovat za homogenni (obr. 2.34). Tak pro
Coulombtv zékon a objemovou hustotu elektrického pole v dielektriku muleme nyni psét

1 qi192 w — 87«50E2 . E[j

F = N
dre,eq T2 2 2

(2.68)

Z vlastnosti vektori E , D plynou tél podminky pro zménu jejich slolek na rozhrani dvou dielektrik o
permitivitdch €1, ey (viz obr. 2.35). Na tomto rozhrani jsou ploané rozloleny pouze vdzané naboje, takle
normalové slolky D jsou spojité. Spojitymi zustdvaji také tecné slolky vektoru E = D /e, takle mame

Dy _ Dy

Dln = D2n7 - = ?7 (269)
1 2
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obr. 2.34 obr. 2.35

neboli
Dicosfy = Dycosfy Eisinf, = E,;sinb, .

Délenim téchto vztahu dostdvame ”zdkon lomu” elektrickych silo¢ar (indukénich ¢ar), ktery se liai od
Snelliova zdkona lomu svétla: -
€
B _ e (2.70)
tg92 E9
Meéfenim relativni permitivity dielektrik zjistime, e existuji rizné skupiny takovych latek, které se
svym chovanim, v elektrickém poli znac¢né liai. Navic tato permitivita jevi i teplotni zavislost, kterou
mileme v prvnim pfiblileni vyjadrit jako

Cy

g = C1+ T (2.71)
Tak pro nepolarni dielektrika nachazime Cy &~ 0 a hodnoty statické permitivity e, =~ 1 — 10 :
latka Er
vodik 1,00026
vzduch 1,00060
oxid uhli¢ity 1,00097
olej 2,24
benzen 2,28
skla 3,7 — 7,0
chlorid sodny 6, 0x
Pro polarni dielektrika C; =~ 1 a &, ~ 10 — 100:

ethanol 25,0

nitrobenzen 35,7

voda 81

Ve dvacatych letech byla zkouména novéd skupina ldtek zvanych feroelektrika (nékdy tél seignettoelek-
trika), které jevily extrémné vysoké hodnoty relativni permitivity (fddové 10%) a u nichl byl pozorovén
jev hystereze. Poprvé byly tyto vlastnosti pozorovany u Seignettovy soli (vinan sodnodraselny), jinym
feroelektrikem je titanicitan barnaty aj. Ve feroelektrickém stavu existuji v latce celé oblasti spontanni
polarizace, zvané domény, které se pak ve vnéjaim poli orientuji. Feroelektricky stav trva jen pod tzv.
Curieovou tepolotou, pii nil 1atka piechdzi do paraelektrického stavu a jeji permitivita prudce klesa.

Permitivita dielektrik se méni v piipadé casové proménnych elektrickych poli; napiiklad permitivita
vody ve vysokofrekvencnim poli (optickych frekvenci) klesd al na hodnotu 1,77. Vedle feroelektrik existujf

78



tél latky zvané antiferoelektrika, u nichl permitivita pod Curicovym bodem s rostouci teplotou roste.
Feroelektrické 1atky vykazuji tél takzvany piezoelektricky jev spocivajici v tom, le elastickou deformaci
se méni elektricka polarizace krystalu. Inverzni jev se nazyva elektrostrikci, pti zméné pole, které ma za
nasledek zménu elektrické polarizace, nastava elektrostrikéni deformace. Piezoelektricky jev jevi i nékteré
krystaly, které nejsou feroelektrické; klasickym pifkladem je kiemen, u néhol byl tento jev P. Curiem v r.
1880 poprvé pozorovan. Povrchovéa hustota ndboje u piezoelektrickych krystalu je imérna mechanickému
napéti. Piezoelektrickd konstanta ¢ini pro kiemen 2,3.107'2 CN™!, pro krystal ADP 5,0.10~'* CN™!, pro
Seignettovu stl 2,3.107° CN™! apod. Piezoelektricky jev mé znaéné uplatnéni pii generaci ultrazvuku,
stabilizaci kmitoctu apod. Souvisi s dalaim, tzv. pyroelektrickym jevem, ktery byl poprvé pozorovan u
turmalinu, kdy pii zahtati dielektrika dochézi k objemovym zménam a objevuji se povrchové naboje.

1. Dielektricka koule ve vnéjaim elektrostatickém poli

Urcime intenzitu elektrického pole a polarizaci v objemu dielektrika kulového tvaru ve vnéjaim elek-
trostatickém poli E. Budeme feait naptied obecnéjai tlohu o kouli poloméru R z dielektrika s permitivitou
g; obklopené dielektrikem o permitivité e.. Na zékladé feaeni (2.44) budeme predpokladat, Te pole uvnitt
koule bude homogenni a imérné vnéjaimu poli E , pole vné koule bude superpozici homogenniho pole E a
pole dipélu, jehol moment bude rovnél imérny poli E. Do sttedu koule umistime pocatek sférické soustavy
soutfadnic, osu z vedeme ve sméru elektrického pole E a tihel 0 odeéitdme od tohoto sméru. Pro pole uvnitt
a vné koule mame tedy

7o r3

, L . E:f FE
Ei:aE, Ee:E+b<3 zr )7

kde a a b jsou konstanty, které musime urcit z hrani¢nich podminek E;; = E;., D,; = D,. pii r = R.
Mame tedy

Esind
0 E sin = E sinf —b Z? ,
3bE cos  bE cost
gia B cosf = ¢, [E cosf + R(;)OS — ];(;S ] )
Z prvni podminky dostaneme vztah mezi konstantami a, b
b
a = 1— ﬁ
a z druhé
b\ 2b
i 1— ﬁ = &¢ 1+ ﬁ s
odkud
i & &
R3  2,.+¢
takle 5
Ee
E, = —F. 2.72
2e, + €5 ( )

Méjme nyni kouli z mékkého dielektrika, kterou vlolime do vnéjatho elektrického pole (obr. 3.36).
Pole uvniti této koule bude homogenni, bude mifit ve sméru vné&jatho pole Fy a pololime-li v (2.72)
€e = €9, & = &,£p, dostaneme pro pole uvniti koule

3
€+ 2

Ej, = Ey . (2.73)

K témul vysledku dospéjeme, budeme-li pole uvniti koule povalovat za superpozici pole Ey a pole polari-
zované koule (2.44). Ze vztahu

1
Ek:EO_£P7 PZ&O(‘ET_l)Ek
0
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obr. 2.36 obr. 2.37

plyne
3 g, — 1
- 12 EQ 5 P = 3805 19 EO . (274)

b, =

Bude-li dielektrikum tvrdé, bude vektor p konstantni, na vnéjaim poli nezavisly.
Mame-li v elektrickém poli obecné dielektricky elipsoid, bude pole uvniti elipsoidu

—

E, = Ey— N : (2.75)
€0
kde N se nazyva depolarizacni faktor. Pifpad N = 0 odpovida nekoneéné dlouhému valci, jehol osa je
rovnobélna s polem, N = 1/3 kouli, N = 1/2 vélci s osou kolmou k poli, N = 1 rovinné vrstvé. Je-li
elipsoid obecné velmi protdhly ve sméru pole, depolarizacni faktor klesa. Naopak v plochém elipsoidu je
depolariza¢ni faktor blizky jedni¢ce a pole v ném je blizké Ey/e,.
Urcime jeaté energii polarizované dielektrické koule ve vnéjaim poli. U tvrdého dielektrika jde ziejmé
o energii dipdlu ve vnéjaim poli:

W = —(P-E)V, (2.76)

kde V je objem koule. V pripadé mekkeho dielektrika se pri¢ita energie potrebna ke zpolarlzovam dielek-
trika. Zméni-li se vektor polarizace o dP, zméni se energie koule o (Ej - dP) V. Protole P = kEj, bude
celkova prace

P P 1 -
- v/ By-dP = kv/ PP = J(Ey-P)V .
0 0
Energie koule z mékkého dielektrika tedy bude
]_ — —
W = —§(P - FEo) V. (2.77)

2. Kulova dutina v dielektriku

Meéjme nyni nekoneéné mékké dielektrikum, v néml je homogenni elektrické pole s intenzitou E , & v ném
kulovou dutinu poloméru R (obr. 2.37). Pole uvnitt dutiny uréime z (2.72), kde pololime ¢; = &y, . = &,€¢:

3
2%, +1

(2.78)

Néekdy je tfeba uréit pole v kulové dutiné v tvrdém dielektriku, které zustava homogenné zpolarizovano i
po vytiznuti dutiny nebo v dutiné vyfiznuté pouze myalenné. Potom pole v dutiné bude superpozici ho-
mogenniho pole £ od néhol odecitdme pole polarizované koule (na hranicich dutiny zustdvaji naindukovény
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povrchové ndboje opa¢ného znameni nel ndboje odebrané s koul{). Potom z rovnic

1
E; = E4—P, P = ge, —1)E
380
dostaneme n
By = 57"3 E. (2.79)

3. Clausiuv - Mosottiho vztah

7 mikroskopické teorie dielektrika lze urc¢it vztah mezi atomovou polarizovatelnosti a elektrickou sus-
ceptibilitou, resp. relativni permitivitou dielektrika. U nepoldarnich latek jej vyjadiuje tzv. Clausitv -
Mosottiho vztah. Vysledna polarizace je ziejmé dana souctem indukovanych elektrickych dipélu v jednotce
objemu. Je-li koncentrace atomu rovna n, dostdvéame s poulitim (2.40)

P=¢y(e, —1) E = ankE .

Odtud
e = 14+, x = . (2.80)

Pritom jsme vaak nebrali v ivahu polarizacni pole, tj. vzajemné pusobeni mezi dipdly. Pti malé koncentraci
¢astic (plyny) je muleme zanedbat. Ne tak u kapalin a pevnych latek. Za predpokladu, le vliv ostatnich
dipélt muleme vyjadiit makroskopicky, tj. zanedbat v podstaté chaotickd mikroskopickéd pole vyvoldvana
nejblilaimi sousednimi atomy, obklopime dany atom myalenou kulovou plochou a poulijeme vyrazu pro
pole uvnitt kulové dutiny v dielektriku (2.79). Tak dostaneme

g — 1
P = r 1 E — 3 E - E 9
eole ) o ) y an By
takle o .
1+ Zon o
g, = 0 x = — (2.81)
" 3e0 " 3e0

Uvedené vyrazy vyjadiuji Clausitv - Mosottiho vztah. Vidime, le takto uréend hodnota permitivity dielek-
trika je teplotné nezdvisla (pokud se neméni koncentrace). Pfi malych hodnotéch n prechazi vysledek (2.80)
v (2.81).

4. Debyeova - Langevinova teorie orientac¢ni polarizace

Vaimnéme si nyni permitivity poldrnich dielektrik. Vedle konstantni, teplotné nezavislé slolky atomové
polarizovatelnosti se ziejmé uplatni usporadavani jil existujicich dipélovych moment ve vnéjaim poli, tj.
orientacn{ polarizovatelnost. Je molno ocekdvat, Ie s ristem teploty a rychlosti chaotického pohybu se
bude toto usporadani naruaovat a celkova polarizace se bude zmenaovat. Je-li koncentrace dipdlu n, jejich
velikost p a oznacime-li 6 thel, ktery svira dipol se smérem pole, bude ziejmé velikost vektoru polarizace
dana vztahem

P = np(cosb) .

Je tedy tieba urcit stiedni hodnotu cos #. Protole na tomto kosinu zavisi energie dipélu v elektrickém poli

vztahem 1

—F
jde o to urcit sttedni hodnotu energie. Predpokladdme-li Boltzmannovo rozdéleni pro pocet dipdlu s energii
W

(cos ) = (W),

_w
nw = konst e *T
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(k je Boltzmannova konstanta), dostaneme integrovanim

1 [® W e wr dW [T cos e*°s% sin @ db 1
0) = —— = = = = cotgha — — = L(a).
{cos ) pE [ o wr AW Jo eacos? sinf do coteh @ a (a)

Zde jsme oznacili bezrozmérnou proménnou a = (pE)/(kT'). Vysledek integrovani da takzvanou Langevi-
novu funkei L(a), kterou Ize rozlolit do fady pro malé hodnoty a:

3

a a
La = — — —
‘T3 BT
Uvélime-li jen prvni ¢len tohoto rozvoje, dostaneme

2 2 2

npa np np np
P=—=—F, = —, F =1 . 2.82
3 3kT X7 gk ¢ T 3ok T (2.82)

Jevi-li dielektrikum atomovou i orientacni polarizovatelnost, bude teplotni zavislost relativni permitiv-
ity dana jako (2.71) s konstantami

an np?

! * €0 ’ 2 350]€

(2.83)

Ziskany vysledek plati ovaem za fady zjednoduaujicich predpokladu (pFE < kT, neprilia velkd koncentrace
dipéli, molnost jejich volného otaceni, molnost zanedbat vzdjemné pusobeni mezi dipdly), které nemusf
byt vIdy splnény.

Piiklady

2.1 Dveé stejné malé kulicky o hmotnostech m = 1 g visi na dvou nitich délky [ = 1 m. Nabijeme-li je
souhlasnym ndbojem stejné velikosti ¢, rozestoupi se tak, Ie niti budou svirat pravy thel. Urcete velikost
naboje q.

[1,5.1076 C ]

2.2 Na dvou stejnych vodnich kapkach je po jednom piebyteéném elektronu, pficeml sila elektrického
odpuzovani je stejné velka jako sila gravita¢niho ptritahovani. Urcéete polomér kapek.

[7,63.107° m |

2.3 Tti ndboje —e, e, —e jsou umistény v uvedeném potadi ve stejnych vzdalenostech a. Urcete sily
pusobici na kaldy ndboj a elektrostatickou energii soustavy.

4dmeg 4a?? 8meg  a

[1 3e2 1 362]

2.4 Najdéte takové geometrické usporadani jednoho protonu a dvou elektronu na jedné piimce, aby
elektrostaticka energie soustavy byla nulova.

[— e, — e, e, pomeér vzdalenosti # ]
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2.5 Najdéte energii potfebnou k umisténi ¢tyi elektront do vrcholi étyfsténu o hrané a = 107 m, v
jehol stiedu je proton.

[— 1,226.10718 J ]

2.6 Atomova jadra télkych prvki mitleme povalovat za koule nabité s objemovou hustotou ndboje
p= %.1025C.m_3. Jak se zméni elektrostatickd energie pri symetrickém rozpadu jadra uranu na dvé stejna
jadra palladia?

_ 1 3 @? 1) _ —11
AW = ;L2 & (1-42) =6,65.10711 J |
2.7 Bodovy naboj je umistén a) ve stiedu krychle, b) v jednom z rohu krychle. Urcete tok intenzity
elektrického pole kaldou ze stén krychle.

2.8 Tenka tyc¢ nabita s linedrni hustotou nédboje 7 je umisténa na ose z mezi body z = a, z = —a.
Urcete potencial v bodech na ose x > 0.
+ 2+ 2
o e

2meg

2.9 Urcete potencidl ve stiedu desticky nabité ndbojem @, mé-li desticka tvar a) kruhu o poloméru R,
b) ¢tverce o strané a.

(525 L n(1+v2) ]

TEQQ

2.10 Urcete potencial a velikost intenzity elektrického pole na ose kruhového kotouce poloméru R
nabitého s ploanou hustotou naboje o.

& VR =), % (21— gm) ]

2.11 Urcete velikost intenzity elektrického pole ve stiedu kulové slupky poloméru R, je-li jedna jeji
polovina nabita s ploanou hustotou o.

2.12 Z vodivé mydlové bubliny poloméru R = 2cm nabité na potencidl ¢ = 10*V vznikne po prasknuti
kapka vody o poloméru r = 0,05cm. Urcete potencial kapky.

[4.10° V|

2.13 Tenk4 ty¢ je ohnuta do tvaru téméf uzaviené krulnice poloméru r = 0,5m. Mezi konci zlstava
mezera afiky d = 2 cm, ty¢ nese naboj ¢ = 3,34.1071% C. Urcete velikost a smér elektrického pole ve stfedu
krulnice.

(7,6.1072 V.m™' |

2.14 Méjme kulovou slupku poloméru R nabitou s ploanou hustotou o. V okoli vybraného bodu na
této ploae sefizneme maly kulovy vrchlik o poloméru a < R. Urcete velikost elektrického pole uprostied

otvoru.
o 1 a?
5 (i)
2.15 Intenzita elektrostatického pole u povrchu Zemé je 100 V.m™' a miif smérem dolti. Uréete nédboj

a potencial Zemé.
[—4.10° C, —6.10% V]
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2.16 Jaky maximalni ndboj se udrli na kovové kouli o poloméru R = 10 cm, je-li dielektricks pevnost
vzduchu 30 kV.cm™'?

3,3.1076 C ]

2.17 Bodové naboje jsou usporadény a) ve vrcholech rovnostranného trojuhelnika o strané a v poradi
q, ¢, —2q, b) ve vrcholech étverce o strané a v poradi —q, ¢, q, —q, ¢) v poradi —¢q, ¢, —¢q, q. Urcete
elektricky dipélovy moment soustavy.

[aq\/g, 2aq, 0]

2.18 Urcete elektricky dipélovy moment tenké tyce délky [ a) jejil jedna polovina je nabita kladné a
druhd zdporné s linedrni hustotou ndboje 7, b) jejil ndbojovéa hustota roste linedrné od —7y na jednom
konci k +79 na druhém konci.

2.19 N4boj je rozlolen na povrchu koule o poloméru R tak, Ie na jedné polokouli je kladny ndboj s hus-
totou o, na druhé polokouli zdporny naboj s hustotou —o. Urcete elektricky dipélovy moment koule. Jaky
bude tento moment, budou-li obé polokoule nabity objemové s opacénymi nédboji téle velikosti objemové
hustoty p 7

[27T0’R3, s mpR* ]

2.20 Elektricky dipél o momentu p = (0, p,0) lelf v bodé (z,0,0) v elektrickém poli bodového ndboje
g umisténého v pocatku. Urcete silu F' a moment silové dvojice D, které budou na dipdl pusobit.

F, = D.=— 25|

4megx?

qp
4dmegx3?

2.21 Ctyii ndboje q, —¢q, g, —¢q jsou v tomto pofadi rozmistény v rozich ¢tverce o strané a. Urcete
hlavni kvadrupélové momenty soustavy.

[3ga®, —3qa?, 0]
2.22 Urcete elektricky kvadrupoélovy moment rotacniho elipsoidu.
2.23 Mra¢no malych rozmeéru nesouci naboj Q = 20 C je ve vyace h = 1 km nad povrchem Zemé. Urcete

intenzitu elektrostatického pole vzbuzeného timto nabojem na povrchu Zemé ve vzdalenosti [ = 3 km od
mista nad niml se vzndai mrak.

[1,14.10* V.m ™ ]
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2.24 Naboj q je ve vzdalenosti 2R od stfedu uzemnéné vodivé koule poloméru R. Jakou praci vykoname,
vzdalime-li tento naboj do nekonecéna? Jaky bude vysledek, bude-li koule izolovana?

14 1 ¢
dmeo G6R’  dmeo 24R

2.25 Mal4 kulicka nesouci néboj 1,67.107% C je ve vzdélenosti 3 cm od rovinné kovové stény, kterd je
uzemneéna. Jakou silou je kulicka ke sténé ptitahovéana?

[6,9.107* N |

2.26 Kolik elektront tvoii naboj kulicky o hmotnosti 107! g, jestlile je udrlovdna v rovnovaze v
deskovém kondenzatoru jehol desky jsou od sebe vzdaleny 5 mm a jsou nabity na napéti 76,5 V ?

[40]

2.27 Kovova koule poloméru R je uzemnéna. Ve vzdalenosti 2R od stfedu koule je umistén bodovy
naboj ¢. Urcete naboj ¢’ indukovany na kouli.

2.28 Jakou plochu by musely mit elektrody deskového kondenzétoru o vzdéalenosti 1 mm aby kon-
denzator mél kapacitu 1 F 7

N

[113 km? |
2.29 Jakou silou se pritahuji desky kondenzatoru?
Q2
- 425 ]

2.30 Méjme valcovy kondenzator o polomérech elektrod Ry = 3 cm, Ry = 10 ¢cm nabity na napéti 450
V. Urcete ndboj piipadajici na jednotkovou délku, ploanou hustotu nédboje na kaldém z valcu a intenzitu
elektrostatického pole ve stiedu vzdalenosti mezi valci.

[2,1.107* C.m™*, 1,1.1007 C.m™?, 3,3.107° C.m™2, 58,1 V.em ']

2.31 Urcete napéti mezi dvéma koncentrickymi koulemi o polomérech R; < R a nabojich @1, Q.

Q1 Ra—Ry
47e0 R1Ro

2.32 Urcete kapacitu vedeni tvofeného dvéma rovnobélnymi draty délky 9 km, poloméru 1 mm a
vzajemné vzdalenosti 15 cm.

[0,05 puF |
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obr. 2.38 obr. 2.39

2.33 Kondenzator (Geigeruv - Miilleruv poéitac) je tvoren dratem o poloméru 5 mm a koaxidlnim
véalcem poloméru 5 cm. Na jaké maximalni napéti muleme kondenzator nabit, je-li prurazné napéti vzduchu
30 kV.cm™! ? Jak se bude ménit rozloleni pribéhu napéti mezi elektrodami, budeme-li zmenaovat polomér
vnitini elektrody?

[3,45.10* V]

2.34 Urcete kapacitu mezi body A, B soustavy kondendtoru na obr. 2.38. Vaechny kondenzatory maji
stejnou kapacitu C'.

2.35 Deskovy kondenzdtor je z poloviny zaplnén dielektrikem o relativni permitivité €,., a to a) rovnobélné
s deskami, b) kolmo k deskdm (viz obr. 2.40). Jak se zméni jeho kapacita?

2e, er+2 1
Lr+1’ 2= krat ]

2.36 Prostor mezi deskami kondenzdtoru je zaplnén dielektrikem, jehol permitivita se mén{ linedrné od
hodnoty €1 u jedné desky k €5 u druhé desky. Urcete jeho kapacitu.

ity

2.37 Deskovy vzduchovy kondenzator mé kapacitu Cy. Je pfipojen ke zdroji napéti Uy a je na ném
nashroméldéna energie W,. Potom je ponofen do oleje o relativni permitivité e,, piiceml zustava pripojen
ke zdroji napéti. Jeho energie se zméni na W;. Nakonec jej odpojime od zdroje a vyjmeme z oleje. Bude
na ném napéti Us a energie Ws.Urcete Wy, Us, Wi.

[5r WO) Er U0> 572» WO ]

2.38 Urcete polarizovatelnost o atomu helia, je-li jeho relativni permitivita za normalnich podminek
g, = 1,000074.

|72 =0,219.107% m? |

dmeg

2.39 Indukovany elektricky dipélovy moment kulicky z vosku (e, = 3) v elektrickém poli je 1,5 krat
menai nel u stejné velké sklenéné kulicky. Jaka je relativni permitivita skla?
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[5,5]

2.40 Jaka bude velikost indukovaného dipdlového momenmtu vodivé kulicky poloméru R v poli Ejy,
budeme-li brat ¢, — oo?.

[47’(’ 60R3E0 ]

2.41 Mame kondenzator s olejovym dielektrikem (g, = 2,24) a intenzitou elektrického pole E =

9.10° V.m™*. V oleji vznikne bublina plynu. Jaka bude intenzita pole v bubliné?

[1,1.107 V.m ™' |
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3.STACIONARNI

ELEKTRICKE POLE

1. Elektricky proud

Dosud jsme se zabyvali vlastnostmi a vzajemnym pusobenim statickych nédboju, tedy takovych, které
byly vici dané soustavé souradnic v klidu. Vime, Ze je to pouze modelova situace, nebot redlné ndboje
jsou vzdy v pohybu. Piejdeme nyni ke zkoumani pohybujicich se naboju. Uvazujme néjakou plochu S,
napiiklad prurez vodice a predpokladejme, ze touto plochou prosel elektricky naboj ). Tok naboje danou
plochou, tedy naboj prosly touto plochou za jednotku ¢asu, nazyvame elektrickym proudem. Terminem
"elektricky proud” budeme podobné jako u ndboje oznacovat jak sdm jev (tedy pruchod naboje), tak
fyzikalni velicinu, tok néboje.

Tok naboje muze byt obecné proménny v ¢ase. Vezmeme-li do ruky nabitou kouli a probéhneme-li s ni
dvefmi, protece otvorem dveii kratkodoby proudovy impuls. Pfeneseme-li vSak nabity kondenzator, proud
neprotece, nebot prendsime soucasné stejné velky kladny a zdporny ndboj.

Ve vodici jsou volné nédboje v neustalém tepelném pohybu znac¢nymi rychlostmi. Tak elektrony se pti
pokojové teploté pohybuji stfedni rychlosti

|3kT
v = /5L 1,1.10° m.s™' | (3.1)
m

kde k£ = 1,38.1072% J K™! je Boltzmannova konstanta a m hmotnost elektronu. Je-li viak tento pohyb
dokonale chaoticky, nebude prufezem vodice protékat proud, nebot tok naboje z jedné i druhé strany
plochy se vzajemné vyrovnavaji. Proud zacne téci, jakmile se na tento neusporadany, chaoticky pohyb
superponuje pohyb usporadany, to jest ziskaji-li elektrony prevlddajici slozku rychlosti kolmou k prufrezu,
byt malou. Pokud jde o velikost elektrického proudu, muzeme definovat bud jeho stiedni hodnotu:

AQ
) = —
(1) A7
nebo okamzitou hodnotu
I = @ (3.2)
Cdt '

Pokud jde o smér proudu, musime definovat, ktery smér normaly k plose povazujeme za kladny. Protece-
li plochou v kladném sméru kladny naboj, je to ziejmé ekvivalentni situaci, kdy protece v zdporném sméru
naboj zaporny. Muzeme i uvazovat i proud uzavienou plochou; potom povazujeme podle dohody vytékajici
proud za kladny.

Elektricky proud byl zvolen v soustavé jednotek SI za jednu ze zdkladnich veli¢in a jeho jednotkou
je ampér (A), ktery budeme definovat pozdéji. Ziejmé je A = C.s~'. Proud jako tok néboje je vazan na
urcitou plochu a je podobné jako naboj veli¢inou integralni. Muzeme zavést téz hustotu proudu j(m, Y, 2)
jako odpovidajici veli¢cinu diferencialni vztahy

dl =75-d3, 1:/]’-d§. (3.3)
s
Vektor dS m4 velikost diferencidlné malé plosky a miti smérem normély.

Elektricky proud muze téci téz po dané plose, napiiklad po povrchu néjakého télesa. Potom muzeme
zavést linedrni hustotu proudu & vztahem

A1 = a-idl, (3.4)



obr. 3.1 obr. 3.2

kde dl je diferencidlné mala ¢ast néjaké kiivky na proudové ploSe protinand proudem a vektor 77 jednotkovy
vektor normély k ni. Hustota proudu se zfejmé méif v ampérech na metr ¢tverecni (A.m~2), linearn{ hustota
proudu v ampérech na metr (A.m™1).

Existuje piimy vztah mezi proudovou hustotou a koncentraci a rychlosti elektrickych naboju. Predpokladejme
ze vsechny naboje jsou rovnomeérné rozlozeny v prostoru s koncentraci n a pohybuji se touz rychlosti v tak,
7e prochdzeji rovinnou plochou AS. Necht stfedni proud za dobu At je AI. Sestrojime-li z plochy AS a
vektoru v At rovnobéznostén (obr. 3.1), potom za dobu At projdou plochou AS vsechny nédboje obsazené
v objemu tohoto rovnobéznosténu.

Protoze objem rovnobéznosténu bude AV = v - AS At, dostaneme

AT — AQ qnAV

A A = qnv-AS = j5-AS.

Proto

j=qnit =p¥ d&=o07, (3.5)
kde p a o jsou objemova a plo$na hustota hustota naboje. Pokud bude proud vytvaren vice druhy naboju
velikosti g, s ruznymi koncentracemi n, a ruznou sttedni usporddanou rychlosti i,, bude vysledna hustota
naboje a hustota proudu

p = anna, j = annaﬁa. (3.6)

Vsimnéme si, ze muze nastat situace, kdy celkovd hustota ndboje bude nulova (hustota kladnych a
zépornych naboju se vzdjemné vyrovnaji) a hustota proudu pfitom muze byt nenulové (pohybuji-li se
kladné a zaporné naboje ruznymi usporddanymi rychlostmi).

Mezi hustotou naboje a hustotou proudu plati dilezity vztah nazyvany rovnice kontinuity proudu. Je
matematickym vyjadienim zdkona zachovani elektrického nédboje. S rovnici kontinuity jsme se jiz setkali
v hydrodynamice, kde vyjadiovala zakon zachovani hmotnosti proudici kapaliny, rovnice kontinuity plati,
jak uvidime, i pro hustotu energie a hustotu toku energie. Rovnici kontinuity l1ze formulovat v integralnim
nebo diferencidlnim tvaru. Uvazujme objem V ohrani¢eny uzavienou plochou S. Vytéka-li z tohoto objemu
proud I, neni mozno jinak, nez ze stejnou mérou ubyva elektricky naboj ) v tomto objemu. Matematicky
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to 1ze vyjadrit nasledovneé:

L d dQ
[ pry % . = - — / == -_ . .
g JdS i b P dt (87)

Aplikujeme-li na plosny integral Gaussovu vétu, dostaneme rovnici kontinuity ve tvaru

- d

/ dviav = — < [ pav.

1% dt Jv
Protoze tento vztah musi platit obecné pro libovolny objem v okoli libovolného bodu, musi se rovnat i
integrované funkce. Pti pfechodu k diferencidlnim velicinam definovanym v daném bodé prostoru musime
ovSsem nahradit totalni ¢asovou derivaci derivaci parcidlni. Tim dostdvame rovnici kontinuity v difer-
encialnim tvaru

dp

ot

Pod elektrickym proudem jsme dosud rozuméli premistovani volnych elektrickych ndboji v prostoru.

vvvvvv

div j = (3.8)

trické proudy podle jejich casové zavislosti jako proudy stacionarni, kvazistacionarni a nestacionarni. Sta-
ciondrni proudy predstavuji ustalené, laminarni proudéni elektrickych naboju, které muzeme podobné jako
v hydrodynamice popisovat pomoci proudovych car a uzavienych proudovych trubic. Vsechny makroskopické
veli¢iny, zejména nabojova a proudova hustota, koncentrace a rychlost naboju a ovsem i stacionarni elek-
trické pole jsou funkcemi pouze prostorovych soutadnic a vSechny parcidlni derivace podle ¢asu jsou pritom
rovny nule. Proudy kvazistaciondrni se sice méni v case, ale natolik pomalu, Ze nedochézi k vyzarovani elek-
tromagnetickych vin. Piikladem mohou byt stiidavé proudy uzivanych frekvenci 50, resp. 60 Hz. Obecné
nestaciondrni proudy se méni v case libovolné, muze jit naptiklad o proudy vysokofrekvencni, o kratkodobé
proudové impulsy apod.

Podle jiného hlediska muzeme rozlisovat proudy stejnosmérné a proudy stridavé, které v ¢ase méni svuj
smeér. Méni-li jej podle zakona sinu, jde o proudy harmonické.
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Dulezité je rovnéz tiidéni proudu podle charakteru pohybu néaboju. Pak muzeme rozlisovat

1) proudy volné
a) kondukcni (vodivostni),
b) konvekéni

2) proudy vdzané
a) polarizacni
b) magnetizacni

3) proud posuvny (Maxwelluv).

Volné proudy jsou vyvolany pohybem volnych naboju v prostoru. Jde-li o pohyb naboju ve vodici pod
vlivem prilozeného napéti, mluvime o proudech kondukcnich, které se, alespon v nékterych pripadech,
podrizuji napfiklad Ohmovu zakonu. Proudy konvekéni jsou zprostiedkovany mechanickym pohybem
nabitych téles nebo ¢astic v prostoru. Muze jit napiiklad o pohyb nabitého pdsu van de Graaffova
urychlovace, rotujici nabity kotou¢, svazek nabitych castic pohybujicich se v urychlovaci a podobné.

U vézanych proudu se nidboje nemohou volné piremistovat; tvoif napiiklad sou¢dst molekuldarnich ¢i
atomarnich dipélu. V kapitole o elektrostatice jsme tyto dipdly povazovali za tuhé, nedeformovatelné. Ve
skutecnosti se vsak mohou dipdly pod vlivem elektrického pole deformovat a vzdalenost mezi naboji se
muze ménit. Na obr. 3.2 je zndzornén takovy dip6l a rovina S takova, ze napiiklad kladny néboj pfi
deformaci touto rovinou prochézi. Bude-li se dipél v proménném elektrrickém poli stifdavé smrsfovat a
roztahovat, bude rovinou S protékat stridavy proud. Takovy proud nazyvame polariza¢nim. Je-li napiiklad
koncentrace dipdélu v dokonale polarizovaném dielektriku N, bude hustota polarizacniho proudu

- dl dp dP

jpzpﬁ=Nq%=NdiZ=E, (3.9)
kde p'je jednotlivy dipdlovy moment P vektor polarizace. Protoze proudova hustota a vektor polarizace jsou
diferencialni veli¢iny definované v kazdém bodé prostoru, musime nahradit obycejnou derivaci parcialni a
vyjadrit polarizacni proud jako ¢asovou zménu vektoru polarizace:

. 0P

Polariza¢ni proud nazyvame nékdy také posuvnym proudem v dielektriku a je zfejmé, ze musi byt prin-
cipialné casové proménny. Vyraz 3.10 vyuzijeme v kapitole o obecném elektromagnetickém poli.

Jingm druhem vazanych proudu jsou proudy magnetizacni, které jsou vyvolany mikroskopickymi
smyckovymi proudy v atomech a molekuldach magnetickych latek. Tyto proudy mohou vznikat i diky spinu
nabitych castic, kdy vubec nedochazi k pohybu naboju v prostoru. Presto vSsak mohou po vystifedovani
prispivat k celkovému makroskopickému proudu.

Konecné poslednim typem proudu, ktery muze byt principialné také jen casové proménny, je takzvany
posuvny proud ve vakuu nazyvany téz proud Maxwelluv. V tomto pripadé jej neprenaseji elektrické naboje
a je zprosttedkovan proménnym elektrickym polem. Takovy proud umozni uzaviit stiidavy elektricky
obvod s kondenzatorem (obr. 3.3).

Pro volny pohyb naboju predstavuje kondenzator ptreruseni obvodu, takze ustdleny proud zde téci
nemuze. V piipadé casové proménného, naptiklad harmonického proudu, budou naboje prichazejici na
jednu z desek kondenzatoru vyvolavat proménné elektrické pole, a to bude indukovat pohyb naboju na
druhé desce. Obvod se tak uzavie, podobné jako se bude prenaset pulzujici pohyb kapaliny trubici, ktera
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obr. 3.3

je prerusena pruznou membranou.

2. Vlastnosti stacionarniho proudu

Predpokladejme, ze se elektrické ndboje pohybuji v néjaké oblasti prostoru ustdlenym zpusobem a
vytvareji tak staciondrni elektricky proud. Bude tedy pro néj platit rovnice kontinuity (3.8) ve tvaru

divjy = 0. (3.11)

Pohybujici se ndboje budou kolem sebe vyvolavat elektrické pole, které bude silové pusobit na dalsi
elektrické naboje, at jiz nehybné nebo pohybujici se. Také toto staciondrni elektrické pole bude splitovat
prislusné Maxwellovy rovnice. Protoze jsme postulovali, ze Gaussuv zédkon bude platit i pro pohybujici se
naboje pocet silocar vychazejicich z naboje se neméni, muzeme ocekavat, ze rovnice pro divergenci E bude
mit stejny tvar jako pro pole elektrostatické.

K urceni rovnice pro rotaci E je tfeba usoudit, zda stacionarni elektrické pole je potencialni ¢i nikoliv.
O elektrostatickém poli vime, ze préace, kterou kond nad elektrickymi naboji nezavisi na draze a jde-li o
drahu uzavienou, je prace pole rovna nule. Vyplyva to z toho, ze pole statického bodového naboje je v
prostoru centralni a izotropni. Pokud se bodové ndboje za¢nou pohybovat rovnomérné piimocare malymi
rychlostmi, muzeme mit za to, Ze silocary si uchovaji izotropni rozlozeni v prostoru a budou se s nabojem
prosté piemistovat. Neni to sice jiz pole Coulombovo, ale v kazdém daném okamziku jej lze za takové
povazovat. Podotknéme, zZe naboje v béznych vodicich se skuteé¢né pohybuji velmi malymi rychlostmi, jak
déle uvidime. 8

Uvazujme uzavienou proudovou smycku 1 na obr. 3.4, jiz protéka stacionarni elektricky proud. Pokud se
naboje pohybuji pomalu, bude jejich pole v kazdém okamziku Coulombovo. Pfi relativistickych rychlostech
se diky invarianci naboje pocet silocar neméni, ale uplatni se relativistickd kontrakce délek, ktera povede
pouze ke zméné hustoty naboje. Elektrické pole vytvarené obvodem stacionarniho proudu muzeme proto
v kazdém pripadé povazovat za potencialni a jeho rotaci za nulovou.

Uvedené zduvodnéni je ovsem pouze kvalitativni. Misto teoretickych tivah bychom se vSak mohli opfit
o experimentdlni fakt a uvazovat druhou vodivou smycku 2 na obr. 3.4. Kdyby stacionarni elektrické

8N4boje se ovéem mohou pohybovat i rychlostmi relativistickymi, napiiklad v urychlovagich a vytvéiet také staciondrni
proudy. Z relativistickych transformaci v ptisti kapitole odvodime prostorové rozlozeni silo¢ar rychle se pohybujicich naboju.
Uvidime, ze tyto siloc¢ary jsou zhustény ve sméru kolmém k pohybu a takové pole jiz potencidlni neni. Pohybuje-li se vsak
jeden jednotlivy ndboj, nebude piesné vzato vytvéaret staciondrni proud, nybrz proudovy impuls. Stacionarni proud vyzaduje
casové neménné rozlozeni hustoty naboju v prostoru. Navic v kruhovych urychlovacich, kde se relativistické ndboje pohybuji
po uzavienych kruhovych drahéch, se uplatni jejich dostiedivé zrychleni a takové naboje budou vyzarovat elektromagnetické
viny v podobé tzv. synchrotronového zatreni.
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obr. 3.4 obr. 3.5

pole vyvolavané proudem ve smycce 1 nebylo potencialni, potom by pti vhodné poloze vodivé smycky 2
konalo préaci nad volnymi naboji ve smycce 2 a mohlo by zde indukovat proud. Takova indukce proudu
staciondrnim polem vsak pozorovana neni. Muzeme tedy pro stacionarni elektrické pole napsat soustavu

Maxwellovych rovnic
divE = 2 rot E = 0. (3.12)
€o
Tato soustava je formdalné shodnd se soustavou rovnic pro elektrostatické pole (2.11) a vyjadiuje

skutecné urcité analogie mezi elektrostatickym a stacionarnim polem. Jsou zde vS8ak dva zasadni rozdily:

1. Pro stacionarni pole plati jiné okrajové podminky nez pro pole elektrostatické. Uvniti vodic¢u neni
staciondrni pole nulové, na povrchu vodi¢u neni potencial konstantni. To praveé vede ke vzniku elektrického
proudu.’

2. V elektrostatice na sebe naboje pusobi pouze elektrickymi silami. V ptipadé pohybujicich se ndboju
vytvérejicich elektricky proud jiz nemuZeme toto tvrzeni automaticky zobecnit. Vratme se ke dvéma
smyckam na obr. 3.4 a predpokladejme, ze jimi protékaji stacionarni elektrické proudy. Vime, ze takové
proudy mohou protékat i tehdy, bude-li hustota elektrického naboje v objemu obou smy¢ek nulova. Potom
by mezi smyckami elektrické sily nepusobily. Experiment vsak ukazuje, ze dvé smycky protékané proudem
na sebe silové pusobi a tato sila zavisi na sméru proudu. Nazyvame ji silou magnetickou a je na ni zalozena
celd elektrotechnika. Teoretické zduvodnéni vzniku magnetické sily dava prave specidlni teorie relativity
a budeme se ji zabyvat v nasledujici kapitole.

V tadé dulezitych piipadu se stacionarni proud podfizuje Ohmovu zdkonu. Tento zakon sice patii k
obecné nejznaméjsim, ale ve skutecnosti neptredstavuje prirodni zakon takového vyznamu, jako je treba
zakon Gaussuv. Ohmuv zakon je vlastné materidlovy vztah, ktery udava zavislost mezi proudem a napétim
na koncich vodice pro nékteré materidly za urcitych podminek. Uvazme tsek homogenniho vodic¢e na obr.
3.5 na jehoz koncich je udrzovan rozdil potencidlu. Je-li L délka vodic¢e, bude uvniti pusobit staciondrni
elektrické pole velikosti

©1 — P2 U
E =7 "
L L

Pusobenim tohoto pole dojde k pohybu ndboji a tsekem vodice (rezistorem) bude protékat staciondrni
proud. Je mozno ocekéavat, ze mezi napétim U na koncich vodice a mezi proudem [ bude existovat zavislost
urcovand pouze geometrif a materidlem vodice. Tuto zavislost Ize najit bud experimentdlné nebo na zdkladé
mikroskopické teorie pohybu elektrickych nédboju v piislusné latce. Takovou teorii vodivosti se budeme
kratce zabyvat v dalsich odstavcich.

9Pfi piiblizné stejnych okrajovych podminkéch jsou silocary elektrostatického a stacionarniho pole totozné a splyvaji s
proudovymi ¢arami stacionarniho proudu. Toho se nékdy vyuziva k modelovani elektrostatického pole pomoci tzv. elektrolyt-
ické vany. Elektrody daného tvaru jsou pritom ponofeny do slabé vodivého prostiedi a proudové ¢ary pak sleduji silocary
pole.
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obr. 3.6 obr. 3.7

Pouzijeme-li jako materidl vodice kov (stifbro, méd’, hlinik), zjistime, ze proud je v Sirokych mezich

umérny napéti (pii dané teploté). To je pravé Ohmuv zdkon:
U
[—R_GU. (3.13)

Voltampérova charakteristika takového rezistoru mé pak charakter piimé imérnosti (obr. 3.6).

Konstanta imérnosti G se nazyva vodivost (konduktance) a méii se v siemensech (S), jeji prevracend
hodnota je odpor (rezistance), kterou mérime v ohmech (€).

Experimentalné lze zjistit, ze odpor je pfimo imérny délce vodic¢e L, nepiimo imeérny prufezu vodice
S a konstanta umeérnosti, ktera charakterizuje vlastnosti materidlu vodice, se nazyva mérnym odporem
(rezistivitou) a oznacuje se p. Pievrdcenou hodnotu mérného odporu nazyvame mérnou vodivosti (kon-
duktivitou) a oznacujeme o. Je ovSem tieba dét pozor, abychom nezaménili oznaceni p, o s objemovou a
plosnou hustotou néboje. Je zfejmé, ze rezistivitu mérime v jednotkdch ohm metr (£2.m), konduktivitu v
jednotkdch siemens na metr (S.m~!). MuZeme tedy psat

L 1
G =—- = 0§. (3.14)

R=rg R L

Bude-li prutez a ptipadné i mérny odpor podél vodice proménny, musime integrovat
L
p(l)
R= [ 2 3.15
o S() (3.15)

Ohmuv zakon muzeme vyjadrit téz v diferencidlnim tvaru. V tseku homogenniho vodi¢e na obr. 3.5
vyclenime proudové vldkno o malém prutezu AS, a tedy malé vodivosti AG. Potom

Al = U AG = U%AS — 0EAS = oF-AS.
Uvazime-li definici proudové hustoty (3.3), dostaneme Ohmuv zdkon ve tvaru

=0 E. (3.16)

. Konduktivita je podobné jako permitivita jednou z tzv. materidalovych konstant. Vektory j a E nemusi
mit obecné tyz smér a potom se konduktivita stava tenzorem o;,. V takovém anizotropnim prostiedi ma
pak Ohmuv zakon tvar
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obr. 3.8

Ohmuv zdkon v podobé piimé timérnosti (3.13) vyjadiuje linedrni vztah mezi proudem a napétim a
predpoklada, ze pruchod proudu sam neovliviiuje vlastnosti vodice. Lze proto uplatnit i princip superpozice
a proudy vyvoldvané ve vodici vice napétovymi zdroji nezdvisle séitat. Takovd situace miiZe oviem existovat
jen v ur¢itych mezich, u tzv. linearnich prvku. S nimi bychom ovsem v elektrotechnice nevystacili. Chceme-
li elektrické proudy a napéti zesilovat, generovat a ruzné ovliviiovat, musime pouzit pravé nelinearnich
prvku, kde Ohmuv zdkon neplati.Veskeré tvoreni a vznik nového jsou zalozeny na nelinearitach.

Na obr. 3.8 jsou naznaceny voltampérové charakteristiky nékterych nelinearnich prvkia. Na prvnim z
nich dochézi k nasyceni (saturaci) proudu. Po dosazeni urc¢ité hodnoty proud déle neroste, i kdyz napéti
stoupa. Na druhém obrazku méle charakteristiku usmérnovaciho prvku, ktery propousti proud jen jednim
smérem. Konecné na tietim existuje tsek se zapornym odporem, kdy pfi rostoucim napéti proud dokonce
klesa. Takové prvky se uplatni v nékterych generatorech.

Ohmuv zakon mé tedy své meze platnosti. U kovovych vodicu je dobte splnén az pro pole o intenzitach
nékolika milionu voltu na metr; u zfedénych plynu prestava platit uz pri nékolika voltech ¢i desitek voltu na
metr. Nelze jej také aplikovat pro prilis kratké proudové impulsy (kolem 10719 s) a pfi teplotach blizkych
absolutni nule, kdy se uplatni jev supravodivosti.

Zminime se jesté o znamych pravidlech pro séitani sériové a paralelné spojenych odporu, kterd jsou
opa¢nd nez pii s¢itani kapacit (obr. 3.7).

Pti sériovém spojeni se sc¢itaji napéti, a tedy i odpory. Pii paralelnim spojeni se sc¢itaji proudy, a tedy
prevracené hodnoty odporu:

-1
Ryer = Z Ri7 Rpar = (Z ;é) . (318)

i

Dosud jsme uvazovali pruchod proudu rezistorem, ktery jsme si predstavovali jako usek homogenniho
vodice. Nezabyvali jsme se otazkou, co se stane s naboji, kdyz dojdou na konec vodice. K tomu, aby mohl
protékat stacionarni proud, musi byt obvod zfejmé uzavien, musi tvorit kompletni smycku. Uzavieme-
li homogenni vodi¢ tak, ze spojime oba jeho konce, vznikne dalsi potiz. Maji-li se ndboje pohybovat
ustdlenou rychlosti, musi vysledna stfedni sila na né pusobici byt nulova. Sila se strany stacionarniho
elektrického pole musi tedy byt kompenzovéana silou tfeni pii pohybu ve vodi¢i doprovazaném srazkami s
dalsimi ¢asticemi. Pak by ovsem stacionarni elektrické pole muselo konat préaci nad néboji pohybujicimi
se po uzaviené draze, dodavat jim energii. '° To je ovSem v rozporu se skuteénosti, Ze staciondrni pole je
potencialni. Z takové analyzy vyplyne, ze v uzavieném obvodu musi existovat potencidlové skoky, musi
zde pusobit néjaky zdroj energie. Situace je znazornéna na obr. 3.9.

Uzavieny obvod tvoii vnéjsi odpor (rezistor R), a zdroj elektromotorického napéti (zkracené emn)
o vnitifnim odporu R;. Zdroj emn vyvolavd v obvodu nepotencidlni elektromotorickou (vtisténou) silu

10Vyifmku tvoii supravodivy prstenec, kde proud protéka po povrchu bez méfitelného odporu a bez vnéjsiho zdroje energie
po velmi dlouhou dobu.
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obr. 3.9

pusobici na naboje, a to takovou ze jeji prace po uzaviené draze je ruznd od nuly:
A= ¢ Fedl #0
l
Predpokladejme, ze velikost této sily je imérna naboji. Potom muzeme zavést velicinu zvanou emn vztahem

1/ =~ -
5=77(F-dl. (3.19)
qg N

Pomér F/q nékdy nazyvdme vtisténou (elektromotorickou) intenzitou. Na koncich rezistoru (svorkach
zdroje) pusobi takzvané svorkové napéti

2 L, 4
U:/1 E-dl. (3.20)

Je ziejmé, ze emn meéiime stejné jako svorkové napéti ve voltech.

Zdroj emn tedy predstavuje tsek obvodu, vice nebo méné lokalizovany, kde na naboje pusobi sily,
které zvysuji jejich potencidl. Je samoziejmé tieba, aby proud protékal i tisekem zdroje, ktery vykazuje
rovnéz vlastni, tzv. vnitini odpor. Schematicky je to naznaceno na obr. 3.9. M&-li ndboj na svorce 1
potencial ¢, klesne tento potencial po pruchodu vnéjsi ¢asti obvodu na ¢s. Svorkové napéti je tedy rovno
potencialovému spadu na odporu R a podle Ohmova zakona

U=@i—¢p2 = RI.

Na vstupu a vystupu zdroje (elektrodéach ¢lanku ¢ baterie) dojde k potencidlovym skokum - z ¢y na ¢}
a z ¢ na ¢;. Také na vnitinim odporu zdroje nastane potencidlovy spad

Oh—¢) = R I.

Potencialové spady musi byt kompenzovany potencialovymi skoky v obvodu, takze préce pii prenosu
naboje uzavienym obvodem je rovna

A=qlpr—p2)+aqlph—¢1) = RI + R I = ql(pr— )+ (ph—pa)] = ¢ & (3.21)

Elektromotorické napéti tak predstavuje soucet potencialovych skoku v obvodu. Pro uzavieny obvod
muzeme Ohmuv zakon psat ve tvaru

neboli

(3.22)



obr. 3.10

Zname-li svorkové napéti, muzeme pouzivat Ohmuv zdkon ve tvaru (3.13). Je-li zaddno elektromo-
torické napéti, musime znat téz vnitini odpor zdroje a psat Ohmuv zdkon ve tvaru (3.22). Je ziejmé, ze
elektromotorické a svorkové napéti jsou si rovny, neprotéka-li obvodem proud. Po zapojeni vnéjsiho odporu
muze svorkové napéti podstatné klesnout pod napéti elektromotorické a pak hovotime o "mékkém” zdroji.

Odpory a zdroje emn mohou byt vice ¢i méné slozité propojeny a mohou vytvaret sité stacionarnich
proudu (obr. 3.10).

Teorie elektrickych siti predstavuje zvlastni, rozsahlou c¢ast elektrotechniky a matematicky souvisi s
teorii grafu. Sité jsou tvoreny vétvemi o daném odporu, v nichz mohou pusobit zdroje emn. Body, v nichz
se stykaji alespon tii vétve, nazyvame uzly, uzavienou soustavu vétvi nazyvame smyckou. Ukolem teorie
siti je urcit proudy ve vSech vétvich, jsou-li zndmy bud potencidly ve vSech uzlech nebo velikosti emn a
vnitini odpory zdroju.

Pii feSeni siti vyuzivame znama Kirchhoffova pravidla nékdy nazyvana Kirchhoffovymi zakony. Ve
skutecnosti nejde o nové fyzikdlni zéakony, ale o aplikaci rovnice kontinuity a Ohmova zakona pro uzaviené
smycky. Prvni Kirchhoffovo pravidlo (pro uzly) pozaduje, aby soucet vsech proudi v kazdém uzlu byl roven
nule; vystupujici proudy budeme piitom povazovat za kladné, vstupujici za zaporné:

S I, =0. (3.23)

Jde vlastné o integrélni tvar rovnice kontinuity (3.11); kdyby piisun nédboje do uzlu nebyl v rovnovéze v
jeho odvodem, naboj by se v uzlu hromadil a proud by nemohl byt stacionarni.

Druhé Kirchhoffovo pravidlo (pro smycky) tikd, ze soucet potencidlovich spddi na vSech odporech
(véetné vnitrnich odpori zdroji) podél uzaviené smycky je roven souctu elektromotorickych napéti pusobicich
v této smycce. Opét musime znaménka proudu a polarizace emn prizpusobit zvolenému sméru obchézeni

smycky. Tedy
> Roly =) &,. (3.24)

Jde tedy o TeSeni soustavy rovnic vyjadiujicich Kirchhoffova pravidla. Téchto rovnic muze byt velmi
mnoho a jejich feseni muze byt i pro pocitace zdlouhavou zélezitosti. Snazime se samoziejmé vyuzit
maximdlné Kirchhoffovych pravidel pro uzly, kterd jsou jednodussi. M&-1i sit napifklad m uzli a n vétvi,
poskytuje nam prvni Kirchhoffovo pravidlo m - 1 nezavislych rovnic pro uzly a zbyva vybrat n - (m - 1)
rovnic pro smycky. Tyto smycky je tieba ovSsem volit tak, aby ziskané rovnice byly nezavislé, coz neni
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obr. 3.11

trivialni. K tomu slouzi naptiklad metoda iuplného stromu. Vyclenime v siti takovou soustavu vétvi, aby po
nich bylo mozno projit od kazdého uzlu k libovolnému jinému a aby téchto vétvi byl pravé nezbytny pocet.
Smycky pak vybereme tak aby kazda z nich obsahovala jednu vétev, kterd nepatri k iplnému stromu. Na
obr. 3.11 je znizornéna sit s 6 uzly a 9 vétvemi a vybrdn jeden z moznych tplnych stromt. Vidime, Ze
vetvi, které k nému nepatii je pravé n - (m - 1) = 4 a ty ndm umozni vybrat 4 smycky.

Pti fesSenti siti se uplatni rada matematickych metod, které zde nebudeme rozebirat. U metody smyckovych
proudi se vyuziva principu superpozice a kazdé nezavislé smycce se prifazuje mysleny smyckovy proud.
Skutecny proud v dané vétvi je pak souc¢tem smyckovych proudu téch smycek, jejichz soucasti je uvazovanda
vétev. U metody uzlovyjch napéti vyuzivame prvniho Kirchhoffova pravidla a misto smyckovych proudu se
snazime urc¢it napéti ve vsech uzlech vzhledem k néjakému uzlu referenénimu. Pak je jiz snadné najit proud
v jednotlivych vétvich.

V radeé pripadu nepotfebujeme znat reseni celé sité, ale jen proud tekouci urcitou vétvi. Pokud v této
vétvi neni zadny zdroj, chova se cely zbytek sité jako zdroj emn s ur¢itym vnitinim odporem a dodava do
této vétve energii.

Staci tedy urcit velikost emn tohoto zdroje a jeho vnitini odpor. K tomu slouzi Thévéninova véta, ktera
pravi:
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Proud libovolnou vétvi sité se nezméni, vyymeme-li ji ze sité a pripojime ke zdroji, jehoZ emn se rovnd
napéti, které je na uzlech sité, mezi nimiz vétev puvodné byla, a jehoZ vnitini odpor se rovnd odporu sité
merenému na téchto dvou uzlech po nahrazeni vsech zdroju jejich sériovymi vnitrnimi odpory.

Energie, kterou zdroj emn dodava do sité stacionarnich proudu, se na odporech méni nevratné v energii
tepelnou. Protoze prace pii preneseni naboje () mezi body o napéti U je A = QU, bude tepelny vykon
uvolnovany na odporu R roven
dA dQ U?

=U-°>=UIlI=RI’=— =GU*. (3.25)

p = =
dt dt R

Za dobu At se tedy uvolni tepelna energie
W = RI*At. (3.26)

Uvedeny vztah se nazyva Jouletv zdkon (nékdy téz Jouleuv - Lenzuv zdkon) a uvolnénd energie je
zndma jako ” Jouleovo teplo”.
V uzavieném obvodu bude vykon na vnéjsim odporu R

E*R

P(R) = RI* = B RE

Je snadné ovéfit, ze tento vykon jako funkce R bude mit maximum pii R = R;, kdy bude roven P, =
E%/AR. Rikdme, Ze z&té7 je prizpusobena zdroji.

Jouleuv zakon lze ziskat i v diferencidlnim tvaru. Méjme proudové vlakno prurezu AS v némz se vyviji
vykon AP. Potom
AP =UAI = ELj-AS = j5-EAV

kde AV je objem vlakna.
Hustota tepelného vykonu, tj. vykon uvoliovany v jednotce objemu vodice je pak

P - 5 .
p:W:j-E:O’EQZPJQ. (3.27)

Uvedeme nyni piiklady reSeni nékterych méné obvyklych siti.

1. Nekonecnd jednorozménd, sit

Na obr. 3.12 je znazornén nekonecény retézec sériove a paralelné spojenych odport. Mame uréit vstupni
odpor mezi body A a B.

Vyuzijeme k tomu praveé vlastnost retézce, ktera se zda ilohu komplikovat, totiz jeho nekonecnou délku.
Predradime-li boduim A, B jesté jeden c¢lanek z odporu Ry, Rs, nemuze se vstupni odpor zménit. Mame
pak ekvivalentni obvod na obr. 3.13, jehoz vstupni odpor snadno najdeme.

Mame

Rap = Rap = Ri + 5——F1—,

1
Rap = 3 (R, + \R?+4R1R,) .

odkud

2. Nekonec¢nd rovinna sit
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obr. 3.12

obr. 3.13

obr. 3.14
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obr. 3.15

Na obr. 3.14 je zndzornéna nekonecénd rovinng sit tvofend pravotihlym uspofddanim stejnych odport
R. Mdme urcit vstupni odpor mezi dvéma sousednimi uzly sité A, B. Takova sif mize modelovat nékteré
vlastnosti siti vyuzivanych v pocitac¢ich nebo neuronovych siti v mozku.

VyuZijeme principti symetrie a superpozice. Uvazme dva stavy. Ve stavu 1 necht proud I vtéka do
bodu A a rozléva se siti do nekone¢na. Pak z duvodu symetrie musi kazdou ze ¢tyt vétvi stykajicich se v
bodé A protékat tyz proud I/4. Ve stavu 2 necht proud posbirany v nekone¢nu vytéka v bodé B. Z téhoz
diuvodu bude vétvemi stykajicimi se v bodé B protékat opét proud I/4. Superpozici obou stavu zjistime,
ze vtéka-li proud do bodu A a vytéka-li z bodu B, potec¢e odporem R mezi témito body proud I/2. Zbytek
sité tedy predstavuje stejné velky paralelni odpor a plati Rap = R/2.

3. Prostorova sit ve tvaru krychle

Uplatnéni principu symetrie miuzeme demonstrovat na prostorovych sitich, kdy stejné odpory R jsou
umistény v hrandch krychle (obr. 3.15).

Ptejme se naptiklad na odpor mezi dvéma protilehlymi vrcholy jedné ze stén krychle E, B. Proud I
vtékajici do bodu E se z duvodu symetrie rozdéli na dvé stejné casti ol smérujici k vrcholum A, F' a tieti
cast B1 smeétujici k vrcholu H. Ve vrcholu H se proud 31 rozdéli symetricky na dva proudy /. Stejnym
zpusobem muzeme oznacit proudy stékajici se do bodu B. Tak zjistime, ze hranami FG a AD zadné
proudy téci nemohou. Spad napéti mezi body E a B bude jednak 2al R, jednak 2(5+v)I R. Dostavdme
tak soustavu ti{ rovnic

a=B+7 2a+8=1 B=2y,
odkud
3 51 1
o= — = — = — .
8’ 1 T8

Odtud ziejmé hledany odpor Rgp = 3/4 R.

4. Kapacita a odpor soustavy elektrod

Me¢jme dvé elektrody urcitého geometrického uspoirddani a prostor mezi nimi zaplnén prostiedim o
malé vodivosti. Tato soustava vytvori tedy kondenzéator o urcité kapacité C' a urcitém svodovém odporu

R.

11Ve starsf literatufe se toto teplo méiilo v kaloriich a ve vztahu pro energii se udaval éiselny koeficient 0,24.
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obr. 3.16 obr. 3.17

Uvazme napted elektrody ve tvaru dvou vodivych rovinnych desek plochy S ve vzdélenosti d. Protoze
C=e5aR=14% dostdvame
RC = =
o
Tento vztah plati pro elektrody jakéhokoli tvaru. Predpokladejme, ze naboj je rozlozen na elektrodéch
s (proménnou) plosnou hustotou ¥ a vedme plochu S v tésné blizkosti tohoto povrchu. Potom z Ohmova

a Gaussova zékona dostaneme

I:Uz/f-dgza/ﬁ-dgza/zdS:aQ:J(JU.
R s S S € € €

Odtud plyne opét RC' = ¢/o. Zndme-li tedy odpor mezi elektrodami, muzeme urcit kapacitu a naopak.
Vsimnéte si, ze sou¢in RC' ma rozmér ¢asu a vyjadiuje takzvanou ¢asovou konstantu obvodu.

5. Trojtihelnik a hvézda

Nékdy je tieba provést takové transformace siti, aby odpor mezi urc¢itymi body zustal nezménén.
Typickym piikladem je pfechod od usporadani tii odporu do trojihelnika (obr. 3.16) k uspofadéni do
hvézdy (obr. 3.17).

NapiSeme-li soustavu tii podminek, aby odpory mezi body AB, AC, BC byly stejné v obou usporadéanich,
dostaneme vysledek
Ry R B R R R Ry

R = — 2% = 5 = —
L R+ Ry+ Rs R, + Ry + Rs Ry + Ry + Rs

6. Wheatstoneuv mustek

Pro presné méreni neznamych odporu se uziva ruznych mustkovych usporadani. Jejich presnost je dana
tim, ze pfi vyvazeném mustku prestane nékterou z vétvi protékat proud, coz lze dobte indikovat. Piresna
metoda métreni odporu muze byt pak vyuzita napiiklad k méteni teploty a dalsich fyzikalnich velicin.

Na obr. 3.18 je znazornén takzvany Wheatstoneuv mustek. Pii feSeni pomoci Kirchhoffovych zakonu
bychom museli sestavit rovnice pro 3 uzly a 3 smycky a hledat proudy v 6 vétvich. Nas vsak zajima pouze
velikost nezndmého odporu R, v situaci, kdy je mustek vyvazen, tj. jeho diagondlou R, neprotékd proud.

Situaci 1ze zjednodusit, pretransformujeme-li trojuhelnik AC'D na hvézdu. Pak dostaneme obvod na
obr. 3.19, kde

R,Ry
Ri+R;+ Ry’

7 takto transformovaného obvodu snadno najdeme

(R + Rs)(Ry + Ry)
R+ R+ Rs+ R, ’

Ry =

Rap = R +
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obr. 3.18

obr. 3.19
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Proud v obvodu je pak

- ¢
R; + Rap
Z Kirchhoffovych zakonu pro smycky ACD a CBD a uzly A, B, C najdeme proud I, v zavislosti na I:
I = R2R3 — Ran I

Y Ry (Ri+ R+ Rs+R,)+ (R + Ro)(Rs + Ry)

Je-li mustek vyvazen, bude I, = 0 a nezndmy odpor uréime jako

Ry R3
R, = )
Ry
) . 5 . . ... . . ar au
Definujeme-li proudovou a napétovou citlivost mustku viéi zméné R; jako S; = EITR S, = FTR

zjistime ze obé nabyvaji maximalni hodnoty pfi vyvazeném mustku.

3. Zaklady teorie vodivosti

Meérna vodivost (konduktivita), resp. jeji prevracena hodnota, rezistivita, charakterizuje schopnost
latky vést elektricky proud, zavisi na jeji vnitini struktufe a mechanismu prenosu néaboje. Nelze ji tedy
urcit teoreticky obecné, ale vzdy jen pro urcity model konkretniho latkového prostiedi.

Podle predstav klasické fyziky muzeme vytvorit model plynu tvoreného volnymi nabitymi ¢asticemi
(naptiklad elektrony), které se pohybuji chaoticky velkymi tepelnymi rychlostmi (3.1) a pusobenim elek-
trického pole intenzity E ziskaji slozku usporddané rychlosti. Uvazme napiiklad médény vodi¢ délky [ a
prufezu S, k jehoz koncum je piilozeno napéti U. Z Ohmova zdkona zjistime velikost usporadané rychlosti
elektronu v tomto vodici: ,

J I U U

“ ne Sne RSne plne ( )

Dosadime-li typické hodnoty U = 220 V, | = 10 km, koncentraci elektronti v médi n = 8,47.10%® m~3 a hod-
notu rezistivity médi p = 1,7.107% Q.m, vyjde ndm rychlost pohybu elektroni ve vodici 9,55.107° m.s™1.
Srovname-li tuto rychlost se stfedni tepelnou rychlosti elektroni (3.1), zjistime, 7e se elektrony premistuji
ve vodici velmi pomalu, fadové desetiny milimetru za sekundu.

Uvedeme nyni zakladni myslenky tzv. klasické teorie vodivosti. Budeme ptedpokladat, ze proud je
zprostiedkovan volnymi nabitymi ¢asticemi o naboji ¢ a hmotnosti m. Ma-li platit Ohmuv zdkon, musi

byt rychlost téchto ¢astic konstantni a imérna intenzité pole E:

w="2L=2p. (3.29)
ng ng
Kdyby se vsak ¢astice pohybovaly pouze pod vlivem konstantniho elektrického poli, jejich rychlost by stale
narustala. Musi na né tedy pusobit jesté dalsi sila, kterda kompenzuje silu elektrickou a vysledkem je pak
ustaleny pohyb. Tato sila je vyvolana srazkami s ionty a atomy v krystalické miizce a jde o disipativni silu
treni, kterd téz zpusobuje preménu elektrické energie na energii tepelnou. Tuto disipativni sflu budeme
nazyvat silou Langevinovou Fr.

Predpokladejme, ze ¢astice se mezi srdzkami pohybuje pod vlivem pole rovnomérné zrychlenym po-
hybem, pfti srazce odevzdava vsechnu svou kinetickou energii, ztraci rychlost a zac¢ind se znovu urychlovat.
Vzdalenost, kterou ubéhne mezi srazkami nazyvame stredni volnou drahou \, dobu potifebnou k ubéhnuti
této drahy stredni dobou Zivota T a pocet srazek za jednotku casu stredni srazkovou frekvenci v. Je-li v
sttedni tepelna rychlost, plati

(3.30)
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obr. 3.20

Modelovy prubéh rychlosti ¢astice v ¢ase je na obr. 3.20.
Vidime, ze stfedni usporadana rychlost u je rovna poloviné dosahované rychlosti maximalni. Podle
Newtonova pohybového zakona bude tedy Langevinova sila rovna

o= = Mmer o (3.31)

T

Na druhé strané tato sila musi kompenzovat elektrickou silu

2
Fo=qFE=""g (3.32)
g

Odtud dostavame vyraz pro konduktivitu daného prostredi

(3.33)

To je vysledek, ktery dava klasickda teorie vodivosti zalozena na ptredstavé o srazkach nabitych céstic.
Pojem srézky je ovSsem velmi obecny a charakter srdzek muze byt ruzny. Srazky mezi nabitymi a nen-
abitymi ¢asticemi jsou blizké a bindrni, tj. nejcastéji se srazeji vzdy dvé castice, a to tehdy, dostanou-li se
bezprostiedni blizkosti. Stfedni volna draha A je pfitom viceméné konstantni, pokud se ¢éstice pfi srazce
ptilis nedeformuji. Naproti tomu srazky mezi nabitymi ¢dsticemi navzdjem (napiiklad elektrony s ionty
plazmatu nebo krystalové mfizky) jsou kolektivni a daleké, tj. na ¢éstici pusobi soucasné vice nabitych
¢astic, a to jiz difve, nez se Castice ptiblizi (Rutherforduv rozptyl). V tom piipadé se stfedni volnd drdha
méni{ s teplotou tmérné T2. Protoze stiedni tepelnd rychlost v zavisi na teploté jako 7/2, muzeme z
klasické teorie (3.33) urcit zavislost konduktivity na teploté. 12 Pro srazky s neutrdlnimi ¢dsticemi mame

o~ T3 (3.34)

pro srazky s nabitymi casticemi \
o~ T2. (3.35)

Pouzitelnost klasické teorie zavisi na tom, zda muzeme operovat s predstavou srazky ¢éastic a vhodneé
definovat stredni srazkovou frekvenci. Koeficient 1/2 v (3.33) neni samoziejmé ptesny, pomoci kinetické
teorie Castic muzeme ziskat presnéjsi hodnoty, ale zdvislost na ostatnich veli¢inach zustava pritom za-
chovéna. Nékdy neni dost dobfe mozné srazky pocitat a pouzivat pojem srazkové frekvence. Je tomu tak
napiiklad u plynu a elektrolytu, kdy se nabité castice prodiraji mezi atomy nebo molekulami o vysoké
koncentraci. 13. Pak zavddime novy dulezity pojem pohyblivost p ionti nebo elektrontt v daném prostiedi.
Konduktivitu pak zapisujeme pro jeden druh nabitych castic jako

c=qnu, (3.36)

12Pfitom zanedbame zavislost koncentrace na teploté.
I3N4zorné si lze predstavit situaci se srdzkami jako béh lesem, kde mtizeme poéitat ndrazy na stromy, prodirdni v hustém
prostiedi jako pohyb v davu demonstranti, kde nelze jednotlivé interakce oddélovat
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takze srovnanim s (3.33) vidime, ze u = ¢/(2mv) = u/E. Pohyblivost tedy uddva pomér uspoiddané
rychlosti ndboju k intenzité pole a méif se v jednotkdch m?.s~1.V™!, které budeme déle zjednodusgené
oznacovat SI. Urcovat pohyblivosti nabitych c¢éstic vypoctem je ovSem obtizné, proto se méri experi-
mentalné a lze je najit v tabulkach.

Z klasické teorie dostaneme také zdkon Jouleuv v diferencidlnim tvaru. Predavaji-li nabité ¢astice pri
kazdé srazce vSechnu svou energii a je-li pocet srazek za jednotku ¢asu v jednotce objemu nv, bude hustota

tepelného vykonu

mu2

max ny = EQ
p T oL,

coz souhlasi s (3.27).

Muzeme téz odhadnout meze platnosti Ohmova zdkona, tj. podminky, kdy konduktivita o prestane byt
konstantni. Nastane to zrejmé tehdy, kdyz stfedni volna draha zacne zaviset na intenzité pole a vztah mezi
proudovou hustotou a polem ptestane byt linearni. Energie ziskand ¢astici od pole na vzdalenosti rovné
délce volné dréahy se pritom pfiblizi sttedni tepelné energii. Ohmuv zdkon tedy plati, dokud je splnéna
podminka

gEN < ET .

Vezmeme-li pro kovovy vodi¢ délku volné drdahy rovnu radové vzdalenosti mezi ionty krystalové miizku
A ~ 10~® m, dostaneme pii pokojové teploté kritickou intenzitu pole, pfi niz Ohmuv zdkon prestava platit
tddove Ej, = 2.10° V.m™'. S prodluzovanim volné drahy viak hodnota kritického pole rychle klesa. U plynt
je délka volné drahy nepiimo imérnda koncentraci, a tedy tlaku plynu. P1i tlaku 100 Pa bude volna draha
rfadové 0,1 mm a kritické pole kolem 100 volt na metr, pro 1 Pa kolem 1 cm a Ohmuv zdkon prestane
platit pro pole 1 volt na metr. U velmi zfedénych plynu odpovida pak volna draha rozmérum nadoby. Z
klasické teorie je téz ziejmé, ze Ohmuv zakon nemuzeme pouzit na proudové impulsy kratsi, nez je stredni
doba mezi srazkami ¢astic; usporadand rychlost se totiz nestaci ustalit.

Probereme nyni strucné vlastnosti jednotlivych latkovych prostiedi s hlediska jejich elektrické vodi-
vosti. Obecné pritom plati, ze predstavy a vysledky klasické teorie muzeme pouzit tehdy, neni-li koncen-
trace nosicu naboje prili§ vysoka a neni-li absolutni teplota prilis nizka.

A) Plazma

Plazma je ¢astecné nebo uplné ionizovany plyn tvoreny volnymi elektrony, ionty a piipadné i neutralnimi
atomy. Pokud plazma neni piili§ husté (aby se uplatnily kvantové jevy) ani piilis horké (aby se uplatnily
relativistické jevy), 1ze na né dobfe aplikovat klasickou teorii coulombovskych srézek. Jsou-li atomy plaz-
matu Z-nasobné ionizovany, plati mezi koncentraci elektronu a koncentraci iontu vztah n. = Zn;. Vodivost
plazmatu je zprostredkovana jak elektrony, tak ionty, pricemz hmotnost iontu je mnohem vétsi nez hmot-
nost elektronu M > m. Jsou-li srazkové frekvence pro elektrony a ionty ptiblizné stejné, dostavame z

klasické teorie p )
1, 1 1 e*n,
o= —€ene|l— + ~— . 3.37
2 ¢ (mue M Vi) 2 mu, ( )
Vidime, ze vodivost plazmatu je zprostfedkovana predevsim pohyblivéjsimi elektrony a klasicka teorie
dava dobry souhlas s experimentem.
Také teplotni zavislost vodivosti plazmatu dobfe souhlasi s klasickou teorii. Vodivost plazmatu s teplo-
tou roste, coz omezuje moznost ohfat plazma v termojadernych zafizenich ohmickym teplem na vice nez
asi 5 milionu kelvinu.

B) Elektrolyty

Klasické teorie vodivosti byla vytvorena zacatkem naSeho stoleti pravé k vysvétleni vodivosti elek-
trolytu. Elektrolyty predstavuji vodni roztoky latek, jejichz molekuly se zde disociuji na kladné (anionty)
a zaporné (kationty) ionty. Tyto ionty mohou ovsem téz zpétné rekombinovat na neutralni molekuly, takze
vznika dynamicka disociacni rovnovaha a ustaluje se urcita iontova koncentrace. Protéka-li elektrolytem
proud, tj. jsou-li ionty z roztoku odvadény, tato rovnovaha se neustale obnovuje.
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obr. 3.21

Podle klasické teorie je vodivost elektrolytu déna vztahem

0 = q4Nyfly + g-n_pi_ . (3.38)

Pohyblivost ionttt ve vodé najdeme v tabulkdch (napiifklad pro Na® je u = 4,5.107% SI, pro Cl™ je
p=6,8.1078 SI), a je tedy tieba zndt koncentraci ionti. Pomér disociovanych molekul k celkovému poctu
molekul rozpusténé latky nazyvame stupneém disociace o a urcujeme jej pravé na zakladé mérené vodivosti
elektrolytu.

Tato vodivost silné zavisi na koncentraci rozpusténé latky c. Je-li koncentrace roztoku nizka, bude
vodivost mald, nebot je k dispozici mélo ionti. Je-li naopak koncentrace piilis vysokd, bude vodivost
rovnéz mald, nebot stupeni disociace klesne a rovnéz pohyblivost iontii se snizi. Tuto zavislost ukazuje obr.
3.21.

V rovnovazném stavu se vyrovnava piirustek iontu disociaci (imérny poétu nedisociovanych molekul
k(1 — a)c ) a dbytek rekombinaci (imérny soucinu poc¢tu kladnych a zédpornych iontu kya?c? ). Odtud
dostavame takzvanou disociacni konstantu

2

K =¢

1—a’
ktera vyjadiuje podil pravdépodobnosti disociace a rekombinace v daném roztoku.
Je-li ng koncentrace molekul rozpusténé latky a a stupen disociace, bude piispévek jednoho druhu

iontu nesoucich naboj Ze k vodivosti
o = Zeangy . (3.39)

Znédme-li koncentraci roztoku a zmétime-li vodivost, muzeme odtud urcit stupen disociace a disociacni

konstantu.

Pti méfeni vSak obvykle postupujeme tak, ze zavadime tzv. moldrni vodivost (ekvivalentovou vodivost)
A vztahem

A =2
n
kde n je molarni koncentrace, tj. po¢et molu rozpusténé latky v jednotce objemu s uvazenim valence iontu:
Z o
- 3.40
=N (3.40)
kde N4 je Avogadrova konstanta. Upravou (3.39) dostaneme
Zn
o =auNye Oza,an, (3.41)
Ny
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kde F = Ny e je Faradayuv naboj.

Moléarni vodivost je tedy rovna A = auF'. Extrapolujeme-li ji do oblasti velmi malych koncentraci,
kdy muzeme ocekédvat iplnou disociaci (o = 1), dostavame tzv. moldrni vodivost pii nekonecéném ziedénid
A = pF'. Stupen disociace tedy zjistime experimentalné jako podil

A
= — 42
a= (342
(Arrheniuv vztah) a disociaéni konstantu jako
AQ
K = 3.43
“A(he — A (3.43)

(Ostwaldiiv zred ovact zdkon).

Uvedena teorie disociace elektrolytu nalezi S. Arrheniovi (1887) a plati dobfe pro slabé elektrolyty o
nepiilis velké vodivosti. U silnych elektrolytu je tfeba vzit v dvahu i vzdjemnou interakei mezi ionty (P.
Debye, E. Hiickel).

Ptipomeneme jesté znamé dva Faradayovy zakony elektrolyzy. Projde-li elektrolytem nédboj () preneseny
napiiklad N ionty o hmotnosti m;, molarni hmotnosti M; a naboji Ze, potom hmotnost prenesené ldtky
M je umérné proslému ndboji (1. zakon):

M; @

M= miN = 2= = AQ. (3.44)

Konstanta imérnosti A = M;/(ZF) se nazyvé elektrochemicky ekvivalent a udavé se v kilogramech na
coulomb. Jeho vyznam je patrny z 2. zdkona: Projde-li dvéma roztoky riznijch elektrolyti tyz naboj Q,
bude pomér hmotnosti vyloucenych ldtek roven poméru jejich chemickiyjch ekvivalenti. Plyne odtud, ze k
vylouceni jednoho molu chemickych ekvivalentu libovolné latky (tj. jednoho molu jednovalentnich iontu se
Z = 0) je zapotiebi pravé Faradayova néboje.

Jako ptiklad stanovime konduktivitu ¢isté destilované vody. Predpokladejme zjednodusené, ze ji zprostredku
kationty vodiku H" a anionty hydroxylu OH™, jejichz pohyblivosti ve vodé pii pokojové teploté jsou
py = 3,2.1077 SI,  p_ = 1,8.1077 SI. Tyto ionty jsou v &isté vodé stdle piftomny, a to v rovnovazné
molarni koncentraci N,,; = 107* mol.m™® (10~"mol.1™"). Stanovime nejdiive stupeii disociace. Protoze 1
mol piedstavuje 18 g vody, je v jednom kubickém metru 10%/18 = 5,5.10* mol nedisociovanych molekul.
Stupen disociace je tedy nepatrny, a = 1,8.107%. Dosadime-li do vyrazu pro vodivost elektrolytu (3.38)
koncentraci iontu n; = N,,;. N4 = 6,02.10'?, dostaneme o = 4,8.107% (Q.m)~L.

Vodivost vody se ovSem drasticky zvysi, rozpustime-li v ni nepatrné mnozstvi soli. Roztok chloridu
sodného v koncentraci pouhé desetitisiciny procenta (1 gram v kubickém metru vody) dé koncentraci
iontit 1022 m~3 a vodivost 1,8.107% (2.m)~!, tedy o dva fady vyssf nez u ¢isté vody. Pfi tak malé kon-
centraci jsme predpokladali stupen disociace rovny jedné. Muzete nyni sami odhadnout vodivost motské
vody a uvédomit si, ze Zemé je na svém povrchu velmi dobte vodiva koule.

C) Plyny

K tomu, aby ¢isty plyn mohl vést elektricky proud je zapotiebi pritomnosti alesponn malé koncentrace
iontt. ' Tyto ionty vznikaji bud uméle ptisobenim ruznych ioniza¢nich €initel (uf, rtg, gamma zafen)
nebo pfirozené vlivem vSudypiitomného zafeni kosmického a zareni radioaktivnich nuklidi obsazenych v
zemské kife. Tak se ve vzduchu v 1 kubickém metru kazdou sekundu stéle tvoif v praméru An = 5.10°
iontu; nad motskou hladinou o néco méné, nad sousi o néco vice. Tyto ionty opét zanikaji rekombinaci
a setkdvame se opét s rovnovaznym stavem mezi ionizaci a rekombinaci jako v ptipadé elektrolytu. Je-li
koncentrace molekul neionizovaného plynu n a « stupen ionizace, dostavame rovnici ioniza¢ni rovnovahy

An =k (1—a)n = ky(an)?, K = n

4 Pokud ionty ve velmi malém objemu nejsou piftomny vibec, je podle kvantové fyziky moznd ionizace v extrémné silném
elektrickém poli, vytvareném napiiklad laserovym paprskem. Pak dochdzi k jiskrovému vyboji.
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obr. 3.22

Pti malych napétich tak bude ve vzduchu protékat elektricky proud podle Ohmova zakona - mluvime
o nesamostatné vodivosti plyni. S rostoucim napétim se ovSem dostavi jev saturace. Az vsechny vznikajici
naboje zacnou putovat k elektroddm, nemuze se jiz proud déle zvétSovat. Mezi hodnotou nasyceného
proudu a tvorbou iontu existuje jednoduchy vztah. Je-li [ vzdalenost elektrod a S jejich plocha, plati

jS IS ‘[S
A = — = = —,
e e TSR V2

Rychlost tvorby iontii muzeme tedy urcit ze zméreného nasyceného proudu. Rovnovazna iontovéa koncen-

trace pak souvisi s An vztahem
An
n, = an = \|—
ky '

kde k; je koeficient rekombinace, ktery mtizeme pro ¢isty vzduch odhadnout na ky = 1,67.107!2 m?3s
Pak jiz muzeme urcit vodivost plynu podle (3.38).

-1 15

Jako priklad odhadneme konduktivitu ¢istého vzduchu. Jestlize ji zprostiedkuji kladné a zaporné ionty
dusiku, najdeme v tabulkdch jejich pohyblivosti ve vzduchu za normdlnich podminek: p, = 1,2.107* SI,
p_ =1,810"* SI. Potom méame

o =eni(py+p) = 3,7100"VAn = 8,3.107" (Qm) ™" .

Tento vysledek je ovSsem pouze orientacni a zavisi na mnoha faktorech. Nicméné je skutecnosti, ze zemska
atmosféra je vodiva, tato vodivost se méni s vyskou a atmosférou neustale protékaji proudy mezi dvéma
obrovskymi kulovymi elektrodami - ionosférou a zemskym povrchem.

Voltampérova charakteristika elektrického vyboje v plynu je na obr. 3.22. Pro maléd napéti plati Ohmuv
zakon, pak nastupuje oblast nasyceného proudu. Pri dalsim rustu napéti sice proud neroste, ale nabité
¢astice (ionty, elektrony) zvétsuji svou energii. Dosdhnou-li energie potfebné k ionizaci neutrdlnich atomu,
zaCne se pocet nosicu lavinovité rozrustat a vyboj prejde do oblasti samostatného vyboje (prudky vzrust
proudu na obr. 3.22).

Samostatné staciondrni vyboje v plynech mohou mit riizny charakter. P¥i snizeném tlaku plynu (1 — 10%) Pa
vznika po dosazeni zapalného napéti takzvany doutnavy viboj doprovazeny svételnym zarenim charakter-
istického zbarveni a spektra. Typické proudy u doutnavého vyboje jsou (107" — 10) A.m 2. Rozlozeni
napéti podél vybojové drahy je velmi nerovnomeérné, nejvétsi spad je soustiedén v blizkosti katody.

Jinym typem samostatného vyboje je obloukovy vyjboj, ktery vznika pti atmosférickém tlaku mezi dvojici
uhlikovych elektrod. Elektrody se musi nejdiive dotknout a zahiat se Jouleovym teplem. Po oddaleni pak

15 Jsou-li ve vzduchu éastice prachu, mohou ionty zanikat na nich, a to podstatné rychleji. Potom An = kn;, k ~ 1072571,
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jiz vyboj ho¥i samostatné pfi relativné malych napétich (20 - 50 V) a velkych proudech (10> A.m™? a vice).
Elektrody se pritom silné zahiivaji a poskytuji vykonny svételny zdroj.

Pti vysokém napéti muze existovat celd fada samostatnych nestaciondrnich vyboju (jiskrovy vijboj),
jejichz studium ma velky prakticky vyznam.

D) Vakuum

Meéjme dvé rovinné deskové elektrody ve vzdalenosti [, v prostoru mezi nimi vakuum a na nich prilozeno
napéti U. S takovou situaci se setkdvame v elektronkach. Aby mezi elektrodami mohl protékat proud,
musi se jedna z nich, katoda, stat zdrojem elektronu. Elektrony se obecné mohou uvoliovat z povrchu
pevnych latek v procesu, ktery nazyvame emisi. K vystupu elektronu z kovu ¢i polovodice je tteba mu
dodat energii odpovidajici takzvané vystupni praci. Podle charakteru této energie mluvime o termoemist,
fotoemisi, autoemisi v silném elektrickém poli, sekunddarni emisi vyvolané dopadem rychlych ¢astic atd.

Emituje-li katoda elektrony, muzeme zfejmé opét rozlisSovat oblast nenasyceného proudu pii nizkych
napétich a nasyceného proudu pfti vyssich napétich. Hodnota nasyceného proudu bude zaviset na materialu
katody a jeji teplote. ¢

V oblasti nenasyceného proudu nebude proud dan vlastnostmi katody a také se nebude fidit Ohmovym
zékonem, protoze zde neexistuji srazky s ¢asticemi prostiedi. Je proto nanejvys zajimavé zjistit, jak bude
proud mezi elektrodami v tomto pripadé zaviset na napéti. Pozadujeme, aby se mezi elektrodami ustavil
stacionarni proud a vSechny veli¢iny byly pouze funkci vzdalenosti od katody x. Predpokladame ptitom,
ze elektrony vyletuji z katody nulovou rychlosti a déle ze potencial a intenzita pole u katody jsou nulové:

p(0) = 0, #(0) = E(0) = 0.

Funkce ¢ predstavuje potencial stacionarniho elektrického pole a musi proto vyhovovat Laplaceové-

Poissonové rovnici: »
2 P
= — — . 3.45
d 2 €0 ( )

Déle musi platit rovnice kontinuity pro stacionarni proud a zakon zachovani energie:

e d. 2
divj:—jzo, j = — pv = konst, me
dzx 2

=ecp.

(Vzali jsme v tvahu, ze zaporny elektronovy néboj se pohybuje v kladném sméru osy x.) Dosadime-li do
(3.45) za p pomoci j a ¢, dostaneme obycejnou diferencidlni rovnici druhého fadu

d? o 1 /m 1 1

—j— =C—.
d x? €0 26‘7\/@ NG

Vynéasobenim této rovnice dy/dx a zintegrovanim dostaneme

2
1 (fde
- |— = 2C .
2 (d w) Ve
Odtud vypocitdme dp/dx a jesté jednou zintegrujeme. Dostaneme
p = <9 l /@ j>2/3 x4/3
4 €0 2e .

Vidime, ze v prostoru mezi elektrodami je proudové hustota j vSsude konstantni, potencidl se méni podle
zékona ~ x*/3, rychlost jako ~ 2% a hustota naboje jako ~ z~2/3.

167 kvantové fyziky vyplyva pro hodnotu nasyceného proudu wztah Richardsontiv-Dushmaniiv:

Js = ATQeXp(— %) ,

kde ep je vystupni prace, k Boltzmannova konstanta a A konstanta témeér stejnd pro vsechny latky a rovna piiblizné
A=1,2.10 Am 2K 2
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Dosadime-li za x = [ a vynasobime proudovou hustotu plochou elektrod, dostaneme takzvany Lang-

muiriv tripolovinovy zdkon:
3 4e9S |2e
I = KU=2 K = —/—\/— 3.46
’ 92 \m’ (3.46)

ktery zde nahrazuje zdkon Ohmuv.

E) Pevné latky

Pokusme se aplikovat klasickou teorii vodivosti na typicky kovovy, napiiklad stiibrny vodic¢. Predné
musime veédét, které nabité castice jsou zde nositelem proudu. Experimentdlné to lze ovérit vtipnou
metodou, kterou pouzili R.G.Tolman a T.D.Stewart v roce 1917. Vysli z predpokladu, ze jsou-li ve vodici
volné pohyblivé castice, musi se podrizovat zdkonu setrvacnosti a uvedeme-li vodi¢ do pohybu a prudce
zbrzdime, musi byt vrzeny ve sméru pohybu vodice stejné jako pasazéii v dopravnim prostiedku. Tuto
metodu pouzivame, kdyz trepeme krabickou zapalek, abychom zjistili, zda je plna.

Pohybuje-li se vodi¢ délky [ rychlosti v a je-li zbrzdén za dobu At, pusobi na volné nabité c¢astice
setrvacna sila, ktera je ekvivalentni sile elektrického pole E:

v
ma=m-— =qk.
N
Napéti U = El vyvold proudovy impuls I = U/R a na koncich bude mozno balistickym galvanometrem
zmérit objevivsi se naboj
m vl
q R

V tomto vztahu zndme vsechny veli¢iny kromé mérného nédboje ¢éstic ¢/m, ktery muzeme pravé timto
pokusem urcit. Pfesnost méreni bude ziejmé tim vétsi, ¢im bude vodic delsi, ¢im rychleji se bude pohybovat
a ¢im prudceji jej zbrzdime. Tolman a Stewart pouzili zarizeni na obr. 3.23.

Civku s navinutym dlouhym dratem uvedli

do rychlé rotace, pak ji prudce zbrzdili

a zméfili ndboj na koncich dratu. Délka

dratu byla asi 500 m, obvodova rychlost

300 ms~! a doba brzdéni 0,1 s. Pro méd,

sttibro a hlinik tato méfeni potvrdila, ze

elektricky proud je pfenasen volnymi elek-

trony. U vSech kovu tomu tak ale neni,

muze se uplatnit naptiklad i dérova vodi-

vost nebo dokonce i iontova (pevné elek-

trolyty). S Tolmanovym - Stewartovym

jevem se setkavame i jindy. Naptiklad u

délostieleckého grandtu, ktery je nahle za- obr. 3.23

staven v pancifi, se na prednim konci ob-

jevi zaporny naboj.

Q= TAt =

Pouzijeme nyni vyraz pro vodivost (3.33). Vezmeme-li experimentdlni hodnotu konduktivity stiibra o =
6,2.107 S.m ™', elektronovou koncentraci 5,8.10%® m~3, stiedni tepelnou rychlost 1,1.10°m.s~*, dostaneme
stfedni délku volné drahy A = 8,3.107° ~ 107®m. Snadno vsak zjistime, Ze vzdalenost mezi ionty krys-
talové mifzky (mfizkova konstanta) je o dva fady mensi, ~ 107% m! To by znamenalo, Ze elektron mine pii
pohybu krystalem stiibra stovky iontu, aniz by doslo k jediné srazce. Také teplotni zavislost konduktivity
nesouhlasi s klasickou teorii. Pri srazkach s ionty by meéla elektrickd vodivost s rostouci teplotou rust,
zatimco u kovu klesa.

Takovy nesouhlas nasvédcuje tomu, ze vodivost kovi nemuzeme popsat pomoci zakonu klasické fyziky.

Souvisi to s vysokou hustotou ééstic, faddové 10%® m~3 a vice, kdy se jiz uplatni kvantové jevy. Elektrony
pritom projevuji vlnové vlastnosti, misto srazek v klasickém smyslu probiha rozptyl vin a také ionty
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obr. 3.24

krystalové miizky jsou v oscilacnim pohybu. Podle zdkontu kvantové fyziky energie téchto vin a kmita
je kvantovana, tj. muze nabyvat jen urcitych dovolenych hodnot. Je zndmo, ze v atomech a molekulach
exstuje vzdy celd soustava dovolenych kvantovych hladin. Resfme-li ilohu o pohybu elektronu v periodické
struktufte krystalu, dostali bychom v modelu nekoneéné rozlehlého krystalu dovolené a zakazané energetické
pdsy (z6ény). Prostoze krystal ma koneéné rozmeéry, jsou dovolené pasy tvoreny velkym mnozstvim tésné
priléhajicich energetickych hladin. Obsazovani téchto hladin se déje v souladu s Pauliho principem, takze
v kazdém pdsu muze byt jen urcity konecény pocet elektronu. Pas s nizsi energii, kde jsou elektrony pevnéji
vazany, nazyvame valencnim, periferni pas s vyssi energii vodivostnim. Oba pésy jsou oddéleny zakdzanym
pasem, ktery elektrony nemohou prekonat, pokud jim neni dodana energie odpovidajici sitce tohoto pasu.
U kovu je valen¢éni pas zcela zaplnén a ve vodivostnim pasu je uréity pocet elektronu az po tzv.
Fermiho hladinu, ktera je u riznych kovii rizna. Elektrony ve vodivostnim pasu mohou ziskavat dodatecnou
kinetickou energii, prechazet na vyssi hladiny a vést tak proud. Naproti tomu u polovodic¢u a dielektrik
nejsou ve vodivostnim pasu k dispozici volné elektrony a mohou se sem dostat jen z valencniho pasu po
ziskani potfebné energie. Tak u polovodic¢u je mozno vyvolat vodivost osvétlenim, zahtatim, elektrickym
polem apod. Vodivost polovodicu zavisi také silné na jejich ¢istoté. Pravé doddnim piimeési (donoru nebo
akceptoru elektronu) vytvarime dodateéné tizké piimésové pasy uvniti zakdzaného pasu, které usnadnuji
vznik vodivosti. Vodivost polovodicu muze pritom byt jednak elektronova (typu n), jednak dérova (typu
p), kdy se premistuji diry po chybéjicich elektronech. Situace je zjednodusené znézornéna na obr. 3.24.
Dulezité je téz zkoumat, jak zavisi konduktivita pevnych latek na teploté. Je zajimavé, ze zatimco
teplotni zavislost konduktivity neni v souhlase s klasickou teorii, je pii vyssich teplotach dobfe splnén
Wiedemanniv - Franziv zdkon, nazyvany téz zdkon Lorentzuv - Lorenzuv. Ten udava pomér mezi tepelnou
a elektrickou vodivosti kovii jako imérny absolutni teploté a lze jej odvodit z klasickych predstav:
2.2
AT (3.47)

o 3e?

Zde A je soucinitel tepelné vodivosti, k Boltzmannova konstanta a tzv. Lorenzuv soucinitel L je stejny pro
véechny kovy a roven L = (2,3 —2,5).1078 V2. K™2. Wiedemanntv - Franziiv zékon ukazuje, ze elektricky
dobte vodivé kovy jsou také dobrymi vodici tepla.

Pro teploty vyssi nez tzv. Debyeova teplota 7 roste mérny odpor kovii linedrné s Celsiovou teplotou
podle zndmého zdkona '8

p=po (1+at) = p(1—=273,15a+aT) ~ apy T . (3.48)

Teplotni soucinitel odporu o mé hodnotu o = 0,004 ~ 1/273, 15K, takze dostdvame téméi pifmou
umérnost v absolutni teploté (obr. 3.25).

"Debyeova teplota souvisi se spektrem kmitii krystalové mifzky a odpovidd pro méd asi 330 K.
18Ptesnéji se uvazuje jesté kvadraticky ¢len 3t2
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Pii teplotach podstatné nizsich nez Debyeova
lze teplotni zavislost mérného odporu aprox-
imovat zavislosti ~ 7T°; obecné davd kvan-
tova fyzika pomeérné komplikovanou zavislost
vyjadienou tzv. Grineisenovou funkci. PTi
dosazeni tzv.kritické teploty T, dochazi u mnoha
latek k nahlému poklesu odporu a projevuje se
jev supravodivosti, o némz pojedname déle.

obr. 3.25

Na rozdil od kovu mérny odpor polovodi¢u s rostouci teplotou klesd, a to podle funkce

E,
4
p = poexp <2k:T) , (3.49)

kde E, je sitka zakdzaného pasu. V praxi se ovSem vyuziva piimésové vodivosti polovodicu. Zvlastni
vyznam pak maji prechody mezi polovodi¢i o ruzném typu vodivosti (n, p), které umoznuji vytvaret
polovodicové diody, triody, tranzistory a dalsi prvky, jimiz se zabyva elektronika.

Uvedeme nékteré orientacni hodnoty rezistivity p pti pokojové teploté a teplotniho koeficientu odporu
a ruznych pevnych latek:

latka p[2.m] 103 a[K™]
stiibro 1,6.1078 3,8
méd 1,7.10°8 3,9
hlinfk 2,8.107% 4,9
wolfram 5,5.1078 4,5
zelezo 9,8.1078 9,0
platina 1,1.1077 3,9
olovo 2,1.1077 4,2
rtut 9,6.1077 1,0
bismut 1,2.1076 4,5
manganin 4,2.1077 0,02
konstantan 5,0.1077 0,05
uhlik 5,0.107° ~ 0,8
sklo 109 — 102 —
polystyrol 1010 — 10t —

F) Supravodice

P1i poklesu teploty k absolutni nule dochazi u mnoha latek k nahlému vymizeni elektrického odporu.
Tento jev se nazyva supravodivosti a byl poprvé pozorovan v roce 1911 H. Kammerlinghem Onnesem v
holandském Leidenu. Zkapalnénim helia se podarilo dosdhnout teploty 4,12 K, pfi niz odpor rtuti klesl
na nulovou hodnotu (fddové 1072 Q.m). Neni tfeba zduraziiovat, Ze jev supravodivosti, kdyby se jej
podaiilo technicky bézné zvladnout, by znamenal revoluci v elektrotechnice, umoznil by odstranit ztraty
energie Jouleovym teplem, usnadnil by ptenos elektrické energie na velké vzdalenosti, vytvareni silnych
magnetickych poli, zvyseni jakosti rezonanc¢nich obvodu atd.

Od chvile objevu byl jev intenzivné studovan, teoreticky i experimentalné. Vedle rtuti byla pozorovana
supravodivost u fady dalsich prvkiu, slitin a sloucenin. Usil{ se soustiedilo predevsim na zvysSeni kritické
teploty, pfi niz supravodivost nastava, aby nebylo nutné provadét narocné chlazeni vodicu kapalnym
heliem. Byla téz zjisténa dulezita zavislost supravodivych vlastnosti na vnéjsim magnetickém poli, které
muze za urCitych podminek supravodivost zrusit. U tzv. supravodi¢u prvniho typu se kritické teploty
pohybuji pod 10 K (Al 1,17 K, Sn 3,70 K, Pb 7,20 K, Nb 9,25 K) a kritické magnetické pole je fadovée
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10! — 1072 T. Uplatituje se zde téz Meissneriv - Ochsenfeldiv jev, podle néhoz je uvnitt supravodice
magnetické pole vzdy nulové. Takovy supravodic¢ tedy vytésnuje magnetické pole ze svého objemu a chova
se vuci magnetickému poli podobné jako vodic¢ vuci poli elektrostatickému.

U supravodi¢u druhého typu muze supravodivost trvat i pii vyssich magnetickych polich (nékolik
desitek tesla), pricemz v supravodivém stavu je jen ¢ast prurezu supravodice. Proudova hustota zde muze
dosahovat obrovskych hodnot az 10 A.m ™2, coz mé nesmirny technicky vyznam. K takovym supravodic¢tim
patii fada specidlnich slitin (Nb-Zr, Nb-Ti, Nb3Sn) a dalsi. Rekordné vysoké kritické teploty se podafilo
doséhnout u NbsGe, a to 23,2 K. Tato teplota jiz presahuje bod varu vodiku (20,4 K).

Velké prekvapeni vyvolal objev tzv. ”vysokoteplotni supravodivosti” nékterych keramik (jinak typ-
ickych izolantu), chemického slozeni BaLaCuO, BaYCuO, pfipravenych pomérné nenaro¢nym technolog-
ickym postupem J.G.Bednorzem a K.A.Miillerem v Ziirichu v roce 1986. Kritické teploty téchto materidlu
ptresahuji bod varu dusiku (77,3K) a probiha intenzivni usili pfipravit z nich technicky vyuzitelné materidly,
pripadné udrzet jejich supravodivé vlastnosti pii pokojovych teplotach.
holenim byla kvantova mikroskopicka teorie BCS (J.Bardeen, L.N.Cooper, J.R.Schriffer) z roku 1957. Je
zalozena na predstavé o vzajemném pusobeni elektronu s kmity krystalické mtizky pri nizkych teplotach,
ktera vede k vytvareni elektronovych Cooperovijch pdari. Tyto elektronové pary s vykompenzovanymi spiny
se chovaji jeko bosony, nepodrtizuji se Pauliho principu a jejich vzajemna korelace zustava zachovana na
zna¢éné vzdalenosti.'

Supravodivost tzce souvisi s tzv. Josephsonovymi jevy, které jsou zalozeny na korelaci elektronu ve
dvou ¢astech supravodice oddélenych tenkou vrstvou nevodice. Na zakladé téchto jevu se podafilo sestrojit
zalizeni umoznujici mérit nepatrnd napéti a magneticka pole.

4. Zdroje elektromotorického napéti

Uvedli jsme, ze stacionarni proud muze protékat obvodem jen pusobi-li zde zdroj elektromotorického
napéti, existuji-li zde potencidlové skoky a je-li ndbojum dodavana energie. Takova situace vznika v neho-
mogennich obvodech, kde se stykaji vodice ruznych druhu nebo vystavené ruznym podminkam. Obvykle
pritom rozlisujeme vodice pruniho druhu, které se pti pruchodu proudu chemicky neméni a vodice druhého
druhu, jako naptiklad elektrolyty, v nichz pti pruchodu proudu dochézi k chemickym reakcim. Vsimneme
si kratce jen dvou typu zdroju emn, a to ¢ldnki galvanickych a termocldnku.

Clanky galvanické

Historicky prvnim zdrojem elektromotorického napéti byl Voltuv galvanicky clanek, k némuz byl Volta
inspirovan Galvaniho pokusy s zivocisnou elektfinou. Voltuv ¢lanek pochéazi z roku 1800 a predstavoval
soustavu tvorenou médénou a olovénou elektrodou oddélenych kartonem nasycenym slanou vodou. Ba-
terie takovych élanku spojenych v sérii (Voltuv sloup) davaly napéti stovek a tisicu voltu a umoznovaly
demonstrovat efektni experimenty. Vedle toho bylo s jejich pomoci provadét elektrolyzu, coz mélo velky
vyznam pro elektrochemii a umoznilo objev nékolika novych prvku. Volta sam nedovedl objasnit, kde se
bere energie k udrzovani stacionarniho proudu; dnes vime, ze jde o energii chemickych reakci probihajicich
na elektrodach.

Ponorime-li do elektrolytu dvé elektrody z ruznych kovu, vzniknou na nich potencidlové skoky nazyvané
elektrodovymi potencidly. Kov ma tendenci se rozpoustet, jeho kladné ionty prechazeji do roztoku a elek-
troda (katoda) se nabiji zdporné. Na druhé elektrodé (anodé) se kladné ionty opét zabudovévaji do krys-
talické mrizky elektrody a vznika zde nedostatek elektronu. Postupné se vytvori stacionarni stav a proud
se uzavira elektrony v kovu a ionty v elektrolytu.

YK bosontim patii napiiklad fotony, které vytvéareji elektromagnetickou vlnu a pohybuji se zde bez vzdjemného ”tfeni”.
Podobné i pohyb ¢astic vytvarejicich atomové jadro odpovida supravodivému stavu.
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obr. 3.26 obr. 3.27

Elektrodové potencidly se obvykle udavaji jako tzv. standartni nebo normdlni potencidly vztazené k
vodikové elektrodé. Vodikova elektroda je platinova elektroda nasycena vodikem a ponorend do roztoku
s normalni koncentraci vodikovych iontu. Uvedeme normélni potencidly pro nékteré elektrody (ve voltech):

Zn +0,76 Fe +0,43 Cd 0,40 Ni +0,22 Pb 40,12 Cu-0,34 Ag-0,80 Hg -0,86.

Odtud snadno urcime, ze napriklad ¢lanek s jednou zinkovou a jednou médénou elektrodou bude davat
napéti 1,1 V.

Dulezitym jevem, ktery se uplatnuje u galvanickych ¢lanku je tzv. polarizace elektrod. V dusledku
chemickych procesii se méni povrch elektrod, ty se pokryvaji povlakem kovu, probihaji chemické zmény v
elektrolytu pobliz elektrod. Tim se méni elektrodové potencialy a obecné dochazi k poklesu napéti ¢lanku.
Vysledek se jevi tak, jako by v obvodu pusobilo dodateéné tzv. polarizacni napéti £, a voltampérova
charakteristika je znazornéna na obr. 3.26. Ohmuv a Jouleuv zdkon muzeme psat ve tvaru

U-E¢,

[ —=
R Y

A= (RI* + & 1) At (3.50)

Rozlisujeme dva typy galvanickych clanku - primdrni, nevratné a sekunddrni, vratné, nazyvané téz
akumuldtory. U primarnich ¢lanki je polarizace elektrod nezidouci, nebot vede k pomérné rychlému
poklesu emn. Snazime se proto ruznym zpusobem této polarizaci branit. Tak u Daniellova ¢ldnku (obr.
3.27) je zinkova elektroda ponofena do roztoku siranu zine¢natého, médénd elektroda do roztoku siranu
médnatého a oba roztoky jsou oddéleny pérovitou membranou. Dimyslnd konstrukce Westonova éldnku,
kde katodu piedstavuje amalgam kadmia, anoda je rtufové a elektrolytem je roztok siranu kademnatého,
témeér vylucuje zmény na elektrodach a slouzi dokonce jako etalon emn (1,01865 V pii 20 stupnich C).
Grenetuv c¢lanek ma zinkovou a uhlikovou elektrodu a za elektrolyt roztok dvojchromanu draselného s
kyselinou sirovou (emn 2,0 V). V praxi se nejéastéji pouziva Leclanchéuv suchyj ¢lanek. Je tvofen zinkovou
nadobkou, ktera obsahuje vodny roztok pastovité konzistence salmiaku a chloridu zinecnatého; jako anoda
slouzi uhlikova tycinka obklopend vrstvou burelu. Pfi odbéru proudu se zinkova elektroda rozpousti. V
okoli uhlikové elektrody se burel redukuje vylou¢enym vodikem na MnyO3 a vznikly amoniak spolu s ionty
zinku vytvar{ komplexn{ kationty [Zn(NH,)s]*". Elektromotorické napéti je 1,5 V.

Ze sekundarnich clanku je nejcastéji pouzivan oloveny akumuldtor. Obé elektrody jsou olovéné, elek-
trolytem je 25 - 30 % kyselina sirova, ktera vytvoii na elektrodach vrstvu siranu olovnatého. Pi nabijeni
se na katodé siran olovnaty redukuje na olovo a na anodé se oxiduje na oxid olovi¢ity. Pii odbéru proudu
se opét vytvari siran olovnaty. Emn je asi 2,1 V a s vybijenim postupné klesa. Uziva se téz akumulatoru
Ni - Fe a Ni - Cd, které jsou trvanlivéjsi, jsou vSak drazsi a maji vétsi vnitini odpor.

Vedle galvanickych clanku s elektrolytem se od 60. let tspésné vyuziva takzvanych palivovych clanku,
které pracuji vlastné na principu opacném k elektrolyze. V nich probihaji bouflivé chemické reakce v
plynném prostiedi (napfiklad mezi kyslikem a vodikem), a to ve dvou prostorové oddélenych oblastech pii
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obr. 3.28

elektrodach. Palivové clanky se uplatnuji v pohonu ponorek, kosmickych aparatur apod. Vyteseni tkolu
konstrukce vhodnych chemickych zdroju k elektrickému pohonu dopravnich prostiredku by mélo obrovsky
ekonomicky a ekologicky vyznam.

Termoclanky

V roce 1821 pozoroval T.J.Seebeck poprvé takzvany termoelektricky jev. Méjme v nehomogennim ob-
vodu dva ruzné vodice prvniho druhu. Na jejich styku vznika tzv. kontaktni napéti. Zjistil to uz Volta a
sestavil fadu kovt, z nichz kazdy se pii dotyku s libovolnym nasledujicim nabiji kladné (v zdvorce uvedena
orienta¢ni hodnota vystupni prace elektront v elektronvoltech; elektrony snaze prechazeji z kovu o nizsi
vystupni prace do kovu o vyssi vystupni praci):

Al(4,2), Zn(4,3), Sn(4,4), Pb(4,4), Hg(4,5), Fe(4,7), Cu(4,8), Ag(4,8), Au(4,9), Pt(5,3).

Vidime, ze velikosti kontaktniho napéti dané rozdilem vystupnich praci dosahuji desetin voltu az voltu.
Je-li pfitom spojeno vice ruznych kovu v sérii, zalezi podle Voltova zdkona jen na prvnim a poslednim
kovu v fadé. Vznik kontaktniho napéti je mozno pricist jednak rozdilné vystupni praci elektronti z ruznych
kovu, jednak ruzné elektronové koncentraci. Predstavme si situaci na prechodu mezi kovovymi vodici 1 a
2 prufezu AS, kdy elektronové koncentrace v téchto kovech jsou nq, ny (obr. 3.28).

Pouzijme klasickou predstavu o elektronovém plynu a vyjadieme jeho tlak pomoci stavové rovnice pro
idealni plyn jako

p=knT,

kde k je Boltzmannova konstanta. Na pfechodu mezi obéma kovy, kde se elektronové koncentrace vy-
rovnavaji, zvolme tenkou vrstvu tloustky dz a vyjaddieme rozdil tlakovych sil, které na tuto vrstvu ptisobi:

dF = ASdp = kT AS dn .

V rovnovaze musi byt tato sila kompenzovana silou elektrickou

d
dFF = q F = —enAde—SO.
dx
Porovnanim téchto sil dostaneme
KT dn
dp = —— —
e n
a po integraci
kT
p = 2 (3.51)
(& ny
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obr. 3.29

Uzavieme-li nyni obvod, budou v ném dva kontaktni ptechody a napéti na nich praveé opacna. Vystupni
préci ani elektronovou koncentraci ovlivnit nemuzeme. Muzeme vsak vyuzit toho, ze kontaktni napéti (3.51)
zavisi na teploté. Budeme-li jeden spoj ohfivat a druhy ochlazovat, vznikne v obvodu elektromotorické

napéti
k N9
gT = — In— (TQ _Tl) = 01 AT. (352)
(& nq
Koeficient o; se nazyva Seebeckuv koeficient a ¢ini napifklad pro termoclanek méd - konstantan 4.107°
volt na stupeii. 2

Vznik emn v nehomogennim obvodu tvoreném dvéma riznymi kovy pfi udrzovani jejich spoju pfi
ruznych teplotach se nazyvéa Seebeckiv termoelektricky jev. Vzniklé emn je sice malé (milivolty na sto
stupnu), ale stélé. Takto konstruované termoclanky lze spojovat do termobaterii. Je to jeden ze zpusobu jak
meénit tepelnou energii na elektrickou. Termobaterie mohou pritom vyuzivat nejruznéjsich tepelnych zdroju
- mohou byt zahiivany sluneénim teplem, teplem uvolnovanym pfi radioaktivnich pfeménéch, teplem z
jaderného reaktoru, a slouzit tak jako autonomni zdroj elektrické energie na odlehlych mistech, v kosmu
apod. Na druhé strané muzeme termoclanky pouzit k presnému méteni zvlasté vysokych teplot.

V roce 1834 byl objeven tzv. Peltieruv jev, opacny k jevu Seebeckovu. Nechame-li nehomogennim
obvodem prochézet proud, bude se jeden ze spoju ohiivat a druhy ochlazovat a tak muzeme vytvorit
napiiklad chladni¢ku. Seebeckuv a Peltieruv jevy jsou znazornény na obr. 3.29.

V roce 1851 objevil W. Thomson jesté treti, tzv. Thomsoniv jev, ktery spociva v tom, ze i v ho-
mogennim vodi¢i muze vznikat elektromotorické napéti udrzujeme-li jeho ¢dsti pod riznymi teplotami.
Je to pochopitelné, uvazime-li, ze vlastné vytvaiime pro elektrony teplotni spad. Thomson také podal
teoretické vysvétleni termoelektrickych jevu.

Vedle galvanickych ¢lanku a termoclanku existuje celd fada dalsich fyzikalnich jevu, které umoznuji
vytvaret zdroje emn. Tak naptiklad fotocldnky jsou zalozeny na jevu fotoelektrickém a vyuzivaji se v
moderni elektronice ¢asto ve spojeni s lasery, v termoemisnich meénicich se vyuzivéa energie elektronu vyle-
tujicich z povrchu zahtatych kovu, v magnetohydrodynamickych generdtorech (MHD) se kladné a zaporné
ionty prudce leticich ionizovanych plynu v magnetickém poli separuji a jejich kineticka energie se tak stava
zdrojem stejnosmérného emn, vyuziva se piezoelektrického a dalsich jev.

Piiklady

3.1 Na tfech stejné dlouhych tsecich se zméni prutez vodice v poméru 1:2:3. Jak se na téchto tisecich
zméni napéti?

20Piesnéji se tato zvislost aproximuje az po kvadraticky élen Er = o1 AT + 0o AT?2.
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obr. 3.30

[6:3:2]

3.2 Jak se zméni odpor médéného dratu, napneme-li jej tak, ze se prodlouzi o 0,1 %7

[vzroste o 0,2 %)

3.3 Krychle o hrané a je umisténa tak, ze jeden roh lezi v pocatku souifadné soustavy a celda krychle
v oktantu urceném kladnymi sméry os. Rezistivita materidlu se méni ve sméru osy x linedrné jako p =
po(1 + z/xg). Urcete odpor mezi sténami krychle rovnobéznymi s osami y, z a osami x, z.

R=%(a+4), R=—pf—

2o

3.4 V obvodu na obr. 3.30 je ddn odpor Ry. Urcete odpor R; tak, aby vstupni odpor mezi body A, B
byl opét Ry.

3.5 Urcete odpor mezi body A, B sité na obr. 3.31. Vsechny odpory maji touz velikost R.

3.6 V kazdé hraneé krychle je odpor R. Urcete vysledny odpor mezi dvéma protilehlymi vrcholy krychle.
5
57|
3.7 Jaky proud potece mezi body A, B na obr. 3.327

[20 mA]

3.8 Stinény koaxidlni kabel délky [ = 10 m m& polomér vodice Ry = 1 mm a stinéni R, = 10 mm.
Izolace je z polystyrolu o rezistivité p = 107 Q.cm a dielektrické pevnosti 250 kV.cm ™. Uréete maximaln{
napéti mezi vodicem a stinénim, svodovy odpor a proud pfi tomto napéti.

[5,75.10* V, 3,66.10'3 Q, 1,57.107% A]

3.9 Urcete svodovy odpor kulového kondenzatoru (R; = 10 cm, Ry = 20 cm), je-li prostor mezi
elektrodami zaplnén olejem o mérném odporu p = 1,0.10*¢ Q.cm.
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obr. 3.31

obr. 3.32 obr. 3.33
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obr. 3.34

[4,0.103 Q]

3.10 Homogenni telegrafni vedeni je poskozeno tim, ze je uzemnéno odporem R. Dokazte, ze proud na
strané prijimaciho piistroje bude nejmensi, bude-li porucha uprostied vedeni (odpor piistroje zanedbejte).

3.11 Na jaké napéti se nabije kondenzator C' na obr. 3.34, je-li svorkové napéti mezi A, B rovno U?

_ R1Ry—RoR3
{UC - ‘ (Ri+R3)(Ra+Ra

]

3.12 Vnitini odpor galvanického ¢lanku R; je pétkrat mensi nez vnéjsi odpor R, kterym je obvod
uzavien. Kolikrat bude svorkové napéti U mensi, nez emn ¢lanku?
512
[gkrat]
3.13 Proud I, se rozvétvi mezi dva paralelni odpory R;, Rs a pak se opét spoji (obr. 3.33). Urcete

proudy Iy, Iy tekouci po téchto odporech a ukazte, ze rozdéleni proudu odpovidd minimu rozptyleného
tepelného vykonu.
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obr. 3.35

3.14 U sité na obr. 3.35 jsou vsSechny odpory dimenzovany na 0,5 W. Urcéete odpor a maximalni
piipustné napéti mezi body A, B.

[400 2,20 V]

3.15 Zdroj emn E=110 V méa doddvat vykon 5 kW do vzdalenosti 5 km. Jaky musi byt prumér médéného
dratu, aby ztraty energie v siti nepievysovaly 10 % prendseného vykonu?

[> 3, 3cm!]

3.16 Pristroj ma stupnici o 100 dilcich a vnitini odpor 100 2. Pt#i pruchodu proudu 10 pA ukaze
vychylku jednoho dilku. Jaké usporadani musime zvolit, chceme-li piistroj pouzit jako voltmetr s rozsahem
do 100 V a jako ampérmetr pro proudy do 1 A?

[sériové R = 10° (2, paraleln¢ R = 0,1 Q]
3.17 Dva olovéné akumulatory maji & = 12V, R;; = 0,04 2, & =6V, R;y = 0,02 Q. Nejaky
blbec je zapojil omylem vedle sebe. Jaky potece akumulatory proud a jaké napéti bude na jejich svorkach?

[100 A, 8 V. nebo 300 A, 0V, podle zpusobu zapojeni]

3.18 Mame baterii o neznamém emn a vnitinim odporu. Pfipojime-li na ni odpor R; = 30 €1, potece
proud I} = 125 mA, ptipojime-li odpor Ry = 40 2, potece proud I, = 100 mA. Urcete E a R; baterie.

5V, 109

3.19 Vodicem o prufezu 10 mm? tece proud I=1 A. Koncentrace elektront je 2,5.10?® m~3. Urcete
proudovou hustotu a stfedni usporddanou rychlost elektront.

[10° Am™2, 2,5.107° m.s™]
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3.20 V elektronovém synchrotronu elektrony obihaji po kruhové draze délky 240 m. Na dréaze se nachazi
celkem 10! elektronii, jejichz rychlost se prakticky rovna rychlosti svétla. Jaky proud protéka urychlovaci
drahou?

[20 mA]

3.21 Ve van de Graaffové urychlovaci se pohybuje pas siroky 20 cm rychlosti 15 m/s. Povrchovy ndboj
pésu vyvolava po obou stranach pole o inmtenzité E = 12 kV.cm ™. Jaky je proud prenaseny pasem?

(63,7 pA]
3.22 Roztok KCI ve vodé o 10 % koncentraci ma rezistivitu p = 0, 074€2.m. Pohyblivosti iontu drasliku

a chloru ve vodé jsou 6,6.107% SI a 6,8.10~8 SI. Uréete stupen disociace.
[ =0,77]
3.23 Zarovka s wolframovym vlgknem ma pii 20° C odpor 9,7 Q. Kdyz sviti, zvétsi se jeji odpor na 121
Q. Urcete teplotu vldkna je-li teplotni koeficient odporu pro wolfram o = 4,5.1073 K.
[2 799° C]
3.24 Teplotu peci méffme termocldnkem o termoelektrické konstanté o = 5,5.107° V.K™!. Proud

méfime galvanometrem o vnitinim odporu 2 k{2 a citlivosti 1A na dilek. Teplota spoje mimo pec je
t; = 20° C. Galvanometr ukazuje vychylku 25 dilku. Jaka je teplota peci t57

[929° C]
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4. STACIONARNI

MAGNETICKE POLE

1. Sily pusobici mezi pohybujicimi se naboji

Nejdiive uréime intenzitu elektrického pole pohybujicitho se bodového naboje. V elektrostatice je ve-
likost naboje urcovana z Coulombovy sily, kterou tento naboj pusobi na zkusebni jednotkovy naboj v dané
vzdalenosti r. Pro pohybujici se naboj vsak Coulombuv zdkon neplati a sila mezi dvéma néboji muze nyni
zaviset na jejich vzdjemné poloze vzhledem ke sméru pohybu, piipadné na rychlosti naboju. Ocitame se
tak v situaci, ze vlastné nevime, jak urcit velikost pohybujiciho se ndboje.

Budeme proto postulovat platnost Gaussova zakona, ktery je obecnéjsi nez Coulombuv, a budeme
predpokladat, ze plati i pro naboj v libovolném pohybu. Obklopime bodovy néaboj v daném okamziku
myslenou kulovou plochou poloméru r a definujeme velikost naboje pomoci toku intenzity elektrického
pole touto plochou: !

q:€0]£{5~d§. (4.1)

Pokusime se nyni zjistit, jak budou rozlozeny silocary kolem bodového pohybujiciho se naboje. V
prvnim pfiblizeni, pro malé rychlosti, ocekavame, ze tyto silocary budou radidlni a izotropni jako u pole
Coulombova a budou se premistovat spolu s ndbojem. Upfesnime toto ocekavani. Za tim ticelem provedeme
mysleny pokus s pohybujicim se nabitym deskovym kondenzétorem. Necht kondenzétor je klidu nabit s
plosnou hustotou oy, jeho desky orientovany kolmo k ose z a intenzita pole mezi deskami ma velikost
EO = 0'0/80 (obr. 41)

Utikejme nyni s kondenzatorem rovnomeérné rychlosti ¢ ve sméru osy z. Podle relativistické kontrakce
délek (1.12) se pfi pohybu zkréti podélny rozmeér desek, a tedy se zmensi i jejich plocha koeficientem
1/y = /1 —v?/c2. Protoze ndboj je relativisticky invariantni a jeho velikost se za pohybu neméni, zméni
se plosnéa hustota nédboje a velikost intenzity pole na

S SQ o €0

Bude-li se takto orientovany kondenzator pohybovat ve sméru y, zméni se pole stejnym zpusobem. Pfi
pohybu ve sméru osy z se velikost desek nezméni, ale desky se sblizi. To neovlivni hustotu naboje ani
intenzitu pole, zméni se ovSsem napéti na kondenzatoru.

Méjme nyni klidovou soustavu S a pohybujici se soustavu S’ jako na obr. 1.6 a budiz S’ vlastni
soustava kondenzéatoru (soustava pohybujici se spolu s kondenzatorem ve sméru osy x). Orientujeme-
li nyni kondenzator tak, aychom mohli sledovat zmény jednotlivych slozek pole dostaneme nasledujici
transformacni vzorce pro slozky intenzity elektrického pole:

E, = E_, Ey:ny;, E, = v E.. (4.2)

Pfipomenme, Ze jde o transformaci vzhledem k soustavé S’, v niz jsou elektrické naboje v klidu.

Méjme nyni bodovy naboj ¢ pohybujici se rovnomérné piimocare podél osy = a spojme s nim pocatek
O'. U rovnomérného piimocarého pohybu je lhostejno, v kterém okamziku budeme pole zkoumat, a je
proto vyhodné zvolit okamzik t = ¢ = 0 v némz souradné osy obou soustav splyvaji (obr. 4.2).

21Velikost naboje tak definujeme podle normélni slozky sily piisobici na zkusebni ndboj rovnomérné rozprostieny na kulové
plose vystfedované po této plose.
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obr. 4.1

obr. 4.2

Potom se Lorentzovy transformace zjednodusuji na ' = ~ x,

7' = z. Protoze v ¢arkované soustave
je pole Coulombovo, dostaneme pro transformaci slozek:

q cost/ ! x

T
, — J— JE— R
E’”_47T50 r’2 _kﬁ_kvr’?’_Ez’
, q sn¢ 2z 1
EZ_47T5 P2 ﬁ_kﬁ_iEz’
0 Y
neboli .
E = — . 4.3
v dreg 13 (43)

/ /
B, _ & B _a
)
E! 2! E,
To znamend, ze pii rovnomérném primocarém pohybu naboje zustava elektrické pole radialni, centralni.
Silocary zustavaji v ptimkach vychazejicich z ndboje a mohou se pouze natacet jako pevné tycky.
Uréime hustotu rozlozeni silocar v ruznych smérech, tj. velikost intenzity elektrického pole:

B 2$2+22_k2 ,  x?4 2P _kj % + 22 B
- /6 o 2 [(’yx)Q + 22]3 - 74 <x2 422 5222>3 -
— k?2 (1_ﬁ2)2 — k2 (1_ﬂ2)2 )
(22 + 22)2 (1 _ 622z22>3 ri(1 — 42 sin? 6)3
re+z
Oznacime-li funkei dhlu 6

I = 1-f 4.4
(1 — F2sin?0)3/2 (44)

nazyvanou nékdy ”Heavisideuv faktor”, muzeme vyjadrit vysledné pole bodového rovnomérné primocare
se pohybujicitho naboje v okamziku nula jako

= q
E =T .
4dmeg 13

(4.5)
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obr. 4.3

Prubéh silocar tohoto pole je na obr. 4.3.

Toto pole se premistuje spolu s ndbojem rychlosti v. V kazdém okamziku se lisi od Coulombova pole
pouze faktorem T, ktery je relativistickou funkci druhého Fadu vzhledem k v/c. Zdélo by se tedy, ze pii
malych rychlostech naboju ve vodicich nehraji relativistické efekty zadnou ulohu a ze jejich vliv se uplatni
teprve u nabitych ¢astic pohybujicich se v urychlovacich rychlostmi blizkymi rychlosti svétla ve vakuu.
Skuteéné elektrické pole takzvanych ultrarelativistickych elektronu (v & ¢) je soustiedéno prakticky ve
sméru pricném ke sméru pohybu. Jak ale uvidime, i pii pomalych pohybech ndboju mohou relativistické
jevy sehrat rozhodujici tlohu, coz je jisté prekvapujici.

V souvislosti s elektrickym polem pohybujiciho se ndboje ucinime jesté tii poznamky.

1. Lze se presveédcit, ze celkovy tok intenzity elektrického pole (4.5) zustavé roven q/eq. Integraci ve
sférickych soutadnicich po plose koule poloméru r obklopujici naboj dostavame

N N 2w T
@:]{E-dsz/ / Er251n9d¢d9:i/ T sinf df —
s 0o Jo 2e9 Jo

s 1_ 2
4 s sinfdf = L

20 Jo (1 — 32sin?)3/2 €0

(substituce cosf = x).

2. Pole pozorované v bodé A ve vzdalenosti r od nédboje ve skutecnosti neodpovida stavu nédboje v
okamziku nula. Podle STR se jakdkoli zména muze projevit ve vzdalenosti r nejdiive za dobu t = r/c. Pole
v bodé A tedy odpovida stavu ndboje v okamziku ¢ = —R/c, kde R je vzdalenost, kterou se informace
o tomto poli dostala rychlosti ¢ od ndboje do bodu A. Naboj se pritom nachéazel na ose x ve vzdalenosti
vt = vR/c pred pocétkem (viz obr. 4.4). Je pomérné jednoduchou geometrickou tlohou vyjadiit pole E
nikoli jako funkci 7, ale jako funkei R (takzvané retardované pole):

= q (1_ﬁ2) (é_Rﬁ) (4 6)
47eg (R — ﬁ.g):% ' '

Uvedeného vyrazu je tfeba v ptripadé, ze se velikost nebo rychlost naboje za pohybu méni.

!

VVVVVV

v teorii elektromagnetického pole. Zde jen poukazeme na to, ze celkovy pocet silocar sice zustava stejny,
ale silocary jsou zakfiveny (”vlasy néboje vlaji”) a dochdzi k vyzarovani elektromagnetickych vin. Jde-li
o napiiklad o nahlé zbrzdéni rovnomérné se pohybujictho nédboje do klidu, pfejde Heavisideovo pole (4.5)
na pole Coulombovo, a to béhem doby brzdéni At. Protoze silo¢ary musi zustat spojité, vznikne oblast
v podobé kulové vrstvy, kde silocdry maji tangencidlni slozku. Tloustka této vrstvy je ¢ At a rozpina se
prostorem rychlosti c¢. Mluvime o takzvaném brzdném zéfeni. Podobné pfi kiivocarém pohybu naboje v
magnetckém poli dochazi k vyzarovani synchrotronového zareni, které zpusobuje nezadouci energetické
ztraty v urychlovacich. Na obr. 4.5 je naznacen prubéh silocar urychlovaného néboje, na obr. 4.6 vznik
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obr. 4.4

obr. 4.5 obr. 4.6

tangencialni slozky elektrického pole. Matematickym fesenim téchto tiloh se zde nemuzeme zabyvat.

Méjme nyni dva bodové naboje a uvazujme o sile, kterou naboj gy bude ptisobit na naboj ¢. Rozlisme
¢tyti pripady:

I. Oba naboje jsou v klidu. Sila bude Coulombova,

I1. Ndboj o se pohybuje rychlosti ¥, ndboj ¢ je v klidu. Podle (4.5) bude sila rovna

- 1
F =T 99
dmteg 13

III. Néboj qo je v klidu, ndboj ¢ se pohybuje rychlosti . Spojime ¢arkovanou soustavu S’ s ndbojem
¢. V této soustavé plati F = ¢ E' a podle (4.2) E, = E, E, .= (1/v) E, .. Musfme si totiz uvédomit,
ze tentokrat je to soustava S, v niz je ndboj qo vytvarejici pole v klidu.

Jak se bude transformovat sila mezi obéma soustavami? Relativistické transformace slozek sily vyjadiuji
vztahy (1.31). Polozime-li v nich @ = (v, 0, 0), dostaneme

F, = F., F,. = L g

Y,z o tyz
Y
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V laboratorni soustavé S bude tedy nehybny néaboj gy pusobit na pohybujici se ndboj ¢ silou o slozkach
F, = Fg/; = qu/p = qu7
1 1 1
—F. = —-qbB,, = —qvE. =qk,;.
fy Y, ,-y Y, ,y s Y,
Vidime, ze elektrické pole pusobi stejnou silou na nehybny i pohybujici se ndboj. Srovnanim pripadu
II. a III. zjistime, ze nehybny naboj pusobi na pohybujici se ndboj jinou silou nez pohybujici se ndboj na
nehybny. Mezi pohybujicimi se nédboji tedy neplati Newtoniv zikon akce a reakce. Je to zpusobeno tim,

ze v relativistické fyzice se silové pusobeni §iti kone¢nou rychlosti a na akci nemuze nasledovat okamzita
reakce.

F,

vz

IV. Pfejdeme nyni k obecnému piipadu, kdy oba nédboje se pohybuji, a to ruznymi rychlostmi. Tentokrat
spojime soutadnou soustavu S’ s nabojem qq, ktery se pohybuje v laboratorni soustavé rychlosti ¢ a
smérujeme osu z podél této rychlosti. Je tedy v = (v,0,0). Ndboj ¢ méa potom v soustavé S rychlost @ a
v soustavé S’ rychlost «'. Vsimneme si opét situace v okamziku nula, kdy ¢t = ¢/ = 0. Naboj ¢ vytvoii v
soustavée S’ Coulombovo pole se stiedem v pocatku a bude pusobit na nédboj ¢ silou

@ 7 T
13

F — g F = R
g 1 drey 173 r

V kapitole o STR jsme odvodili transformaci takové sily do laboratorni soustavy S vztahem (1.33).

Proto bude k )
= v = - -
F = 71/3 r + g u X (’UXT) . (47)

Podle (4.3) a (4.5) pohybujici se nédboj gy vytvaii elektrické pole

> o T L @ T
Amey T3 Areg 13

Silu, kterou pusobi naboj ¢y pohybujici se obecné rychlosti ¥ na ndboj ¢ pohybujici se obecné rychlosti
u muzeme tedy zapsat ve tvaru

ﬁ 1 1
F=qr-L " |f4+ S ax@x

. 1 . .
Pros ¥ _ [E - —ax@x B . (4.8)

c2

Vidime, ze mezi pohybujicimi se ndboji pusobi kromé elektrické sily ¢F jesté dalsi sila imérna naboji a
kolma k rychlosti ndboje . Tato sila nevymizi ani pii nerelativistickych rychlostech, kdy polozime faktor
[' = 1. Této sile fikame sila magneticka.

Ve vyrazu (4.8) stale vystupuje rychlost ¢ naboje, ktery vyvolava silové pusobeni. Abychom se této
rychlosti zbavili, zavedeme vedle elektrického dalsi pole, magnetické a definujeme tzv. vektor magnetické
indukce B ?% vztahem

B =

1
2

q 1
ix B = L Fx7) = 2L (Gup. (4.9)
C

Amc2ey 13 47 13
Ptitom jsme zavedli novou konstantu pg nazyvanou permeabilita vakua nebo téz magneticka konstanta.
Mezi konstantami €y a o plati vztah

€0 o = ;2 . (410)

Zatimco kazd4 z téchto konstant zvlast zddny fyzikdlni smysl nemé a vyplyva pouze z volby soustavy

jednotek, jejich soucin fyzikalni vyznam ma a vyjadiuje vztah elektromagnetickych jevi k rychlosti svétla.

Jak uvidime déle, ¢iselnd hodnota g byla stanovena ptesné na g = 47 .1077 H.m ™' (henry na metr).
Nyni muzeme napsat silu, kterd pusobi na pohybujici se elektricky naboj ve tvaru

F=gq|E + @xB] (4.11)

22N4zev je historicky a nevystizny.
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obr. 4.7 obr. 4.8

To je zndméa Lorentzova sila a vyraz (4.11) muzeme také povazovat za definici elektrického a magnetického
pole. Kdybychom si chtéli usettit celé predchozi relativistické odvozovani, mohli bychom brat existenci
magnetického pole jako novy, samostatny experimentalni fakt a formulovat situaci takto:

Pohybugici se elektrické naboje budi v prostoru jednak elektrické, jednak magnetické pole. Na pohybujict
se naboj pusobi elektrické a magnetické pole Lorentzovou silou (4.11).

2. Vlastnosti magnetického pole

Magnetické pole je popsano vektorem magnetické indukce g, jehoz rozlozeni v prostoru muzeme
znazornit indukénimi c¢arami. Jednotkou magnetické indukce v soustavé SI je tesla (T) a mé fyzikalni
rozmér MT 217!, Mizeme zavést magneticky indukéni tok a cirkulaci magnetické indukce podél uzaviené
krivky vztahy

@:/§~d§, F:fﬁ-di.
s !

Magneticky indukéni tok mé pro svij mimoradny vyznam jednotku se zvlastnim nazvem, weber. Také pro
magnetické pole plati princip superpozice, magnetické pole vytvarené jednotlivymi pohybujicimi se naboji
a proudy se nezavisle s¢itaji.

Jeden bodovy pohybujici se ndboj nemuze vytvorit stacionarni magnetické pole. Musime mit uzavieny
stacionarni proud, rozdélit ho na malé proudové elementy a urcit vyslednou magnetickou indukci po-
dle principu superpozice. Na obr. 4.7 je zakreslena proudova smycka [ a vektor pruvodice R od malého
dréhového elementu dl do bodu A, v némz magnetickou indukci urc¢ujeme.

Proudovy element dI mizeme vyjadrit pomoci hustoty a stfedni rychlosti ndboje v objemu smycky
(obr. 4.8):

Al = Idl = jASdl = jdV = pdV 7. (4.12)

Podle (4.9) bude proudovy element dI vytvéiet v bodé A magnetické pole o indukci

—»:@pdv

Ho de ﬁ
dB I
47 R3

('l_fXR) = E R

(4.13)
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obr. 4.9 obr. 4.10

Vsimnéme si, ze v tomto vyrazu jiz nevystupuje hustota naboje, nybrz pouze proud. Jak vime, proud a
tedy i magnetické pole mohou existovat i v ptipadeé, ze objemova hustota elektrického néaboje je nulova. Na
rozdil od bodového naboje, ktery muzeme realizovat malym nabitym télesem nemuze ”proudovy element”
samostatné existovat, vzdy musi byt soucasti néjakého uzavieného obvodu. Proto ma fyzikalni smysl pouze
magnetickd indukce vyvolana proudovou smyckou [. Urcime ji z principu superpozice integraci prispévku
jednotlivych proudovych elementu: o

é:’“’]/lcm. (4.14)

4 R3
Vztah (4.14) se nazyva Biotiv - Savartiv (- Laplacetiv) zdkon a umoznuje najit magnetické pole ruznych
stacionarnich proudovych obvodi.

Uvazujme primy vodic¢ jimz protékd proud I ve sméru osy x (obr. 4.9) a hledejme magnetickou indukci
v bodé A na ose z ve vzdalenosti r od vodice. Z vektorového sou¢inu v Biotové - Savartové zakonu je
zirejmé, ze vektor magnetické indukce bude kolmy k roviné tvorené proudovou primkou a bodem A a bude
tecny ke kruznici v roviné kolmé k proudu se stfedem na proudové primce. Bude mit smér pravotocivého
sroubu vzhledem ke sméru proudu (obr. 4.10).

Probiha-li element dl podél vodice, méni se veliciny [, R, #, které jsou vazany vztahy

r r df r
= - a="% - .
tg 0’ sin?6 ’ sin 6
Podle (4.14) pak méme
o i x R o I /92 . o 1
B =—1 —_— = — - = — — — . 4.1
e = el sin @ df e (cos by cos By) (4.15)

Vyraz (4.15) lze pouzit k vypoctu piispévku piimého useku vodice k magnetické indukei; uhly 6, a 05
sviraji pruvodice koncu vodice s bodem A.
Je-li vodi¢ nekonecny, bude 6; =0, 6, = 7 a magneticka indukce bude

po I

B = )
2T r

(4.16)

Uréime magnetické pole plogného proudu protékajiciho po nekonecné roviné (obr. 4.11). S bodu A,
v némz pole urcujeme, spustime kolmici na proudovou rovinu ve vzdélenosti r. Vyclenime dva piimkové
proudy dI = « dl (« je plosna hustota proudu) ve stejnych vzdalenostech [ od paty této kolmice a sec¢teme
vektorove jejich prispévky k magnetické indukci v bodé A. Vidime, ze vysledny vektor magnetické indukce
vyvolané touto dvojici primkovych proudu dB je rovnobézny s proudovou rovinou. Nyni zbyva integrovat
pres vsechny takové dvojice primych proudu v roviné. Vezmeme-li v ivahu, ze
r df r

b=rtgh d = cos? @’ i = cosf
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obr. 4.11

o dl 0 o « cos@ dl
cos) = ——

i =25 % - TR

a po integraci

g o fwa cosf di _ o @ /7f/2 g - Moo
m R s 0 2

Magnetickd indukce vpravo od proudové roviny bude mit tedy velikost B = (uo «)/2 a bude mifit
kolmo k proudu a rovnobézné s rovinou, vlevo od roviny bude mit smér opacny. Na proudové roviné
ma tedy tecnd slozka magnetické indukce nespojitost py «. Je uzitetné srovnat tyto zaveéry s chovanim
intenzity elektrického pole na nabité roviné (2.24).

Mame-li dvé rovnobézné proudové roviny, bude se magnetickd indukce superponovat. Budou-li plosné
proudy souhlasné rovnobézné, vyrusi se pole mezi rovinami, budou-li proudy nesouhlasné rovnobézné,
bude magnetické pole o indukci B = g a soustifedéno v prostoru mezi rovinami. Nechame-li téci proud po
plasti valce kolmo k ose, bude osové magnetické pole soustiedéno uvnitt valce. Potece-li proud po plasti
rovnobézné s osou, bude magnetické pole uvniti valce nulové.

Na obr. 4.12 je znazornén smeér a rozlozeni magnetické indukce vytvarené dvojicemi proudovych rovin
ve srovnani intenzitou elektrického pole nabitych rovin.

Ziskané vysledky nam umoznuji najit obecné transformacni vztahy, podle nichz se méni elektrické a
magnetické pole pii prechodu od jedné inerciadlni vztazné soustavy k druhé. Muzeme totiz pouzit opét nasi
metodu utikani s deskovym kondenzatorem.

Na obr. 4.13 je znazornén nabity kondenzator, jehoz desky lezi v roviné =z, z. Pohybuje-li se tento
kondenzator rovnomérné ve sméru osy x, protéka v tomto sméru vlastné konvekéni plosny proud. Je-li
v laboratorni soustavé rychlost kondenzatoru rovna u a plosna hustota naboje o, bude linearni hustota
proudu a = o u a v prostoru mezi deskami kondenzatoru bude existovat y-ova slozka intenzity elektrického
pole a z-ova slozka magnetické indukce:

(4.17)

E, = —, B, = poa =poou.
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obr. 4.12

obr. 4.13
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Prejdeme-li k ¢arkované soustavée, kterd se pohybuje vuci laboratorni také ve sméru x rychlosti v, a v
niz se kondenzator pohybuje rychlosti «’, musime pretransformovat rychlost « a plosnou hustotu néboje
0. Podle vzorct pro sklddéni rychlosti (1.14) dostaneme

5u_5 v g / ul

ﬁ;: kde 6:77 ﬁu: 5 ﬂuzi
C C &

I - ﬁuﬁj

Pokud jde o plosnou hustotu naboje, bude ve vlastni soustavé kondenzatoru rovna o, a v soustavéach
SasS o=n~,04 o0,=2 04 Vztah mezi v a § je dan (1.1). V ¢arkované soustavé tedy mame

oo = g = L L0 LI )
o wyiopE wJu-ma-s) o

Tak dostaneme slozky elektrického a magnetického pole:

E;:OJ:,}/(U_ﬁ“ﬁO-):7<Ey—ﬁcluoo-u>:'7(Ey_ﬁCBz)v

€0 €0 €0 c2eg o

G o p
B, = o'’ = pooye(Bu — B) = v(oou — poov) = v (BZ L) =B By
0
Podobné bychom postupovali i u ostatnich slozek. Muzeme tedy napsat obecné transformaéni vzorce
pro elektrické a magnetické pole pii prechodu mezi dvéma inercidlnimi vztaznymi soustavami:

E. = E,, E; = (B, — BcB,), E. = v(E,+ 3cB,)

B, =B, B = 7<By+sz> B = 7<Bz—ny> | (4.18)

Jsou-li v soustavé S’ néboje v klidu, potom B’ = 0 a plat{ vztahy (4.2). Pohybuje-li se soustava S’
pomalu, muzeme polozit v = 1 a transformacni vztahy se zjednodusi na

— — — — — 1 —
EF = FE + 9x B, B’:B——QﬁxE. (4.19)
c

Pii kazdé transformaci je dulezitou otdzka takzvanych invariantu, tj. velic¢in, které se pii transfor-
maci neméni. Také v piipadé elektrického a magnetického pole muzeme ovérit, ze transformace (4.18)
ponechavaji beze zmény dvé kombinace vektoru F, B:

E-B=F-B, B~ 5B =B?- _E*. (4.20)
C c

Znamena to mimo jiné. ze jsou-li vektory E, B v jedné vztazné soustavé vzajemné kolmé (jejich skalarni
soucin je roven nule), budou kolmé ve vsech vztaznych soustavach.

Urcime silu, kterd pusobi na proudovy element se strany magnetického pole. Vyjdeme-li ze vzorce pro
Lorentzovu silu, muzeme napsat

dF = pdV(E + @xB) = pdVE + jdVxB =pdVE + IdxB.

Je-li objem, v némz protékd proud elektricky neutrélni (p = 0), bude magnetické pusobeni na proudovy
element ddno pouze poslednim ¢lenem. Protoze magneticky element sam vytvaii magnetické pole o indukci
(4.13), muzeme zapsat silovy zdkon pro vzdjemné pusobeni dvou proudovych elementu:

— b=d g I I = bd —
dF = ]1dl1 X B2 = Zfo # [dll X (de X ng)] . (421)

3
™ gy
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obr. 4.14

Tento silovy zakon se nékdy nazyva Ampérovgm vzorcem. Ampér mél snahu vybudovat nauku o
vzajemném silovém pusobeni vodicu s proudem podle vzoru Newtonovy dynamiky. Jak jsme se vsak
zminovali, proudové elementy nemohou samostatné existovat, a tak ma fyzikalni vyznam pouze vysledné
silové pusobeni mezi uzavienymi proudovymi smyckami.

Uvazme napiiklad dva rovnobézné nekoneéné dlouhé primé proudové vodice (obr. 4.14). Na obréazku je
téz vyznacen smér sily, kterou pusobi druhy vodi¢ na prvni. Protékaji-li obéma vodici souhlasné proudy,
vodice se pritahuji, jsou-li proudy nesouhlasné, vodice se odpuzuji. Protoze druhy vodi¢ vytvaii magnetické
pole o indukci kolmé k proudovému elementu druhého vodic¢e, muzeme pro velikost sily, kterou druhy vodi¢
pusobi na element prvniho vodi¢e napsat

po 1o

dF12 - -[1 Bl2 dllv BIQ - 27 -
™ T

Sila mezi dvéma nekonecénymi proudy je ovSem nekonecna. Zajimame se proto, jakou silou pusobi druhy
vodi¢ na jednotku délky prvniho vodice. Dostavame

AP _ po Ll
d, 27 r

Tento vzorec byl vzat za zdklad pro definici jedné ze zakladnich jednotek soustavy SI, ampéru. Podle
usneseni 9. Generalni konference pro miry a vahy v Parizi v roce 1948

F = (4.22)

Ampér (A) je proud, ktery pri stalém prutoku dvéma rovnobézinymi primiymi nekonecné dlouhymi vodici
zanedbatelného kruhového prufezu, umisténymi ve vakuu ve vzddlenosti jednoho metru, vyvold mezi vodici
silu 2.1077 newtonu na jeden metr délky.

Touto definici je vlastné zvolena hodnota konstanty pg, jak jsme vySe uvedli. Protoze konstanty g
a €9 jsou vzajemné vazany byly definovanim ampéru vlastné stanoveny jednotky vsech elektrickych i
magnetickych veli¢in.

Stacionarni magnetické pole je vzdy vytvareno stacionarnimi proudy. Pfitom nazalezi na tom, o jaky
druh proudu jde, zda jde o kondukéni proud protékajici vodicem nebo o konvekéni proud naboju mechan-
icky pfemistovanych v prostoru. Tento poznatek musel byt ovSem experimentdlné ovéien. Zaslouzili se
o to v minulém stoleti americky fyzik H.A.Rowland, dale W.K.Roentgen a rusky fyzik A.A.Eichenwald.
Rowland za svého pusobeni v Berliné 1876 provedl citlivy pokus s pozlacenym ebonitovym kotouc¢em,
ktery rychle rotoval mezi dvéma uzemnénymi sklenénymi deskami. Tim vznikly vlastné dva kondenzatory
s jednou spole¢nou rotujici elektrodou. Pti rotaci nabité elektrody vznikl smyckovy proud a zmény jim
vytvareného slabého magnetického pole (asi 107 velikosti pole geomagnetického) pii zméné sméru rotace
byly registrovany magnetkou zavésenou v mosazné trubce na torznim vldkné. Podobny pokus provedl
pozdéji (1888) Roentgen, kdyz nechal rotovat dielektricky sklenény kotou¢ mezi deskami nehybného kon-
denzatoru. Na povrchu kotouce se indukovaly polarizacni vazané naboje, které pii rotaci vytvarely kon-
vekéni proud. Magnetické pole vytvareji samoziejmeé i vazané proudy v latkovém prostiedi a také proud po-
suvny, ktery je ovSem nestaciondrni. To prokazal experimentalné Whitehead, kdyz registroval magnetické
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obr. 4.15

impulsy vznikajici pti pruchodu stridavého elektrického proudu kondenzatorem zaplnénym dielektrikem.

Také stacionarni magnetické pole muzeme popsat soustavou Maxwellovych rovnic vyjadiujicich jeho
obecné vlastnosti. Jednou z téchto vlastnosti je experimentalni fakt, ze neexistuji magnetické naboje, z
nichz by indukéni ¢ary vychazely a ze magnetické pole (i nestaciondrni) je solenoidalni. Indukéni éary se
musi uzavirat samy do sebe nebo vychézet a konéit v nekoneénu. 23

Tok magnetickych indukénich ¢ar uzavienou plochou je tedy vzdy roven nule:

— —

cb:fB-dS:o, (4.23)
S

neboli v diferencidlnim tvaru
divB = 0. (4.24)

Urcime, ¢emu se rovna cirkulace magnetické indukce podél uzaviené kiivky. Vezméme zprvu nekonecny
primy vodic¢ s proudem I, o némz vime ze vytvaii indukéni ¢ary magnetického pole v podobé kruznic se
stfedem na vodici a o velikosti dané (4.16). Cirkulace podél takové kruznice bude

F:%E-df: "O—Idz:m[. (4.25)
! 12w

Tento vysledek muzeme zobecnit na libovolnou uzavienou kiivku a libovolné rozlozeni proudu. Predné je
ziejmo, ze neobepina-li kiivka zadny proud, bude cirkulace podél ni nulova. Na obr. 4.15 vidime uzavienou
krivku v poli pfimkového proudu sestavenou ze dvou radidlnich tseku a dvou koncentrickych oblouku
kruznic.

Radialni iseky k cirkulaci nepfispivaji, piispévky na obloucich kruznic se vzajemné vyrusi (pole klesa
nepiimo umérné polomeéru, délka oblouku roste imérné s polomérem). Na obr. 4.16 vidime obecnou kiivku
neobepinajici proud v poli piimého vodice. Muzeme ji rozdélit na malé useky dl:, dl;, vytaté dvéma
blizkymi radialnimi paprsky. Délky téchto tseku budou v poméru

T T

cosay  cosasg

zatimco projekce vektoru B do tangencialnitho sméru budou v poméru obraceném.

23Jak ukézal P.A.M.Dirac, kvantové teorie pole pfipousti existenci magnetického monopdlu, tedy ¢astice nesouci mag-
neticky naboj, jehoz velikost je jednoznacéné vazana s velikosti elementarniho elektrického naboje. Tato ¢astice vSak nebyla
dosud objevena a usili v tomto sméru pokracuje, v duchu presvédceni fyziki, ze to co muze existovat, existuje.

Jinak se pojem magnetického ndboje (magnetického mnozstvi) ve fyzice uzivé jako formdlni pfedstava definovand pomoci
Coulombova zakona pro magnetické sily. Mame-li totiz dva dlouhé tyéové magnety a zkoumame silu, ktera pusobi mezi jejich
konci, muzeme tyto konce pfiblizné povazovat za bodové zdroje indukénich ¢ar, za ”magnetické naboje”.
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obr. 4.16

obr. 4.17
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obr. 4.18 obr. 4.19

Cirkulace bude tedy nenulova jen tehdy, obepina-li kiivka proud. Pro obecnou kiivku [y na obr. 4.17
muzeme provést nasledujici ivahu. Zvolime pomocnou kruznici [, se stfedem na vodici a vytvoiime spojeni
obou kiivek [y + Iy tak, aby prispévek spojovaciho useku k cirkulaci bylo mozno zanedbat. Nova spojena
kiivka jiz proud neobepina a cirkulace podél ni je tedy nulova. Vzhledem k tomu, Ze sméry prochazeni
obou ¢asti spojené kiivky jsou protichudné, mame

B-dl — ¢ B-dl =0.
lo l
Také pro obecnou kiivku /; bude tedy cirkulace ddna (4.25).

Pti nasem zobecnovani jsme pracovali s kiivkami v roviné kolmé ke sméru proudu; bylo by ovsem
mozné uvazovat i kiivky prostorové. Bude-li magnetické pole vytvéareno vice proudy muzeme pouzit princip
superpozice. Indukéni ¢ary pro tii paralelni vodice jsou priblizné zakresleny na obr. 4.18.

Tim dospivame k obecnému Ampérovu zakonu:

Cirkulace magnetické indukce podél libovolné uzaviené krivky je rovna celkovému proudu, ktery tato
krivka obepind, ndsobenému .

Podle toho, protéka-li proud jednotlivymi vodi¢i nebo je-li v prostoru rozlozen s hustotou j dostaneme
matematické vyjadieni Ampérova zakona:

fé-df:uoz:[a:uo/j-d§. (4.26)
1 — s

Ampéruv zakon mé podobny vyznam pro pole magnetické jako Gaussuv zdkon pro pole elektrické. S
pouzitim Stokesovy véty jej muzeme vyjadrit téz v diferencidlnim tvaru. Mame

fé-df: / rot B - dS
! s

a porovname-li s pravou stranou (4.26), muzeme vzhledem k libovili ve volbé kiivky a plochy pfirovnat
integrované funkce. V diferencidlnim tvaru zni Ampéruv zakon

rot B = g J - (4.27)

Shrneme-li nyni vSechny dosud ziskané rovnice pro stacionarni elektrické a magnetické pole, dostaneme
soustavu Maxwellovych rovnic pro stacionarni pole jako

divE = £ rotB':,uO]_"
€0
rot E = 0 divB = 0 . (4.28)

Rovnice v prvnim fadku (I. série) spojuji intenzitu elektrického pole a magnetickou indukei s néboji
a proudy; z nich je tedy mozno vypocitat pole, zndme-li rozlozeni naboju a proudu a naopak. Rovnice ve
druhém radku (II. série) ndboje a proudy neobsahuji a vyjadiuji pouze obecné vlastnosti stacionarnich poli.
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Rikaji, ze stacionarni elektrické pole je potencialni a staciondrni magnetické pole je solenoidalni. Pritom
se tato soustava rozpada na dvé nezavislé podsoustavy rovnic pro elektrické a pro magnetické pole. Piesto
Ze obé pole jsou vytvarena tymiz pohybujicimi se naboji, nejsou vzajemné provazana.

Najdeme nyni obecné feseni rovnic stacionarnitho magnetického pole. Vzhledem k tomu, ze divergence
tohoto pole je nulova, muzeme zavést jiné vektorové pole A (x,y, z) nazyvané vektorovy potencidl takové,
ze

—

B = rot A. (4.29)
Uvidime, jestli si tim pomuzeme. Dosadime-li do rovnice pro rotaci B, dostaneme
rot B = rot rot A = graddiv/f — A4 = Lo 7 -

Rovnice vypada slozité, ale muzeme vyuzit urcité volnosti ve volbé vektorového potencidlu. Muzeme
ho totiz zvolit tak, aby jeho divergence méla libovolnou zadanou hodnotu, byla napiiklad nulové. ?* Tato
podminka se nazyva cejchovaci nebo kalibracni.

Bude-li div A = 0, zjednodusi se rovnice pro vektorovy potencial na
AA = — o j. (4.30)

To je vektorové Laplaceova - Poissonova rovnice zcela analogicka rovnici (2.13). Analogie mezi skaldrnim

potencidlem ¢ a vektorovym potencidlem A tak vynika.
Reseni rovnice (4.30) muzeme napsat okamzité podle analogie s feSenim pro elektrostaticky potenciél
(2.20). Méme

A Ho ;(x/7y/>zl) av Ho df
A:—/ :—I/—. 431
A Jv R 47 1 R ( )

Zname-li vektorovy potencial, uré¢ime magnetickou indukci jako

= e Ho j Lo 1 -
B = A = 7/ L) av _—7/ v() V =
rot i )y rot ( ) d e X jd

:@/ jxgdvzm]/de§_
dm Jv  R3 4 1 R3

(Pfi uprave jsme provadeéli operaci rotace podle nec¢arkovanych soufadnic x, y, z, a proto jsme povazovali
j za konstantni vektor. Pouzili jsme posledni ze vzorci (M.23). Pii vypoctu gradientu 1/R jsme postupovali
jako u slozené funkce; R = \/(x -2+ (y—y):+ (2 —2)2)

Vysledek, ktery jsme ziskali predstavuje jiz znamy Biotuv - Savartuv zakon (4.14).

Protéké-1i proud o linearni hustoté @ po plose, budeme mit analogicky (4.31) a (4.14)

v Mo [ Q o dl
A:—/—d sz/f
4 Js R S 47 1 R
— 140 ax B Lo dl x R
B =t dS:—I/ . 4.32
A7 Js R3 A7 s 3 ( )

Obecné lze dokazat:

247 diivodnéni je nasledujici. Necht divA = f. Pokusime se pfejit k novému vektorovému potencidlu A takovému, aby
platilo divA’ = 0 a zaroveii rotA’ = B. K tomu staci pri¢ist k potencialu A potencial A ' ktery vyhovuje rovnicim rotA” =
0, divA” = —f. Potom A’ = A+ A" splituje pozadované vlastnosti. Je pouze otézka, zda vektorovou funkci A” lze najit,
tj. zda rovnice pro ni maji feSeni. Tyto rovnice jsou v8ak formélné shodné s rovnicemi pro vektor stacionarniho elektrického
pole, kde polozime f = —p/eq. O existenci elektrického pole pak fyzik nepochybuje.
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1. Je-li vektorova funkce ;’koneéné a dostatecné hladka ve vnitinich bodech proudového objemu V, bude
magnetickd indukce vsude koneéna a spojita. Vektorovy potencial A bude mit navic i parcialni derivace
alespon prvniho fadu.

2. Na proudovych plochach neni magnetickda indukce definovana a vektorovy potencial zde nema
derivaci. Pii pruchodu touto plochou zustavaji normalové slozky magnetické indukce spojité, zatimco
tecné se méni skokem o pga.

Uvedené hrani¢ni podminky na proudové plose snadno ziskdme z véty o neexistenci magnetického
naboje a Ampérova zdkona. Obklopime-li proudovou plochu tésné priléhajicim valcem s osou kolmou k
plose, bude indukéni tok valcovou plochou nulovy a pro normélové slozky na obou stranach plochy mame

DivB = By, — By =0 . (4.33)

Nechédme-li podél roviny probihat obdélnikovou smycku tak, ze delsi strany [ obdélnika vedou tésné po
obou stranach roviny a kratsi strany jsou zanedbatelné, bude smyckou obepinany proud ppal , a tak

Rot B = jud, IRot B| = By — By = poor . (4.34)

Shrneme zpusoby vypoctu magnetické indukce ruznych proudovych konfiguraci. Muzeme k tomu pouzit
princip superpozice piispévki jednotlivych proudovych elementii. Pfitom muZeme integrovat bud vek-
torové potencidly (coz je jednodussi) a pak najit magnetickou indukei ze vztahu (4.29), nebo muzeme
primo integrovat magnetickou indukci pomoci Biotova - Savartova zakona. Pokud je rozlozeni proudu sy-
metrické, muze byt vyhodnéjsi pouzit Ampéruv zdkon. V piipadé nepravidelného usporadani proudu v
néjakém malém objemu muzeme podobné jako u elektrického pole rozlozit magnetickou indukci na velkych

s

neticky ndboj, monopdl neexistuje). O této metodé pojedname v nédsledujicim odstavei.

Predstavme si nyni, ze vlozime proudovou rovinu do vnéjstho magnetického pole By rovnobézného s
rovinou a kolmého ke sméru plosného proudu (obr. 4.19). Pole plogného proudu se pak bude superponovat
s vnéjsim polem a po stranach roviny budeme mit

a
B, = By + 2% BQZBO—’“%,
odkud

By — By = wpa, By + By = 2By

Vyélenime-li v roviné proudovy pas sitky h, a v ném element délky df7 bude na néj vnéjsi pole pusobit
silou kolmou k roviné (tlakovou silou) o velikosti
dF = |1 dlx By| = ahdl By = a By dS,
takze na rovinu bude pusobit vysledny magneticky tlak

dF 1 B? B3
Pm = g = aBy = s—(B1—B2) (B1+B2) = — — —.
ds 240 ( ) ) 20 2p0
Tento vysledek muzeme ziejmé povazovat za vysledny tlak pusobici s obou stran roviny.
Magnetické pole tedy vyviji tlak na plosné proudy, a to
32
D = — . 4.35
2 (4.35)
S magnetickym tlakem se musi pocitat v magnetické hydrodynamice pii proudéni vodivych kapalin
(rtuti, roztavenych alkalickych kovu pfi chlazeni aktivni zony rychlych reaktoru, plazmatu apod.) V téchto
pripadech se magneticky tlak superponuje s tlakem hydrodynamickym.
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Situace je zde podobna, jako u mechanického napéti, které vyviji elektrostatické pole na nabité plochy.
Vykona-li magneticka tlakova sila praci, stane se tak na tkor energie nahromadéné v magnetickém poli.
Naopak mechanickou silou pusobici na proudové plochy muzeme zvétsovat energii magnetického pole a
tim vlastné magnetické pole vytvafet (tzv. magnetické dynamo). 2°

Podobné jako u elektrického pole je i magneticky tlak roven objemové hustoté energie magnetického

pole:
BQ
Wy = — . (4.36)
240
Vezmeme-li v tivahu (2.19), muzeme pro celkovou hustotu energie elektromagnetického pole napsat:

€0 E2 B2
+ —.
2 2410

w = w, - W, = (4.37)

Relativisticky vyklad sily ptusobici mezi dvéma proudy

Odvodili jsme silu (4.27), ktera pusobi mezi dvéma piimymi rovnobéznymi vodici protékanymi proudem
a ukazali, ze jsou-li proudy rovnobézné souhlasné, vodice se pritahuji. Puvod této sily muzeme také vylozit
na zakladé poznatku specidlni teorie relativity.

Uvazme napted dva rovnobézné nédbojové paprsky, tj. naboje téhoz znameni rozlozené s linearni hus-
totou 7 na dvou rovnobéznych ptimkach ve vzdalenosti r, a pohybujici se v témz sméru touz rychlosti v.
Intenzita pole vytvareného linedarnim nabojem se urcuje podle Gaussova zdkona a bude mit proto stejny
tvar bez ohledu na to, zda se naboje pohybuji ¢i nikoli. Zméni se ovem linedarni hustota naboju vzhledem k
efektu kontrakce délek; bude-li v soustavé S’ pohybujici se spolu s naboji linearni hustota 7’ a v laboratorni
soustavé hustota 7, bude mezi nimi platit vztah 7" = 7/~. Uréime nyni silu, kterou pusobi jeden paprsek
na jednotku délky druhého. Ukazuje se, ze pticna slozka sily F'| na jednotku délky je stejnd v nehybné i
pohybujici se soustavé. Transformuje se totiz

t dp’ dp |
l/ — f)/ l’ tl e ;, FJI_ e T; = "}/ W = ’}/FJ_.
Sila na jednotku délky je tedy
F v Fy
F‘ll/ = 7 — /y l = E .

V pohybujici se vztazné soustavé jsou ndboje nehybné a puisobi na né jen elektrickd sila na jednotku délky:

2

-
F = -
2meg T
Prejdeme-li do laboratorni soustavy, dostaneme
1 72 72 v?
V2 21 eg 1 2w g T c?

Prvni ¢len na pravé strané je elektrickda odpudiva sila, ktera pusobi mezi nehybnymi linedrnimi naboji.
Pohybuji-li se ndboje (¢imz vzniknou dva linedrni proudy), bude mezi nimi pusobit jesté dalsi, pritazlivd
sila vyjadrend druhym ¢lenem. Tato sila je ovsem druhého fadu vzhledem k v/c a pokud se nédboje nepo-
hybuji relativistickymi rychlostmi, lze ji zanedbat.

Jind situace nastane, potece-li proud dvéma rovnobéznymi, nenabitymi vodi¢i. Pomineme-li chaoticky
tepelny pohyb ¢édstic, muzeme v laboratorni soustavé povazovat kladné i zaporné néboje ve vodici (ionty

25Timto zpusobem se vysvétluje vznik magnetickych poli v kosmickém prostoru. Magnetické indukéni ¢ary jsou ve vodivé
latce (plazmatu) jakoby vmrazeny, pohybuji se spolu s ni a pii gravitaénim stlacovani 14tky roste také hustota indukénich
car a tim i magnetické pole.
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obr. 4.20

a elektrony) za nehybné a vyrovnané (s linedrnimi hustotami 7 > 0 a —7 o téze absolutni velikosti). Neni
proto duvodu, aby mezi dvéma médénymi draty, kterymi netece proud, pusobila néjaka sila. Predpokladejme
nyni, ze vodi¢i zacnou protékat proudy souhlasnym smérem, a to proto, ze se elektrony daji do pohybu
usporadanou rychlosti v (viz obr. 4.20). V dusledku efektu kontrakce délek se nyni zméni linearni hustoty
pohybujicich se elektronu. Drat, jimz tece proud se stane nabitym. Vzhledem k nepatrnym rychlostem elek-
tronu ve vodi¢ich bude tento ndboj ovsem velmi maly. Oba vodice se nabiji naboji se stejnym znaménkem
a mély by se (nepatrné) odpuzovat. Experiment ndm ovsem iikd, Zze se pritahuji, a to takovou silou, ze je
na ni mozno zalozit konstrukci elektrickych stroju. Kde se bere tato pritazliva sila?

Linearni hustota naboje prvniho vodice, jimz protéka proud, bude 7—- 7. Ten bude pusobit na nehybné
ionty druhého vodice silou na jednotku délky

(r—ym)7 _ 7 (1-9)

E+ p— =
2w eg T 2T eg 1

Abychom uréili silu ptsobici na pohybujici se elektrony druhého vodice, musime ptejit do soustavy, v niz
jsou tyto elektrony v klidu a pak pretranformovat vysledek do laboratorni soustavy:
(yr=7)(=7) _ 7 (1-9)

2w eg T 2meg T

Sila pusobici v laboratorni soustavé na ionty i elektrony druhého vodice je tedy stejna. Vysledna sila je
pak rovna

72 (1 —7) 72
F =2 = 2 (1 — (1 —~)2 1—~)2] =
] GE— 27moT[ (1=7) — (1= + 1=7)7]
72 V2 72 2 (1— )22
- (=7 + (1=9?] = = L
2meg T 2megctr 2meg T
Protoze yTv = I, predstavuje prvni ¢len na pravé strané pritazlivou silu o velikosti
I2
Fim = Ho .
2T r

Tuto silu nazyvame magnetickou a odpovida presné Ampérové sile (4.27). STR tak vysvétluje experi-
mentalni fakt, ze se dva vodice protékané souhlasnymi proudy pritahuji a naopak tento fakt je vyznamnym
potvrzenim teorie relativity. Muze pritom prekvapovat, ze vlastné cela elektrotechnika je zalozena na rel-
ativistickych efektech druhého fadu v/c, prestoze se ¢astice viibec nepohybuji relativistickymi rychlostmi.

(1= _ Ujﬂo I?

F = ~ .
¢ 2m e T 2 8rr

Je tedy c¢tvrtého fadu v/c vzhledem k elektrickym sildm, které by pusobily, kdyby néboje ve vodi¢ich
nebyly vykompenzovéany a druhého fadu vzhledem k silam magnetickym. Muzeme ji samoziejmé zanedbat.
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obr. 4.21 obr. 4.22

Déle uvedeme vypocet magnetické indukce a magnetickych sil pusobicich na nékteré symetrické proudové
konfigurace.

1. Magnetické pole piimého a rovinného vodice

Méjme nekone¢ny piimy vodi¢ protékany proudem /. Vime, ze ve svém okoli vytvari magnetické pole,
jehoz vektor lezi v roviné kolmé k vodici, je tecny ke kruznicim se sttedem na vodici a je orientovan podle
pravidla pravotocivého sroubu. Velikost magnetické indukce muzeme najit integrovanim podle Biotova -
Savartova zdkona. Pro isek vodice konecné délky méme vysledek (4.15), ktery pro nekoneény vodi¢ prechazi
v (4.16). Mohli bychom téz integrovat vektorovy potencidl a podle analogie se skaldrnim potencidlem
primkového naboje bychom dostali

A= — MO—I Inr Z .
2m
Vektorovy potencial mifi ve sméru vodice a neni uréen jednoznacéné. Pomoci operace rotace bychom z ného
opét dostali vyraz pro magnetickou indukci.

Pro nekonecny vodi¢ muzeme vsak také pouzit Ampéruv zakon aplikovany na kruznici obepinajici

vodi¢. Pak dostaneme

%é-dfz?ﬂTB:uol,
!

odkud okamzité plyne (4.16).

Je-li nekoneény vodi¢ koneéné tloustky R, potom pouzitim Ampérova zikona dostaneme cirkulaci
magnetické indukce podél kruznice o poloméru r < R

%E‘df: po T 5,
l

odkud )
foJ T _ Ho Ir
2 21 R?
Magneticka indukce uvnitt vodice s konstantni proudovou hustotou jtedy zavisi ptimo imérné na polomeéru,
jak je vidét na obr. 4.21.

B —

Také k urceni magnetické indukce plosného proudu protékajiho po rovinné desce s linearni hustotou
a lze pouzit Ampérova zakona. Vyjdeme z predpokladu, ze vektor magnetické indukce je rovnobézny s
deskou a kolmy ke sméru proudu a zvolime uzavienou kiivku jako na obr. 4.22.

K cirkulaci ztejmeé prispivaji jen useky rovnobézné s deskou, takze

Mo &
2

2Bl = ppal, odkud B =
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obr. 4.23 obr. 4.24

2. Magnetické pole kruhové smycky

Uréime magnetické pole na ose kruhové smycky protékané proudem I (v jinych bodech prostoru je to
obtizné). Pfitom zanedbame pole proudu v piivodech ke smyéce. Pouzijeme Biotova - Savartova zikona a
budeme scitat prispévky od dvojic protilehlych proudovych elementu I dl:, 1 dl; na obr. 4.23. Ptispévky
takovych dvojic budou ziejmé vzdy mitit ve sméru osy 2z v pravoto¢ivém sméru. Jejich velikost je

Idl
dB = 2 Z—i 3 cos b, cosf = %

kde 7 je polomér smycky a R délka pruvodice. Integraci podél polokruznice dostaneme
:M”/”dl:ﬂo[ " )

2r R3 Jo 2 (r2 + z2)3/2
Maximalni hodnota magnetické indukce je ve stfedu smycky ve vysce z =0, a to

po I
B(0) = —.
(0) 2r

Je zajimavé srovnat prubéh magnetické indukce na ose na obr. 4.24 s prubéhem intenzity elektrického pole
nabité kruznice na obr. 2.15.

2

3. Magnetické pole solenoidu a toroidu

Pod solenoidem rozumime civku s husté navinutym drétem, jimz protékd proud. Necht polomeér
solenoidu je r a délka L, celkovy pocet zaviti N a pocet zavitu na jednotku délky n. Potom muzeme
rozdélit solenoid na krétké tseky délky dl a povazovat je za kruhové proudy n I dl (obr. 4.25).

Abychom urcili magnetickou indukce kdekoli na ose solenoidu, staci se¢ist prispévky takovych kruhovych
proudu. Je-li [ vzdélenost bodu na ose od kruhového proudu a « tihel pod nimz je vidét okraj kruznice z

bodu na ose a R délka privodice, plati [ = r cotg o, dl = —r da/sin? a, R =r/sin «, a tedy
po I mdl r? po I n
dB:?ﬁ = - =3 sin a da, a
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obr. 4.25

obr. 4.26

I o I
B — _“02 n /1 sina da = M02 n(cos a; — cosaz) .
a2

Prubéh indukce na ose koneéného solenoidu vidime na obr. 4.26; v centralni oblasti je konstantni, na
koncich se projevuji okrajové efekty a indukéni ¢ary se zaktivuji. Pokud zavity nebudou husté navinuty,
bude prubéh pole zvlnén. Solenoid muzeme povazovat téz za véalcovou plochu, po jejimz plasti protéka
plosny proud.

Je-li solenoid nekonecny, dosadime a; = 0, as = 7 a dostaneme

B:,u()[n

Tentyz vysledek bychom dostali z Ampérova zakona, kdybychom zvolili obdélnikovou integracéni kiivku
jako na obr. 4.27. Z duvodu symetrie musi byt pole rovnobézné s osou, takze pricné tseky 2 a 4 k cirkulaci
neprispivaji. Je-li isek 1 na ose fixovan, potom pole vné solenoidu musi byt konstantni. Ménime-li totiz
kiivku tak, ze posouvame vnéjsi stranu 3 dale od solenoidu, obepind kiivka stale tyz proud ILn. Vnéjsi
pole by ovSsem muselo klesat se vzdalenosti od osy vélce a tak nezbyva, nez aby bylo v§ude nulové. Odtud
vsak plyne, ze tsek 1 muze byt umistén nejen na ose, ale v libovolné vzdalenosti od ni a vzdy dostaneme
indukci B = pglIn. Pole uvniti nekonecného solenoidu je homogenni!.

Toroid muzeme povazovat za solenoid stoceny do prstence. Ma vyhodu, Ze se u ného neprojevuji
okrajové efekty a nevyhodu, Ze pole uz neni homogenni. Jsou-li vnitini a vnéjsi polomeér toroidu Ry, Rs,
bude podle Ampérova zakona pole v toroidu na kruznici o poloméru r déno z 27rB = ugl N jako

po I N
orr

B —
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obr. 4.27 obr. 4.28

Je-li toroid tenky a rozdil mezi jeho vnitfnim a vnéjsim polomérem maly, bude v ném pole pfiblizné
homogenni a rovné poli solenoidu. Odvozené vysledky pro solenoid a toroid nezaviseji na tvaru jejich
prufezu.

3. Sila a moment sily ptusobici na proudovou smycku v magnetickém poli

Na rovinnou proudovou smycku [ plochy AS protékanou proudem I pusobi v magnetickém poli sila F
a moment sily M

:I%dfxg, M:]{deﬁ:]ffx(dfxé).
! l !
Vynasobime-li integral pro silu skalarné konstantnim vektorem ¢, dostaneme

a-fdfxé - xB) - dl = rot (& §>.d§:/(5V)§-d§,
l AS AS

Budou-li se parcidlni derivace E v plose smycky mélo ménit (napfiklad bude-li smycka mald) a zavedeme-li
Ampéruv magneticky moment smycky m = I'AS, dostaneme

¢-F=m-(ZV)B.

Protoze rotace B v plose smycky je nulova, plati

—

m - (¢V)B=¢-(mV)B.

Na smycku proto pusobi sila . . .
F=(mV)B=V(m- - B),
analogicka sile pusobici na elektricky dipél v nehomogennim elektrickém poli (2.39).

Bude-li magnetické pole homogenni, budou derivace B nulové a vysledna sila bude nulova. Budou vsak
pusobit sily, které se budou snazit smycku deformovat.

Pokud jde o moment sily, bude pusobit i v homogennim poli. Mame
M:]ffx(dfxB ij dl—]fB - dl)
!

Druhy integrél je roven nule (vytkneme konstantni B a pouzijeme Stokesovu vétu). Prvni integral opét
vynasobime skalarné konstantnim vektorem ¢:

c-%(B~r)dlz/ASrot[(B~'r)c]~dS:— AS[c><gr8ud(B~'r’)]‘dS:

= — (éxB) -dS = —¢ - B xdS ,
AS AS



a tedy
M= -1 BxdS = — I Bx dS = IASxB = mx B,
AS AS
Moment sily je opét analogicky momentu (2.37) pusobicimu na elektricky dipdl v elektrickém poli a snazi
se natocit proudovou smycku tak, aby jeji vlastni magnetické pole bylo souhlasné rovnobézné s vnéjsim

polem B.

3. Magneticky dipdl a vektor magnetizace

Podobné jako jsme zkoumali elektrické pole ndboje obecné rozlozeného v objemu V' muzeme zkoumat
i magnetické pole malého proudového objemu nebo malé smycky na velkych vzdalenostech. Méjme objem
V', v némz se uzaviraji proudy s rozlozené s hustotou ; V teorii elektromagnetického pole se ukazuje,
ze vektorovy potencial na vzdéalenostech mnohem vétsich nez jsou rozmeéry tohoto objemu muzeme opét
jednoznacné rozlozit do fady magnetickych multipélu jako

e Ho jdV Mo -2 Ho S
Azf/izi/ d 4,
47 Jv R Ay V] V+47W3m><r+ ’ (4.38)
kde .
m:—/(ﬁxf)dv. (4.39)
2 Jv

Zde opét R predstavuje vektor pruvodice, 7 je polohovy vektor bodu, v némz potencidl uréujeme a 7
probiha objem V. Prvni élen v rozvoji (4.38) je roven nule, vzhledem k tomu, Ze proudy jsou v objemu
uzavreny a tento fakt vyjadiuje neexistenci magnetického monopdlu. Druhy ¢len je prispévek magnetického
dipdlu, pficemz magneticky dipdlovy moment je definovén vztahem (4.39). Vyssi magnetické multipdly jsou
méné vyznamneé.

Obycejné pod magnetickym dipélem rozumime malou (a proto rovinnou) proudovou smycku plochy AS
protékanou proudem I. Zvolime-li poc¢atek souradnic uvniti plochy této smycky, prejde definice dipdlového
momentu na

1 . 1 ) 3
mzi/v(ﬁxj)dV:il/lf’xdl:IAS. (4.40)

Vektorovy potencial magnetického dipélu muzeme dostat také primo integraci podél smycky s pouzitim
vety (M.47):

o o dl’ o / <1> .
A=2T1¢ = =-27 — ) xdS =
41 I R 47 ASV R %

Lt dS xR po . ASXT g mx7
:—1/ ~ T = = .
4T As  R3 47 r3 Adr 3

Magnetickou indukci dipélu najdeme jako

- - Mo o 7 o m - T
B =r0tA = —"— V) — - —V
ro 47r(m >7‘3 47 73

(4.41)

Tento vyraz mé matematicky stejny tvar jako vyraz pro gradient potencidlu elektrického dipélu (2.31), a
proto muzeme magnetickou indukei psat podle (2.33) jako

B =M M_@ (4.42)

47 7D r3
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obr. 4.29

Prubeéh silocar elektrického a magnetického dipélu na velkych vzdalenostech je skuteéné shodny, jak je
vidét z obr. 4.29. %6

Magneticky dipdl, jehoz pole je ddno presné vztahem (4.41) nazyvame podobné jako u elektrického
dipolu bodovym, tj. zanedbavame rozméry smycky Vzhledem k formalni shodnosti s polem elektrického
dipélu muzeme prevzit i vztahy pro silu, moment silové dvojice a energii magnetického dipdlu ve vnéjsim
magnetickém poli:

F=@mV)B, D=mxB, W=—-m-B. (4.43)

Silovy moment se snazi natacet magneticky dip6l do sméru pole a nehomogenni magnetické pole pak
vtahuje takto orientovany dipdl do oblast silnéjsiho pole, kde je vétsi hustota indukénich car. Existuje vsak
jeden podstatny rozdil od chovani elektrickych dipdlu, ktery ma vztah k elektromagnetické indukci. Je-li
mageticky dipdl indukovdn vnéjsim polem, je orientovan proti sméru pole (!), jak uvidime pozdéji. Takovy
dipdl je pak z oblasti silnéjsitho pole vytlacovan.

Obih&-li nabita ¢astice hmotnosti m a naboje ¢ rovnomérné po kruznici, vytvaii smyckovy proud
I = qu/27r a jeji magneticky dipélovy moment (budeme ho pro tuto chvili oznacovat p) méa velikost

1 1
,LL:IAS:2q7rvr7rr2:§qrv:§%mv:7l. (4.44)
Zde | predstavuje velikost momentu hybnosti ¢dstice a v nazyvame gyromagneticky pomér:
1 q 7
= - = = =. 4.45
V=5 = (4.45)

Magneticky moment a moment hybnosti jsou tedy spolu vazany. Z kvantové mechaniky je znamo, ze
moment hybnosti orbitdlniho pohybu elektronu v atomu je kvantovan a jeho projekce v daném sméru
miZe nabyvat jen ndsobkll nejmens{ hodnoty Planckovy konstanty h = 1,054.10734].s. Proto i magneticky
orbitalni moment elektronu je kvantovan a muze nabyvat pouze celych nasobku hodnoty
1 e —24 2
g = = — h = 9,273.107°" A.m* . (4.46)
2 me
Tato hodnota se nazyva Bohriv magneton a ukazuje na radovou velikost magnetickych dipélovych
momentu atomu. V roce 1915 provedli A. Einstein a W.J.de Haas znamy Finsteinuv - de Haastuv experi-
ment k urceni gyromagnetického pomeéru ¢astic magnetika. Zavésime-li ferromagneticky valec ve vnéjsim

26Magneticky dipélovy moment definovany vztahem (4.40) se nazyva Ampériv nebo proudovy. Vedle toho Ize formalné
definovat takzvany Coulombiv magneticky moment s pouzitim pifedstavy o magnetickém naboji a Coulombova zdkona pro
magnetické sily mezi dvéma poly dlouhych tycovych magneti:

1 dm1 gm2
4 g rz

Jsou-li severni a jizni magneticky pol pak oddéleny vektorem l_: bude Coulombuv magneticky moment m¢c = ¢, I. Uk4ze se,
ze jeho vztah k Ampérovu magnetickému momentu je prosté mc = pg m.

157



magnetickém poli a zménime nahle polaritu tohoto pole, musi se valec pootocit, protoze se zmeéni jeho
moment hybnosti.

Timto zpusobem byl zméren gyromagneticky pomér elektronu, ktery se vsak ukézal byt roven v = e/m,
a nikoli (4.45) ! Pozdéji se vyjasnilo, ze ferromagnetismus neni vyvoldn orbitdlnim pohybem elektront,
ale jejich spiny, vlastnimi momenty hybnosti, které nesouviseji s pohybem elektronu v prostoru. Jejich
nejmensi hodnota je pak i/2, takze vlastni magneticky dipélovy moment elektronu je opét roven Bohrovée
magnetonu. Presnéjsi vypocet na zakladé kvantové elektrodynamiky dava v prekvapivém souhlase s ex-
perimentem hodnotu . = 1,00116 pp.

Jaderné castice, protony a neutrony, maji také své magnetické dipdlové momenty, které se vyjadiuji v
jadernych magnetonech

un = € up = 50511072 Am?. (4.47)

mp
Magneticky moment protonu a neutronu neni roven celému nasobku jaderného magnetonu, ale p, =
2,792 pun, pn=—1,913 uy.

Mejme nabité téleso naboje ), hmotnosti M, momentu hybnosti L a momentu setrvaénosti rotujici
s uthlovou rychlosti §2. Jeho magneticky dip6élovy moment je
1 Q
=L =~410Q=-—=10Q. 4.48
po=7 gl 5 M (4.48)
Zname-li tedy momenty setrvacnosti téles, muzeme pirimo urcit jejich magnetické momenty. Napiiklad
rotujici prostorové nabita koule o momentu setrvacnosti [ = %M R? bude mit magneticky dipélovy moment

1
o= gQQRQ. (4.49)
Pro povrchové nabitou kouli bude v (4.49) koeficient 1/3, pro objemové nabity valec 1/4 atd.

Pro studium magnetickych vlastnosti latek je dulezité znat velikosti a chovani magnetickych momenti
atomu a molekul. Vedle vlastnich magnetickych momentt atomu, které jsou fadové rovny Bohrovu mag-
netonu, vznikaji po vlozeni latky do vnéjstho magnetického pole momenty indukované. Magnetické pole
bude na vlastni momenty pusobit silovym momentem, ktery vyvold zménu momentu hybnosti:

dl’ .
—=iuxDhB.
T
Pomoci gyromagnetického poméru muzeme tuto rovnici prepsat na
dpi L o=

Tato rovnice popisuje precesni pohyb vektoru magnetického dipélového momentu kolem sméru vnéjsiho
magnetického pole s ihlovou frekvenci

S, = —+ B (4.51)
(takzvand Larmorova frekvence). Precese zmensi stfedni hodnotu momentu hybnosti a tim i magnetického
momentu ¢astice. Koné-li naptiklad elektron kruhovy pohyb v roviné svirajici se smérem magnetického
pole urcity thel a je-li < p? > stfedni kvadraticky polomér priumétu drahy do roviny kolmé ke sméru pole,
zmens{ se diky Larmorové precesi moment hybnosti o Al;, = m, < p* > wy. To je ekvivalentni vzniku
indukovaného magnetického momentu

2

fimg = YA, = — — < p>>B = —jB. (4.52)
dm,

Tento vyraz muzeme srovnat s indukovanym elektrickym dipélovym momentem (2.40). V atomu se Z
elektrony musime ovsem jednotlivé momenty s¢itat. Pro kulové symetricky atom obycejné uvadime stredni
kvadratickou hodnotu poloméru dréhy elektronu < r3 > a pak dostdvame indukovany moment atomu jako

2 2
e Z<ri> o
207 B

flinaa = — (4.53)

6m,
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obr. 4.30

Hodnota < pg >, kterou je tieba oviem urcovat metodami kvantové fyziky, je fddové rovna rozméru atomu,
10719 m.

Podobné jako u elektrickych dipélu muzeme uvazovat spojité prostorové ¢i plosné rozlozeni magnet-
ickych dipélu. Jsou-li v néjakém objemu magnetické dip6lové momenty o koncentraci N vsechny souhlasné
orientovany, muzeme zavést vektor M = N m, ktery nazyvame vektorem magnetizace. Ten obecné (tj.
i kdyz momenty nejsou vsechny stejné orientovany) predstavuje magneticky dipélovy moment jednotky
objemu. 2. Objem s nenulovym vektorem magnetizace nazyvdme magnetizovanym. Magnetizace se ziejmé
méii v jednotkadch ampér na metr.

Urcéime vektorovy potencial magnetického pole buzeného v bodé o polohovém vektoru 7 magnetizo-
vanym objemem s vektorem magnetizace M (7):

47 R3 47 R

o Gpn(7) dS ) dV
C Arx [.7{9 R * /V R ’

kde pod rot’ se rozumi rotace derivovana podle proménné 7. Vysledny potenciél je tedy ekvivalentni

/Y:@/ M(T)XRdvz’“‘Ol—/ rot' (Mm) dV+/ rot! M(7) s
|4 14 14

e %M(F’)xdg /rot/M(F’)d
_471'[5 R +v R v

potencialu pole buzeného plosnym proudem hustoty @, vazanym na povrch télesa a objemovym proudem
hustoty j,, vdzanym uvnitt télesa (tzv. magnetiza¢ni proudy), kde

—

G = M X7,  jn = 1ot M (4.54)

(77 je jednotkovy vektor normaly k povrchu télesa).

Magnetizovany objem se tedy chova jako urcité ekvivalentni rozdéleni plosnych a objemovych proudu.
Je-li v daném objemu vektor magnetizace konstantni, bude takovy objem vytvaret pole totozné s polem
plosného proudu na povrchu. Méjme napiiklad objem ve tvaru kolmého valce s vektorem magnetizace
rovnobéznym s osou. Pro dostatecné dlouhy valec bude pole vné nulové a pole uvniti bude polem solenoidu
(obr. 4.30)

B = puga = pug M. (4.55)

Néazorné je to vidét na obr. 4.31. Smyckové proudy dipdlu se uvniti valce vyrusi a zustane pouze obvodovy
proud.

Zvolme nyni vélec podstavy S a malé vysky Ah (obr.4.32). Jeho celkovy magneticky moment bude
roven

o = M S Ah = 1, S, (4.56)

kde m, predstavuje plosnou hustotu magnetickych dipélu. Takova nekoneéné tenkd valcova vrstva predstavuje
vlastné rovinnou magnetickou dvojurstvu a je ekvivalentni smyckovému proudu I, ktery vytvaii magneticky

2"TNahradfme-li Ampérav magneticky moment momentem Coulombovym, nazyvame vektor P, = N1ic vektorem magnet-
ické polarizace
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obr. 4.31 obr. 4.32

moment mg = I S. Velikost plosné hustoty Ampérovych magnetickych momentu je tedy rovna m, = I,
Coulombovych momentt mes = pol.

4. Magnetika v magnetickém poli

Magnetika budeme povazovat za télesa tvorena elementarnimi magnetickymi dipoly; tyto dipély mohou
byt jak vlastni, tak indukované. Vedle volnych proudu o hustoté 7 musime v magnetiku tedy uvazovat i
vézané, nagnetizacni proudy s hustotou (4.54). Muzeme tedy pséat Maxwellovu rovnici

vot B = po (J + jm ) = o (J + rot M ).

Délime-li tuto rovnici pg, prevedeme rot M na levou stranu a zavedeme vektor

. 1 - -
H=—B - M, (4.57)
Ho

muzeme zapsat soustavu Maxwellovych rovnic pro stacionarni magnetické pole v magnetiku jako

-

divB =0, rotH = (4.58)

Ucelnost zaveden{ vektoru H , ktery nazyvame vektorem intenzity magnetického pole, je v tom, Ze se
pak muzeme omezit pouze na zadani proudové hustoty volngch proudu (které se daji méfit ampérmetrem);
vlastnosti vazanych magnetiza¢nich proudu jsou jiz ve vektoru H obsazeny.

Tak Ampéruv zakon pro cirkulaci intenzity magnetického pole bude znit

fﬁ-df:/j-dgzl, (4.59)
l S

kde I je volny proud. Podle analogie s elektrickym polem nazyvame tuto cirkulaci magnetomotorickym
napétim &,, =

Je ztejmé, ze na hranici dvou magnetik, tj. na plose, kde jsou pouze vazané proudy, budou tecné slozky
vektoru intenzity magnetického pole spojité na rozdil od slozek magnetické indukce, které zde maji skok
poc. Naproti tomu vektor intenzity magnetického pole nemé tak obecny vyznam jako vektor magnetické
indukce, ktery udava silové pusobeni mezi proudy. Nemuzeme také napiiklad udat obecny vztah pro
divergenci H.

Soustava rovnic (4.58) nemd plné urcené teseni a bylo by ji tfeba jesté doplnit o vztah mezi vektory
H a B. 7 definice je patrno, ze tyto vektory nemusi mit obecné ani stejny smér. Vektor M mitze byt
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obr. 4.33

konstantni, nezavisly na vnéjsim magnetickém poli. Takovda magnetika nazyvame idedalné tvrdymi a jsou
vhodné k vytvareni permanentnich magnetu.

Vétsina magnetik se vSak magnetizuje teprve pod vlivem vnéjstho magetického pole. Pokud atomy mag-
netika maji vlastni magnetické dipélové momenty (takovym fikdme paramagnetika), budou se tyto dip6ly
ve vnéjsim magnetickém poli natacet ve sméru pole. Mluvime o tzv. orientacni magnetizaci. Pokud atomy
vlastni momenty nemaji, budou se v magnetickém poli indukovat. Takové latky nazyvame diamagnetika.
Jak jsme se jiz zminovali, indukované momenty budou orientovany proti sméru vnéjsitho magnetického
pole a budou ho oslabovat. Diamagnetismus je univerzalni vlastnosti vSech latek, ovsem u paramagnetik je
prekryt magnetickym polem vlastnich dipélu, které jsou orientovany ve sméru vnéjsiho pole a zesiluji ho.
V obou ptipadech muzeme ocekéavat, ze pro nepfilis silna pole bude vektor magnetizace imeérny intenzité
magnetického pole (idediné mékkd magnetika). Potom

M =k H. (4.60)

Konstantu imérnosti k nazyvame magnetickou susceptibilitou.

Pro dostate¢né silnd pole pozorujeme u nékterych magnetik (nazyvanych feromagnetika jev hystereze.
Je obdobny jevu hystereze u feroelektrik a mohli bychom nakreslit hysterezni kiivku analogickou kiivce
na obr. 2.32 pro zavislost M na H. Na obr. 4.33 vidime hysterezni smycku feromagnetika pro dvé ruzné
hodnoty maximélni magnetizace M,,.

Z pocatku vychazi opét ”panenska kfivka” prvotniho magnetovani, ktera se postupné blizi nasycené
hodnoté M. Pfi zpétném magnetovani zustava i pii nulovém vnéjsim poli remanentni magnetizace M,,
ke zruseni magnetizace je tieba koercitivniho pole H.. Hodnota nasycené (téz spontdnni) magnetizace
je dulezitou charakteristikou feromagnetika a napiiklad pro Cisté zelezo pii pokojové teploté se udava
oM, = 2,15 Wh.m ™2, Feromagnetika s vysokou hodnotou koercitivniho pole (> 10°> A.m™!) a velkou
remanentni magnetizaci (Sirokou hysterezni kiivkou) se nazyvaji magneticky tvrdd a hodi se pro konstrukei
permanentnich magnetii. Naopak materidly s tizkou hysterezni kiivkou (H, < 100 A.m™') jsou magneticky
mekkd a pouzivaji se v zafizenich s proménnym magnetickym polem. K nim patii naptiklad pouzivana
ocel Aramco.

Vratme se k piedpokladu, Ze mezi magnetizaci a intenzitou pole plati vztah piimé timérnosti. Potom
muzeme psat

B=ypo(H+M)=ypo(H+rH)=ypo(1l+r)H = pope H=pH . (4.61)

Vektor magnetické indukce je tedy imérny vektoru intenzity magnetického pole s koeficientem timérnosti
1, ktery nazyvame absolutni permeabilitou magnetika. V soustavé jednotek SI, kde byla formalné zavedena
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rozmeérna konstanta pg, nazyvand permeabilitou vakua, je absolutni permeabilita sou¢inem této konstanty
a bezrozmérné tzv. relationi permeability magnetika p,.. Pokud vektory magnetické indukce a intenzity
pole nemaji tyz smeér (napiiklad v krystalech nebo jinych magneticky anizotropnich materidlech), bude
mit permeabilita charakter tenzoru a dostaneme

Veli¢ina intenzita magnetického pole ma v soustavé SI rozmér [H]= L™'I a méif se v ampérech na metr. Jeji
cirkulace (magnetomotorické napéti) se méfi v ampérech, pripadné ampérzavitech, je-li cirkulace bréna
vicenasobné.

Podle (4.61) plati mezi relativni permeabilitou a magnetickou susceptibilitou vztah
e =1+ K. (4.63)

Protoze magnetickd susceptibilita muze byt kladna i zapornd, je relativni permeabilita vétsi nebo mensi
nez 1.

Relativni permeabilita magnetika je dulezitou makroskopickou charakteristikou jeho magnetickych
vlastnosti. Vlozime-li magnetikum do homogenniho magnetického pole v solenoidu, pricte se jeho pole
B,, = ,UOM k magnetickému poli éo buzenému volnymi proudy v civce. Pro vysledné pole a magnetizaci
muzeme psat

§:§0+M0M7 M:(Nr—l)ﬁ. (464)

Vyjadiime-li odtud vysledné pole a magnetizaci v zavislosti na puvodnim poli ve vakuu, dostaneme

— — — r ]_ —
B=uB, M="! By . (4.65)
Ho

Odtud je zfejmo, Ze magnetické pole v magnetiku je zesilovano (piipadné zeslabovéno, je-li relativn{
permeabilita mensi nez 1) p,.-krat. V pripadé nehomogenniho pole muzeme vzit vzdy dostatecné maly
objem, v némz lze pole povazovat za homogenni a vzit lokalni hodnotu relativni permeability. Tak muzeme
pouzit dosud odvozené vztahy pro magnetické silové pusobeni ve vakuu a formdalné v ném vynéasobit
permeabilitu vakua p,. Energie magnetického pole v idedlné mékkém magnetiku bude pak

B? 0-B
Wiy 2 5 (4.66)

Z vlastnosti vektoru ﬁ B plynou téz podminky pro zménu jejich slozek na rozhrani dvou magnetik o
permeablhtach 11, po. Na tomto rozhrani jsou plosné rozlozeny pouze vazané proudy, takze tecné slozky
Hj jsou spojité. Spojitymi zustavaji i normalové slozky B (obr. 4.34), takze mame

Hy = Hy p1 Hiy = po Hoyp . (4-67)
Délenim téchto vztahu dostdvame
B0 _ (4.68)
tg 02 po '

Podobné jako jsme u kondenzatoru zavadeéli kapacitu jako funkei jeho geometrie a permitivity prostiedi,
muzeme u solenoidu definovat indukcénost L jako pomér indukéniho toku prurezem solenoidu a protékajiciho
volného proudu. Ma-li solenoid N zavitu, musime tok brat N-nasobny:

P N © N BS
L = 7 Tesp. L = = T (4.69)
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obr. 4.34

To je takzvana statickd definice indukénosti. Tato indukcénost je ziejmé iimérna velikosti magnetické in-
dukce v solenoidu. Vlozime-li do solenoidu magnetikum, zvétsi se pole a tedy i indukénost p,-krat:

L = L. (4.70)

Vkladanim ruznych magnetik do solenoidu a mérenim zmén jeho indukénosti muzeme méfit relativni
permeabilitu. Zjistime, ze existuje nékolik skupin magnetik a navic permeabilita jevi teplotni zavislost.
Tak u diamagnetickych latek je relativni permeabilita malé, zdporna a teplotné nezavisla:

litka  (p, —1) . 10°

bismut -176
stiibro -26
NaCl -12,6
sklo -12,6
meéd -10,3
voda -8,8
etanol -7,9
vodik -0,063

Latky paramagnetické maji relativni permitivity v Sirokém rozsahu a je pro né typicka teplotni zavislost

C

=1 4+ =, (4.71)

T

kde C' je Curieova teplota. Vyjimku tvoii alkalické kovy, jejichz permeabilita na teploté nezavisi. Pro

néktera paramagnetika mame

latka (pr — 1) . 10°
dusik 0,013
vzduch 0,38
kyslik 1,9
hlinik 23
wolfram 176
platina 350

tekuty kyslik
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obr. 4.35

N

meabilita je proménnd v zavislosti na vnéjsim magnetickém poli a silné teplotné zavisla. Pii dosazeni
Curieovy teploty jejich permeabilita poklesne z vysokych hodnot fddové 10° — 10* na hodnoty bézné u
paramagnetik. Typickymi feromagnetiky jsou zelezo, kobalt, nikl, gadolinium a ruzné slitiny i nekovového
charakteru. Curieova teplota je pro Fe 1043 K, Co 1393 K, Ni 631 K, Gd 289 K. Pro feromagnetika jiz
neplati pfima imérnost mezi vektory BaHa jejich zavislost pro konkretni naterial udava magnetizacni
krivka. Pro urcity druh mékkého zeleza je uvedena na obr. 4.35.

Feromagnetismus vysvétlujeme tak, ze magnetické dipély atomu jsou jiz spontanné orientovany v tzv.
Weissovych doménach a ty se pak v magnetickém poli nataceji jako celky. Sama teorie feromagnetismu je
vsak pomérné obtizna a je zalozena na zakonitostech kvantové fyziky.

Vedle feromagnetik se setkdavame s antiferomagnetiky (NiO, FeFy, MnS aj.), u nichz magnetické mo-
menty sousednich atomu jsou orientovany antiparalelné. U ferimagnetickiyjch ldtek (feriti) jsou sousedni
momenty rovnéz antiparalelni, ale rizné velikosti, takze latka je spontdnné zmagnetoivana. K feritim patii
treba magnetovec Fe3O4. Nad tzv. Neélovou teplotou ptechazeji tyto latky v obycejna paramagnetika.
Téleso vytvorené z magnetika s fixné orientovanymi magnetickymi dip6ly se nazyva permanentni magnet.
Podobné jako u dielektrik i sily mezi magnetickymi dipdly vyvolavaji mechanické acinky (magnetostrikce).

Relativni permeabilita je makroskopickd latkova konstanta, kterou je mozno teoreticky vypocitat z
mikroskopického modelu magnetik. Tak pro latky diamagnetické muzeme vyjit z Langevinovy teorie in-
dukovanych magnetickych momentu atom, které jsme odvodili v predchozim odstavci (4.53). Protoze
vektor magnetizace predstavuje magneticky dipélovy moment jednotky objemu latky, dostaneme odtud

e Z <r¢>

4.72
6 m. ’ ( )

=1+ Kk =1—pgn
kde n je pocet atomu v jednotce objemu. To je Langevinuv vztah pro permeabilitu diamagnetik; pocet

atomu v jednotce objemu uréime pomoci Avogadrova zdkona. Presnéjsi, kvantovou teorii diamagnetismu
podal ve 20. letech J.H. van Vleck.

Pokud jde o orienta¢ni polarizaci paramagnetik, muzeme opét pouzit Debyovu - Langevinovu teorii a
pouze modifikovat vzorec (2.82):
fo m m>
3T
Zde m je velikost vlastniho magnetického momentu atomu a k& Boltzmannova konstanta. Tento vzorec
vysvétluje teplotni zavislost permeability paramagnetik. Obecnou kvantovou teorii paramagnetismu podal

e =1 + (4.73)
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obr. 4.36 obr. 4.37

opét van Vleck.

Jestlize v magnetiku neprotékaji zadné volné proudy, dostavame soustavu Maxwellovych rovnic
divB = 0, rot H = 0. (4.74)

Ta je formélné shodnd se soustavou rovnic elektrostatiky v prostoru, kde nejsou néaboje. Protoze pole H
je nyni potencidlni, muzeme zavést magnetostaticky potencidl 1 vztahem

H = —grad ¢ . (4.75)
V tomto piipadé muzeme tedy mluvit o magnetostatickém poli a soustavé rovnic magnetostatiky.

Pti navrhovani civek pro generaci magnetickych poli se setkdvame s ruzné vétvenymi magnetickymi
indukénimi toky a hovorime o magnetickych obvodech. Tak jako se elektrické proudy musi uzavirat do
smycek, tvori i magnetické indukéni ¢ary uzaviené obvody. Takovy uzavieny obvod kone¢ného solenoidu
je na obr. 4.36.

Necht indukéni éary tvoii uzavienou trubici o proménném prifezu AS. Potom pro cirkulaci magnetické
indukce podél trubice plati

Lo ) dl
Bdhi%—ﬂ:®f——: NI=E&,.
ﬁ | AS VNG
Je-li N pocet zavitu solenoidu, predstavuje NI magnetomotorické napéti (4.59).
Velic¢ina . i
Rm:—:f—f 4.76
1 1 AS (4.76)

zavisi jen na délce a prufezu trubice a magnetickych vlastnostech prostiredi. Nazyva se magneticky odpor
neboli reluktance. Jeji prevracend hodnota

A = —
R,

nese nazev magnetickd vodivost neboli permeance. Magneticky odpor se méti v jednotkach ptevraceny
henry, magnetickd vodivost v henry.
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Pro magneticky obvod muzeme tedy zapsat vztah mezi indukénim tokem, magnetomotorickym napétim
a magnetickym odporem, ktery pripomina Ohmuv zdkon. Nazyvé se Hopkinsoniv zdkon:

b = —. (4.77)
Pii feSeni slozitejsich magnetickych obvodu bychom mohli pracovat analogicky s magnetickym po-
tencidlem a magnetickym napétim, které se méii stejné jako mmn v ampérech, formulovat magnetické

Kirchhoffovy vzorce apod.

Nakonec jesté urcéime silu, kterou se pritahuji koncové néastavce dvou magnetu (obr. 4.37).

Sila pusobici mezi dvéma magnety

Pro malé magnety bychom mohli pouzit vyrazy pro sily pusobici mezi magnetickymi dipdly. Je-li
naopak rozmeér plochy S ¢el magnetu velky ve srovnani s sitkou mezery mezi nimi, vznika v této vzduchové
mezefe priblizné homogenni magnetické pole o indukci B. Hustota energie magnetického pole v mezefe
je wy, = B%/2u0, pti posunuti magnettt o Ad se celkova energie zméni o w,,SAd. Tato veli¢ina mus{ byt
rovna praci, kterou kona sila F' na draze Ad, a proto

5. Pohyb nabitych ¢astic v elektrickych a magnetickych polich

Nabité castice se v elektrickych a magnetickych polich pohybuji pod vlivem Lorentzovy sily. Jde tedy

o to Tesit pohybovou rovnici
dv
"t
Pole E, B mohou byt obecné zadanymi funkcemi soutadnic a ¢asu, takze feSeni pohybové rovnice muze
byt slozité. Takova obecna feseni je treba urcovat naptiklad v elektronové a iontové optice, kde se castice

pohybuji v nehomogennich polich. Predpokladejme nejdiive, Ze pole jsou homogenni.

Pohyb v &isté elektrickém poli je analogicky pohybu édstice v homogennim poli tthovém. Necht elek-

= ¢ (E + 7xB). (4.78)

trické pole mfif smérem osy z: E = (E,0,0). Pohybova rovnice ve slozkdch d& fesent
_Llg 2 _ _
x—i—Et—Fvat—i-xo, Yy = vyt + yo, 2z = vt + 2, (4.79)
m

které zavisi na pocatecnich podminkach.
Zacina-li se castice pohybovat z pocatku z klidu, bude jeji pohyb analogicky volnému padu:

1 20F
x:ngtQ, v$:gEt: =
2 m m m
Protoze 1
imvi:qex, o =—FEzx + ¢,

dostavame zakon zachovani energie ve tvaru

1

§mv§+qw=qwo-
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Bude-li mit ¢astice pocatecéni rychlost vy ve sméru osy y, bude feseni

1
xzngtQ, y = vt
2 m

a draha bude parabolicka jako u vodorovného vrhu v tthovém poli

T

Sl =

a4
m

N | —

V cisté magnetickém poli, které ma smér osy z bude pohybova rovnice ve slozkach

dv, q dv q dv,
= —v, B, —H* =—-—uB, =0.
it om0 dt m " dt

Pohyb ve sméru magnetického pole (osy z) je rovnomérny, protoze v tomto sméru magnetické pole
silové nepusobi:
z = UOzt + 2.

Soustavu diferencidlnich rovnic pro slozky v, vy, které jsou provazdny, muzeme fesit bud tak, Ze jednu z
rovnic zderivujeme znovu podle ¢asu, vylou¢ime jednu z funkei a pro druhou budeme tesit rovnici druhého
fadu, nebo prechodem ke komplexni rychlosti u = v, + iv,. Vyndsobime-li rovnici pro v, imagindrni
jednotkou i a seCteme obé rovnice, dostaneme

du . gB
E+1Hu_o.

Resenim této rovnice je komplexni funkce
u = C e to_ VoL e—1(6+wct)

kde w, je takzvana cyklotronovd frekvence rovna

w. = LB, (4.80)
m
Pro komplexni rychlost mame
u = oy cos(wet +0) — 1wy sin(w.t+9), (4.81)
a tedy vysledné teseni ve slozkach
vy = voo cos(wet +9), r = xy — T. sind + r. sin(w.t + 9)
vy = — oo sin(w.t +9), Yy = Yo — 7c cosd + 1. cos(w.t+9). (4.82)

Délka r. se nazyva cyklotronovy polomér. Je roven

VoL m VoL
. = = ) 4.83
r o B (4.83)

V homogennim magnetickém poli kond tedy nabita ¢astice rovnomérny kruhovy pohyb v roviné kolmé
k magnetickému poli s ihlovou frekvenci w, a s polomérem r.. Na tento pohyb se superponuje rovnomérny
pohyb ve sméru osy z takze vysledna dréaha ¢astice ma tvar Sroubovice, kterd se oviji kolem magnetické
indukeni cary (obr. 4.38).

Je dulezité si vSimnout, ze ¢astice bude rotovat kolem indukéni ¢ary v levotocivém smyslu, takze svym
vlastnim indukovanym magnetickym polem bude vnéjsi pole oslabovat. Volné ¢astice (které tvoii napiiklad
plazma) se tedy chovaji v magnetickém poli jako diamagnetika.
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obr. 4.38 obr. 4.39

obr. 4.40 obr. 4.41

Prejdeme nyni k situaci. kdy pusobi souc¢asné magnetické a elektrické pole, kterd jsou navzajem kolma:

— —

E=(0,FE,0), B=(0,0,B). Pohybové rovnice bude nyni nehomogenni:

du . ¢B . qb

— i— =1i-—.

dt m m
K obecnému feseni homogenni rovnice (4.81) musime piicist jesté zvlastni reseni nehomogenni rovnice.
Snadno zjistime, Ze je redlné a rovno

E
B’

Této veliciné fikame driftovd rychlost. Ve zkiizenych elektrickém a magnetickém poli kona tedy castice
jednak pohyb po Sroubovici ovijejici se kolem osy z ve sméru magnetického pole a kromé toho se posouva
ve sméru osy x, tedy kolmo jak k magnetickému tak k elektrickému poli (!). Takovému pohybu napfic
magnetickym indukénim c¢ardm iikdme drift. VSimnéme si, ze driftova rychlost nezalezi ani na znaménku
ani na hmotnosti ¢astice. Superpozici kruhového a postupného pohybu vzniké trajektorie ve tvaru cykloidy
, piipadné cykloidy zkrécené nebo prodlouzené (obr. 4.40).

Drift muze byt zpusoben i jinymi silami nez elektrickym polem (napfiklad gravitaci) a dochazi k nému
i v nehomogennim magnetickém poli, kolmo ke sméru gradientu. V téchto ptipadech bude smér driftu
zaviset na znaménku elektrického naboje ¢astice.

Pohybuje-li se nabita c¢astice v nehomogennim magnetickém poli, chova se jako diamagneticka a je
vytlacovana z oblasti vétsi hustoty silocar. Na tomto jevu jsou zalozena magnetickd zrcadla. Pohybuje-
li se castice podél silocary po Sroubovici, bude se v silnéjsim poli jak polomér tak stoupani sroubovice

Unh = Vg = (484)
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obr. 4.42

obr. 4.43 obr. 4.44

zmensovat, az se ¢astice zastavi a zacne se pohybovat opacnym smérem. Toho se vyuziva v otevienych
magnetickych nddobach uréenych k udrzeni horkého plazmatu (viz obr. 4.41). 28

Na pohybu nabitych ¢astic v elektrickych a magnetickych polich je zalozeno mnozstvi technickych
aplikaci, zahrnovanych pod souhrnnym nézvem elektronika. Ruzné usporddand pole umoznuji svazky
nabitych castic fokusovat a vytvaret elektrické a magnetické cocky. Na tom je zalozena elektronovd a
tontovd optika. Na obr. 4.42 jsou znazornény elektrické a magnetické cocky jednak s podélnym a jednak s
pricnym polem.

Elektricka a magnetickd pole umoznuji také separovat c¢astice podle rychlosti a vytvaret rychlostni
filtry. Necht se nabitd ¢astice pohybuje rychlosti v ze vzdélenosti zq podél osy = a dopadd na stinitko
(fotografickou desku) v roviné y, z (obr. 4.43).

Elektrické a magnetické pole mifi rovnobézné (souhlasné ¢i nesouhlasné) ve sméru osy y. Ve sméru osy
x nepusobi na ¢éstici zadna sila a castice dosdhne stinitka za dobu t = z/v. Za tuto dobu se odchyli ve
sméru y pod vlivem elektrického pole a ve sméru z pod vlivem magnetického pole. Céstice o témz mérném
naboji a ruznych rychlostech tedy dopadaji na stinitko podél paraboly

2 _ qB%%x
2mE

Této "metody parabol” pouzil v r. 1901 W. Kaufmann, kdyz urcoval zavislost hmotnosti relativistickych
elektronu na jejich rychlosti. Usporadame-li magnetické a elektrické pole vzajemné kolmo, muzeme zvolit

z

28Na vlastnostech pohybu nabitych édstic v nehomogennim magnetickém a gravitac¢nim poli je zalozeno chovan{ kosmickych
castic slunecniho vétru v zemském magnetickém poli. Zemské magnetické pole méa charakter pole dipdlu se silocarami
zhustujicimi se u geomagnetickych péli. Nabitd ¢dstice nemuize pronikat k zemskému povrchu napiié silo¢ardm, oviji se
kolem nich a pod vlivem gravitacniho pole kond drift v rovnobézkovém sméru. Zaroven putuje od pdlu k pdélu a tam se
vzdy odrézi jako od magnetického zrcadla. V poldrnich oblastech tak roste koncentrace téchto ¢astic a s tim souvisi vyskyt
polarnich zafi. Zemskd magnetosféra nés tak chrani pred pronikanim nabitych kosmickych ¢éstic.
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obr. 4.45

jejich velikosti tak, aby castice o dané rychlosti pohybujici se v kolmém sméru k obéma polim nebyla vibec
odchylovana a prolétavala nastavenou stérbinou (viz piiklad 4.6).

Naopak urychlime-li ¢astice na stejné rychlosti, budou jejich drdhy v magnetickém poli zaviset na
mérném naboji ¢/m. Toho se vyuziva v hmotnostni spektroskopii a spektrometrii, napiiklad k analyze izo-
topového slozeni smési iontu. Na obr. 4.45 je znazornéno schema prvniho spektroskopu, ktery zkonstruoval
F.W.Aston 1917 a modernéjsiho spektrometru Dempsterova.

Pohybu nabitych c¢éastic v pricném magnetickém poli se vyuziva v cyklickych wurychlovacich, které
umoznuji zkoumat chovani ¢astic pohybujicich se a srazejicich se pii obrovskych energiich. Polomér kruhové
drahy castice R v magnetickém poli roste s rychlosti. Tak se v cyklotronu pohybuji ionty mezi néstavci
obrovského magnetu ze sttedu po rozvijejici se spirdle a pti prechodu mezerou mezi duanty jsou urychlovany
sttidavym napétim o frekvenci w. Jakmile ¢astice dosdhne obvodu magnetického pole, urychlovani musi
skonéit. To je nevyhoda cyklotronu. Pokud rychlosti ¢astice nejsou relativistické, zustava doba obéhu,
odpovidajici cyklotronové frekvenci, konstantni. Pii dosazeni relativistickych rychlosti za¢ne narustat
hmotnost ¢astice a prodluzovat se doba obéhu. Je-li urychlovaci napéti konstantniho kmitoctu, castice
zacne vypadavat ze synchronismu. Proto nelze na cyklotronu urychlovat relativistické castice.

Synchronizace muzeme dosdhnout tim, ze budeme snizovat frekvenci urychlovactho napéti (fazotron
neboli synchrocyklotron), zvySovat hodnotu magnetické indukce (synchrotron) nebo oboje (protonovy
synchrotron neboli synchrofdzotron).

Je také mozno ponechat frekvenci i magnetické pole a vynechavat postupné jednu, dveé, tti atd urychlo-
vaci periody (mikrotron). Existuje téz indukéni urychlova¢ (betatron) s rostouci magetickou indukei, kde
urychlovani vyvolava indukované elektrické pole.

Protoze pro relativistické ¢astice se rychlost prakticky rovna rychlosti svétla a prilis se neméni, tim ze
u synchrotronu a synchrofazotronu udrzujeme konstantni pomér mezi magnetickou indukeci a hmotnosti,
zustava konstantni i polomér drahy. Pak nemusime konstruovat magnety o velkych rozmérech nastavcu a
polomér urychlovaci drahy muze ¢init desitky kilometria. Tim se také zmensi kiivost drahy a snizi se ztraty
synchrotronovym zarenim. Ménime-li magnetické pole nebo urychlovaci frekvenci, muze byt urychlovaci
cyklus ovSem pouze pulsni. V nésledujici tabulce porovnavame ruzné typy cyklickych urychlovacu.
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’urychlovaé ‘ B ‘ w ‘ R ‘ castice ‘typické energie‘

CYKLOTRON konst | konst | rost ionty 25 MeV
FAZOTRON konst | kles | rost ionty 680 MeV
SYNCHROTRON rost | konst | konst | elektrony 1 GeV
SYNCHROFAZOTRON | rost | kles | konst ionty 1 TeV
MIKROTRON konst | konst | rost | elektrony 50 MeV
BETATRON rost - konst | elektrony 300 MeV

Meéjme nyni vodi¢ obdélnikového prurezu rozlozeny podél osy y tak, ze jeho hrany jsou orientovany ve
sméru z (hrana b) a z (hrana a). Necht magnetické pole ptisobi ve sméru osy z a elektrické pole lezi v
roviné y, z (obr. 4.44). Je ziejmé, ze konduktivita (mérnd vodivost) ¢ bude nyni ruznd v ruznych smérech
a bude predstavovat tenzor tvaru

01 09 0
Oik = — 09 01 0
0 0 o

Magnetické pole neovliviiuje pohyb nabitych ¢astic v podélném sméru a slozka vodivosti ve sméru osy
z bude

2

jz =0 EZ7 0 = 7"
2my
(viz (3.33)).
Podél osy y potece tzv. piimy proud, pro néjz plati 2
. o
Jy = o1 by, o1 = @

Podél osy x, napti¢ magnetickému i elektrickému poli tece tzv. Halluv proud, pro néjz plati

We
v

1+

V2

g

ijUQEya O =

Halluv proud kolmy k magnetickému i elektrickému poli je ndm uz znamy drift ¢astic po cykloidach.
Je spiSe otazka, jak vubec muze téci primy proud. Ukazuje se, Ze je to umoznéno srazkami ¢astic. Je-li
castice v klidu, magnetické pole na ni neptisobi a elektrické ji posune v pfimém sméru. Na pohybujici se
¢astici zacne vsak okamzité pusobit pole magnetické a Castice zacne driftovat v pricném sméru. Pti dalsi
srazce se Castice zastavi a pod vlivem elektrického pole se opét posune v piimém sméru (obr. 4.46).

Pro vodivost v daném sméru je tedy rozhodujici pomér cyklotronové frekvence, ktera vyjadiuje vliv
magnetického pole a srazkové frekvence. Je-li w./v < 1, bude 07 = 0,09 ~ ¢ a magnetické pole ovlivni
vodivost jen méalo. Naopak pii w./v > 1 bude 01 < 09 < ¢ a vodivost v piimém sméru silné poklesne.

Predpokladejme nyni, Ze vodi¢ je v pomérné slabém magnetickém poli a tece jim stacionarni proud
I = jab = nquab. V piitném sméru z pusobi na nosi¢e naboje sila F' = quB = qFE;, kde E; je efektivni
pricné elektrické pole. Na bocnich stranach vodice tak vznika napéti

U=FEb=uBb=LDBb= - K-, (4.85)
ng nqa a

Toto pritné napéti se nazyva Hallovo a jeho vznik Halliv jev. Konstanta K je Hallova konstanta, ktera
zavisi na materidlu vodice, muzeme ji urcit z proudu, magnetické indukce a Hallova napéti a stanovit z ni
znaménko a mérny naboj nosiéu naboje. Pro nékteré vodice bylo zjisténo

29V ztahy mezi jednotlivymi slozkami vodivosti Ize uréit nasledovné. Zavedeme efektivni elektrické pole E, = E+ixB ,

kde j = ngii. Potom j = oEef = O’(E + % X E) Déle rozepiSeme | = 0 E,Zy + o1Ey Yo + 02 E, % a dosadime do pfedchozi

Ua'zB7 Oy = co1 B
ngq ngq

rovnice. Porovnanim piislusnych slozek vektort a vylouc¢enim E, dostaneme oy = o —

oB
nq

a uvazime-li, ze

= “< dostaneme slozky oy, o9.
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obr. 4.46 obr. 4.47

vodi¢c [K C™'.m?]

Cu -5,3.1071
Ag -8,9.1071
Bi -5,0.1077

7Zn + 10.10° 1
Cd + 6.107 11

Hallova konstanta odpovida klasické teorii vodivosti u jednomocnych kovu, méa prekvapivé velkou ab-
solutni hodnotu u bismutu a dokonce kladnou u nékterych dvojmocnych kov (dérova vodivost).

Znéme-li konstantu K, a zmétime-li Hallovo napéti, muzeme urcit hodnotu magnetické indukce (Hallova
sonda). Halluv jev se vyuziva také k separaci kladnych a zapornych nédboju v proudu ionizovaného plynu
v magnetohydrodynamickych generatorech (MHD) a vytvareni velkych stejnosmérnych napéti.

Piiklady

4.1 Jak se zmeéni napéti Uy mezi deskami nabitého kondenzatoru mérené v laboratorni soustaveé, zacne-li
se kondenzator pohybovat rychlosti v = 0,8 ¢ ve sméru a) kolmém na desky, b) rovnobézném s deskami.

U =0,6 U, U=1,67 U
4.2 V urychlovaéi leti ndboje o vlastni hustoté p/ = 10~* C.m® rychlosti v = 0, 8¢ ve sméru osy .

Jakou hustotu proudu namétime v laboratorni soustave?

[4.10* Am™?]
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4.3 Urcete celkovou silu, kterou bude dlouhy piimy vodi¢ protékany proudem
I; = 10 A pusobit na obdélnikovou smycku podle obr. 4.47, jiz protéka proud I, =5 A.

[3,5.107° N, pritazlivd; 1,25.107% N stlacuje smycku se stran]
4.4 V prostoru je déno elektrické a magnetické pole jako E, = E, = E, = 3.10* V. !,
B, =0, B,=—B,=5.10"° T. Najdéte soufadnou soustavu, v niz B = 0.
[v=v,=—0,5(]
4.5 Piimym vodicem protéka proud I = 100 A. Urcete elektrické a magnetické pole E , E, jak se jevi
ve vzdalenosti 10 cm od vodice v souradné soustavé pohybujici se rovnobézné s vodicem rychlosti 0,8 c.
[8.10* V.m™!, 3,33.107* T]
4.6 Jaka vysledna sila pusobi na nabitou ¢astici pohybujici se rychlosti v = F/B ve vzajemné kolmych
elektrickém a magnetickém polich tak, ze vektory E, B, v tvori pravothlou pravotoc¢ivou soustavu?
[nulova)

4.7 Urcete magnetickou indukci ve stfedu smycky protékané proudem I ve tvaru kruznice, rovnos-
tranného trojuhelnika, ¢tverce, obdélnika, Sestitthelnika.

[LOI 18uol 2v2p01 2p01Va? b2 \/@OI]
2r 4ma Ta mab ) Ta

4.8 Rovnostranny trojuhelnik je sletovan z homogenniho dratu. Ke dvéma vrcholim trojihelnika je
prilozeno emn. Jaka bude magneticka indukce ve stfedu trojihelnika?

[0]

4.9 Krychle je sletovana ze stejnych useku dratu. Ke dvéma protilehlym vrcholum krychle pfipojime
emn. Jakd bude magneticka indukce ve stiedu krychle?

[0]

4.10 Ctvercovou smyckou o strané 6 m tece proud 10 A. Uréete magetickou indukei v bodé na ose
smycky ve vysce 4 m nad rovinou smycky.

[4,8.1077 T]

4.11 Nekone¢ny drét je ohnut do pulkruhu podle obr. 4.48. Urcete magnetickou indukei ve stiedu
pulkruhu.

2+4m)1

[M0(47rr ) ]

4.12 Uvnitt dlouhého vodice kruhového prutezu poloméru 5 mm je vyvrtana valcova dutina o poloméru

0,5 mm, jejiz osa prochdzi rovnobézné s osou vodice ve vzdalenosti @ = 3 mm (obr.4.49). Vodicem tece
proud I =1 A. Jaka bude magneticka indukce v dutiné?

[B =t =2410"° T
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obr.4.48 obr.4.49

4.13 Elektricky proud I protéka sténami duté kovové trubky o vnitinim a vnéjsim poloméru Ry, R,.
Jaky bude priubéh magnetické indukce ve sténach trubky?

[t (7= 7))

4.14 Tti rovnobézné piimé vodice tvori hrany trojbokého rovnostranného hranolu, jsou navzajem
vzdaleny 10 cm a kazdym tece proud 20 A stejnym smérem. Urcete smér a velikost magnetické indukce
na ose hranolu a na ose jedné ze stén hranolu.

0, 4,62.107° T

4.15 Solenoid mé délku 30 cm a prumér 6 cm. Na 1 cm je navinuto 5 zavitu, drat ma odpor 0,01
Q.m~! a je pfipojen k & = 24 V. Jakd bude magnetickd indukce uvniti solenoidu, tlak na boéni sténu a
spotiebovavany vykon?

[5,2.1072T, 1130 Pa, 2 kW]

4.16 Zemské magnetické pole na severnim pélu mé indukci o velikosti B = 6,2.107° T a jeji vektor
miti kolmo k zemi. Urcete velikost magnetického dipélového momentu Zemé a proud, ktery by musel téci
po rovniku, aby takovy moment vyvolal.

[8,1.1022 A.m?, 6,5.10° A]

4.17 Jakou silou se pfitahuji dva pdélové ndstavce magnetu o plose 10 cm?, je-li v mezeie intenzita
magnetického pole H = 4,37.10° Am™" ?

12 kN]
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obr. 4.50

4.18 Maly podkovovity magnet ze zeleza o obdélnikovém prufezu 1 x 0,5 cm unese zelezné zavazi o
hmotnosti 1,2 kg. Urcete magnetickou indukei v blizkosti celnich ploch magnetu.

(0,55 T]

4.19 Méjme dva malé kotoucky poloméru r = 1 cm a tloustky d = 0,5 cm z magnetizované latky mérné
hmotnosti p = 8 800 kg.m ™2, jejichz vektory magnetizace o velikosti M = 8,4.10° A.m™" jsou orientovany
ve sméru rotacni osy. V jaké vysce h se bude vznaset jeden kotoucek nad druhym, ktery je upevnén na
podlozce? Viz obr. 4.50.

[5,27 cm]

4.20 Elektron vleti do homogenniho magnetického pole rychlosti v = 5.10° m.s~! a za¢ne se pohybovat
po Sroubovici o polomérur = 5 c¢cm a stoupani s=30 cm. Urcete velikost magnetické indukce.

[”;“ (Z+2) " =410t

4.21 Deuteron se pohybuje po kruznici o poloméru 40 cm v magnetickém poli
B =1,5T. Urcete rychlost, energii a dobu obéhu deuteronu.

[2,9.10" m.s™!, 8,7 MeV, 8,6.107% g

175



obr. 5.1 obr. 5.2

55 ELEKTROMAGNETICKE
POLE

1. Elektromagneticka indukce

Vlozime-li vodi¢ do statického (stacionarniho) elektrického pole, budou se na jeho povrchu indukovat
elektrické naboje. Tomuto jevu se iikd elektrostatickd indukce. Mohli bychom ocekavat, ze vlozime-li vodic
ve tvaru uzaviené smycky do vnéjsiho magnetického pole (tj. do pole jiné smycky protékané stacionarnim
proudem), bude se ve smycce indukovat elektricky proud. Nic takového se vsak nedéje. Kdyz Faraday
provadél (1831) experimenty tohoto druhu, vSiml si vsak, Zze pfi zapnuti a vypnuti elektromotorického
napéti v prvni smycce se objevily kratkodobé proudové impulsy v druhé smycce. Tak dospél k objevu
elektromagnetické indukce, ktera se projevuje u proménnych, nestacionarnich proudu.

Uvazme vodi¢ ve tvaru tycky orientované ve sméru osy z, ktera se pohybuje kolmo k magnetickému
poli ve sméru osy y rychlosti ¥ (obr. 5.1).

Na volné naboje ve vodi¢éi bude pusobit Lorentzova sila, ktera uvniti vodice vyvola ekvivalentni elek-
trické pole

E=_—0xB.
Tim dojde k prerozdéleni naboje a polarizaci vodice. Mohlo by se zdat divné, ze uvnitt vodice pusobi
elektrické pole a mohli bychom se ptat, co se s timto polem stane v soustavé souradné spojené s vodicem.
Pak jde o staticky vodic¢ a pole uvnitt musi byt nulove V tomto pripadeé vsak pole skutecné vymizi, protoze
pri prechodu ke klidové soustavé vznikne pole E=1x B které vykompenzuje silu se strany magnetického
pole. Uvnitt vodice je pak pole nulové a vné vodice je pole vytvareno povrchovym nabojem, ktery ovsem
existuje v kazdé vztazné soustavé.

Méjme nyni uzavienou smycku obdélnikového tvaru (obr. 5.2) v roviné kolmé k magnetickému poli, se
stranou a ve sméru osy y a stranou b ve sméru osy x pohybujici se smérem y rychlosti v. Bude-li magnetické
pole homogenni, dojde pouze k prerozdéleni naboju na smycce. Bude-li v8ak pole ve sméru pohybu smycky
nehomogenni, bude prace sil magnetického pole ptisobicich na naboj podél uzaviené smycky ruzna od nuly:
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fﬁ S dl = qu (B1—By) b = 5mdq,
!

kde £m? je indukované elektromotorické napéti.
Za casovy interval dt se smycka posune o vzdalenost vdt ve sméru osy y. Magneticky indukéni tok
smyckou se pritom zmeéni o

dd = (By— B;) bovdt.
Porovnanim obou vztaht zjistime, ze v obvodu se indukuje elektromotorické napéti

ing AP
gt = i (5.1)

Vztah (5.1) vyjadiuje Faradayuv zdkon elektromagnetické indukce. Plati zcela obecné, bez ohledu na
to, jakym zpusobem dochézi ke zméné indukéntho toku ®. Nasi ivahu o pohybu smyécky bychom mohli
postupné zobecnovat na libovolny pohyb smycky obecného tvaru nebo na pripad, kdy smycka zustava v
klidu a v ¢ase se méni magnetickd indukce. V elektromagnetickych strojich se nejcastéji smycka otaci v
homogennim magnetickém poli a tim se méni indukéni tok.

Dulezité je, ze indukované elektromotorické napéti pusobi v opa¢ném sméru, nez zména, kterd je
vyvolala. Vyjadfuje to znaménko minus v (5.1) a s touto situaci jsme se vlastné uz setkali pfi studiu
diamagnetismu. Toto pravidlo o sméru pusobeni indukovaného emn se nazyva Lenzovo pravidlo.

Uvazme dvé nehybné vodivé smycky ve vakuu. Necht v prvn{ (primérn{) smycce dojde ke zméné elek-
trického proudu. Tato zména vyvola zménu magnetického pole vytvareného touto smyckou, a tedy i zménu
indukéntho toku druhou (sekundarni) smyckou. V ni se pak indukuje emn a zaéne protékat indukovany
proud. Ten tece v takovén sméru, aby jim vytvarené magnetické pole pusobilo proti zméné indukéniho
toku (zdpornd zpétna vazba). Kdyby tomu tak nebylo, zména magnetického pole by se zvétsovala nade
vSechny meze. Dochézi tedy k témto zménam:

d]l dBl dq)lg
—_— = — —
dt dt dt

— g;nd — _[2 — BQ.

Zékon elektromagnetické indukce je projevem obecné vlastnosti hmoty, kterou oznacujeme jako setrvacnost,
a je pfirozenou reakci odporu proti zméné. Tato vlastnost zajistuje stabilitu pfirodnich procest.

Indukované proudy vznikaji nejen v ruznych vodic¢ich, ale i v témze vodici, dojde-li ke zméné mag-
netického toku. V masivnicvh vodicich se projevuji jako tzv. vitivé neboli Foucaultovy proudy, kterych se
vyuziva naptiklad k tlumeni oscilaci pohyblivych ¢asti elektrickych ptistroju. Predstavuji vlastné mag-
netické treni. Existenci vifivych proudu musime brat v uvahu pii konstrukei transforméatorovych jader,
statoru a rotoru dynam a elektromotort i jinde, kde jsou nezadoucim jevem.

Jev elektromagnetické indukce ma i dalsi zajimavy dusledek spocivajici v tom, ze stiidavé proudy a
elektromagnetické viny nepronikaji prilis hluboko do objemu vodic¢u a zustavaji soustfedény v tenké povr-
chové vrstve. Rikd se tomu skinefekt podle anglického skin = kaze. Tak stifdavé proudy protékajici vodicem
nejsou rozlozeny rovnomeérné po jeho prufezu, ale protékaji v povrchové vrstvé tim tenci, ¢im je frekvence
proudu a konduktivita vodice vodice vyssi. Resenfm Maxwellovych rovnic s uvézenim Faradayova zdkona
elektromagnetické indukce (viz napt. knihu Sedlék, Stoll: Elektfina a magnetismus) lze urcit tloustku této

povrchové vrstvy jako
[ 2
A = : (5.2)
Mo Wo

Zde w je thlova frekvence sttidavého proudu, o konduktivita vodice; relativni permeabilitu vodice klademe
rovnu jedné.

Faradayuv zakon elektromagnetické indukce lze vyjadrit i v diferencidlnim tvaru. Mame

§ i = —d/§~d§
l dt Js
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a pouzijeme-li Stokesovu vétu, dostaneme na levé strané plosny integral rotace E , odkud

rotE: —

o (5.3)

V ¢asové proménném poli tedy uz neni elektrické pole potencidlni a je svazano s polem magnetickym.
Muzeme zase shrnout Maxwellovy rovnice pro casové proménné pole ve vakuu a srovnat je s rovnicemi
pro stacionarni pole (4.28). Nyni méme

divE = 2 rotézuoj—i-?
€0

. B .
rot £ = — a@t divB = 0. (5.4)

Rovnice pro div E (Gaussuv zdkon) a div B povazujeme za platné i v pripadé nestacionarniho pole,
otazkou pouze zustavd, zda bude v casové proménném poli platit rovnice pro rot B. Na prvni pohled
je zfejma urcitd nesymetrie téchto rovnic - rotace elektrického pole zavisi na zméné magnetického pole
a dala by se ocekavat i obracend zavislost. Mame vsak k dospozici jesté rovnici kontinuity vyjadiujici
zakon zachovéni elektrického naboje, kterd ma pro nestaciondrni proud tvar (3.8). Aplikujeme-li operaci
divergence na Ampéruv zdkon, dostaneme

div rot B = po div j = 0.

To ovsem plati jen ve stacionarnim poli, obecné mame

Zkusime tedy nahradit otaznic¢ek v rovnicich (5.4) a napsat

t B j+ OF
ro = o —

kde « je tteba ur¢it porovnanim s rovnici kontinuity. Pak méame

— — aﬁ g
divrotB:,uodiVj—Fozdiva :uodivj+g— = o (divj+> = 0.

Rovnice kontinuity bude splnéna, polozime-li

a = g fg = — -
C

Tim dostavame soustavu Maxwellovych rovnic ve vakuu konsistentni se zakonem zachovani naboje pro
¢asoveé obecné proménnd, nestacionarni pole

. — p — - 1 8E

div B = — t B = - —

v €0 o Ho g+ 2 ot

q OB _
Nové doplnény clen
OE 1 OE -

- — = _ ' 5.6
Ho €o ot 2 ot Ho Jm (5.6)

vyjadiuje Maxwelluv posuvny proud ve vakuu a dospéli jsme k nému pouze na zakladé teoretické ivahy, bez
odvolani na experimentélni poznatek. Existence tohoto proudu o hustoté 75, byla skutecné experimentalné
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prokazana az po Maxwellovych pracich a tak byl odhalen zvldstni druh elektrického, nestacionarniho
proudu, ktery neni spojen s piemistovanim néboji.

Pi#i¢ina toho, pro¢ nebyl pozorovan diive tkvi v koeficientu 1/c?, ktery je velmi maly. Posuvny proud
se tak projevi az pti velmi rychlych zménéch elektrického pole, vysokofrekvencnich proudech, kdy také
¢asova derivace OF /0t je velka. Pii pomalych zménach pole, napiiklad pii prumyslovych frekvencich 50
nebo 60 Hz, muzeme tedy Maxwelluv posuvny proud zanedbat a pouzivat soustavu rovnic s Ampérovym
zékonem bez otaznicku v (5.4). Pfitom predpokladdme, ze magnetické pole zustavd imérné volnému
proudu j’, ze staci sledovat jeho zmény. Elektromagnetické pole spliujici soustavu rovnic (5.4) nazyvame
kvazistaciondrni. V tomto a nésledujicim odstavci se budeme zabyvat pravé kvazistacionarnimi proudy a
obvody.

Pti vysokych frekvencich posuvny proud zanedbat nelze a je tfeba pouzivat kompletni soustavu Maxwellovych
rovnic (5.5). V takovém piipadé dochézi k vyzafovéani elektromagnetickych vin. Skuteéné, kdybychom
chtéli po oby¢ejném elektrickém vedeni prendset vysokofrekvenéni proudy, zménilo by se nam toto vedeni
v anténu. Piedpovéd existence elektromagnetickych vin byla jednim z nejvétsich tspéchu Maxwellovy
teorie. Maxwell pfedevsim ustanovil, ze svétlo je piricné elektromagnetické vinéni - proto se také v soustave
Maxwellovych rovnic objevila rychlost svétla ve vakuu c. Dale zjistil, Ze soustava rovnic pro elektromag-
netické pole ve vakuu bez ndboji a proudi, tj pti p = 0, j': 0,

—

div F = tB = — —
v 0 ro 2 o
— E —
rot £ = — i;t divB =0 (5.7)

ma netrividlni feSeni. Elektromagnetické pole se muze odtrhnout od ndboju a proudu a zacit samostatné
existovat v podobé elektromagnetické viny. Soustava Maxwellovych rovnic tak také nabyva kréasné syme-
trie.

Vratime se ke kvazistacionarnimu poli. Uvazme proudovou smycku, pro niz muzeme definovat in-
dukénost L. Zavedli jsme ji definici (4.69) a hraje pro smycku podobnou tlohu jako kapacita pro nabity
vodi¢. Nazyvame ji vlastni indukcénosti smycky.

Mame-li v prostoru vice smycek, budou vzajemné indukéné provazany svymi magnetickymi toky a
muzeme opét psat soustavu linedrnich rovnic vyjadrujicich vztahy mezi proudy a magnetickymi toky ve
smyckach, jako u kapacit rovnice (2.47). Potom méme

O = Ly I . (58)

Koeficienty L;, se nazyvaji indukénimi koeficienty, koeficienty s ruznymi indexy jsou vzdjemné indukcnosti,
které nékdy oznacujeme jako L; = M. V soustavé SI mérime indukénosti v jednotkach henry (H).

Pro vzajemné indukénosti plati opét véta o vzdjemnosti My, = My, kterou miZeme dokdzat bud z
energetické ivahy (nezélezi na potradi v jakém proudy v jednotlivych smyckéch nabihaji) nebo nésledujicim
zpusobem.

Méjme dvé smycky jako na obr. 5.3. Indukéni tok smyckou muzeme vyjadiit pomoci vektorového
potencialu jako

—

o :/é-dﬁ:/rotﬁ-dﬁzfﬁ-dl.
S S l

Potom podle (4.32)

D9 2 dl;'dl;
My = 22— Ho fyf . 5.9
12 Is 47 Jiu i R (59)

Vysledek nezavisi na potadi indext 1 a 2, ¢imz je véta o vzdajemnosti dokazana.

Indukénost muzeme definovat i pomoci Faradayova zakona (dynamicka definice indukénosti). V i-té
smycce se indukuje emn

, doP, daly,
gimd _ _ 770 _ L. — .
: dt Xk: "t
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obr. 5.3

Pro jednu smycku tedy

: _do dI
gmd _ = — L . 5.10
dt dt (5.10)

S uvézenim indukovaného emn bude Ohmuv zdkon v uzavieném obvodu znit

dI
€=RI+ L (5.11)

a Jouleuv zdkon

dl

a
kde pod R jsme zahrnuli i vnitin{ odpory zdroji. Cast vykonu emn se tedy nevratné méni v tepelnou energii
a Cast se spotfebovava na kompenzaci zmén indukcéniho toku. Protéka-li smyckou stacionarni proud, musel
postupné narustat od nulové hodnoty a ¢ast prace vnéjsiho zdroje se ménila v energii magnetického pole

smycky. Ke zvétseni indukéniho toku o d® bylo tfeba vykonat praci dA = Id®, takze celkovd prace k
vytvoreni magnetického pole smycku je rovna

EI=RI*+ LI (5.12)

: | 1
W o= /Ll—dt /lelszP:i](ID. (5.13)
0

Uréime-li celkovou energii magnetického pole vyvolaného proudem ve smyé¢ce muzeme pak jeji indukénost
stanovit podle (5.13).

Také energii soustavy proudovych smycek muzeme uréit integrovanim hustoty energie magnetického
pole ( 4.36) v celém prostoru:

1 1 - - 1 - o
:2;“)@':2;%/&&'“@':2;5/5@0%)%&:

i

1 g 7 1 g - 1 - 2
Sy S A A d = 3 [ A= g [ (A fav =

1 . . 1 L
:7/ A rotBav = — [ div (B x )dv+7/ B ot Adv =
2p0 Joo 200 Joo 2410
1 L
- 7/ BxA . d8+—/ B2dv_/ W dV . (5.14)
2[10 S—o00

Objemové mtegrovam jsme roz§itili z objemu smycek na cely prostor - pokud v ném netece proud je jeho
prlspevek k A- j nulovy. Pfi rozpindmi plochy S do nekonecna jsme brali v ivahu, ze pole B klesd jako
1/r* a vektorovy potencial jako 1/r, takze plosny integral jde k nule.
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obr. 5.4

1. Silové ucinky magnetického pole na pohybujici se vodic

Mechanické ucinky spojené s elektromagnetickou indukei jsou zakladem elektromotorti. Na obr. 5.4
je pohyblivy vodi¢ hmotnosti m ,ktery muze volné klouzat po dvou nekoneénych vodivych kolejnicich v
roviné kolmé k magnetickému poli. Pro jednoduchost zanedbame odpor vodice a ¢asti kolejnic vytvarejicich
smycku.

Necht v obvodu piisobi konstantni emn E tak, Ze obvodem protékd proud I proti sméru hodinovych
rucicek. Na pohyblivy vodi¢ pritom pusobi sila o velikosti

F-1IbB=m%
M

a tento vodic¢ se za¢ne pohybovat proménnou rychlosti v(¢). Pfi pohybu se méni indukéni tok smyckou a
vznikd v ném indukované napéti —bBw(t). Z Ohmova zdkona

1
I(t) = = [ — b Buv(t)]
R
a dosadime-li za I z vyrazu pro silu, dostaneme nehomogenni rovnici pro v(t):

dv B? EBb

E—i_mRv mR

v(t) = ;;b (1 — e_ijéft) :

Rychlost vodice tedy postupné poroste k ustdlené hodnoté v,, = £/Bb. Celkovy vykon emn je

Jeji Teseni je

EI =RI*?+IBbu.

Spotrebuje se jednak na ohmické ztraty, jednak na pohon vodice. Vznikl linearni motor, ktery ovSem
nemuze pracovat trvale.

Muzeme si predstavit opacnou situaci, kdy v obvodu emn nepusobi, ale vnéjsi sila pohybuje vodi¢em.
Ma-li se vodi¢ pohybovat konstantni rychlosti, je tteba, aby tato sila byla kompenzovana silou magnetickou,

tj. byla rovna 4
gmde B2b2
— = v .

R R
Potom vznikne elektricky generator a v ném bude vznikat indukované napéti

F=-1Bb =

IR

ind __ i
& = bB "’
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obr. 5.5

pokud ovsem délka kolejnic dovoli pokracovat v pohybu.

2. Indukc¢nost solenoidu

Na obr. 5.5 je zndzornén solenoid konecné délky [ a poloméru R.

Pokud zanedbame okrajové efekty a budeme povazovat pole v solenoidu za homogenni, muzeme urcit
jeho indukénost bud’ pomoci statické definice, dynamické definice nebo z energie nahromadéné v solenoidu.
Indukéni tok prifezem solenoidu

® = BS = I nrR?

musime brat jako N-nasobny, kde N je celkovy pocet zavitu. Tak dostaneme
N
L = 5 = ,uonVT = o n*V.

Zde V je objem solenoidu a n pocet zavitu na jednotku délky. Tyz vysledek bychom pochopitelné dostali
ze vztahu L = 2W/I?, kde W je celkova magnetickd energie v objemu solenoidu. Piesny vypocet s ohledem
na okrajové efekty dava

S8R R* R

L = kg n? kde k = 1— 4t
Ho =V, ¢ Sel o e

3. Vlastni indukénost primych vodicu

Chcemeli urcit vlastni indukénost pripadajici na jednotku délky nekonecéného piimého vodice protékaného
proudem [, muzeme postupovat tak, ze v axidlni roviné plosny pés jednotkové sitky vychazejici kolmo z
vodice a uréime celkovy indukéni tok timto pasem (obr. 5.6).

Tok diferencialni ploskou dS bude d® = Bdr, a tedy

P, po [ dr
szzf/ a
: I 27 Jo r

Tento integrél, jak znamo, diverguje pti r — 01 pfi r — oo. Neni to chyba pfirody, ale nase - nekonecné
dlouhé ani nekonecéné tenké vodice neexistuji. Pripustime-li, ze vodi¢ ma konecny prufez poloméru R,
muzeme ur¢it prispévek L; k vlastni indukénosti diky indukénimu toku uvnitt plného vodice. Tam je
magneticka indukce

po Ir

T R
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obr. 5.6 obr. 5.7

Je-li vodi¢ duty, je v ném magnetické pole nulové a tato cast vlastni indukénosti (nazyvame ji vnitini
indukénosti) odpada. Indukéni tok ploskou ve vodici ve vzdalenosti 7 < R od osy obepind oviem jen ¢ést
proudu rovnou r%/R2-tiné celkového proudu. Musime tok proto brat jako r%/R* -ndsobny. Potom vnitin{
indukénost vodice na jednotku délky bude

R
Li = 5o /0 rdr = £ (5.15)

Pro r — 0o nemuzeme v piipadé jednoho nekonecéného vodice divergenci integralu odstranit. Je to
tim, ze i v ptripadé ze proud prichézi a odchéazi z nekonecna, musi, lidové feceno, jit jednou tam a jednou
zpatky. M4 tedy smysl uvazovat indukénost dvojlinky na jednotku délky (obr. 5.7). Pak staci uvazovat
tok pasem jednotkové sitky mezi obéma vodici; po stranach dvojlinky se toky obou vodicu vyrusi. Je-li
vzdélenost os obou vodic¢u a R jejich polomér, a jsou-li vodice duté, dostaneme

I-R I—r
A A
21 R T R [—7r

a provedeme-li v druhém integralu substituci [ — r = s, dostaneme

I-R I-R
I - m( [ d) |
2 R r R S
neboli I_R
L = % o (5.16)

Nejsou-li vodice duté, je tfeba pficist jesté vnitini indukénost (5.15) od kazdého vodice, tj. po/4.
Pripomeneme-li si vyraz pro kapacitu dvojlinky na jednotku délky (2.56), zjistime, ze plati

1
Ll Cl = &) Uo = g (517)

4. Vlastni indukénost koaxidlniho kabelu

Meéjme koaxidlni kabel tvoreny dvéma dutymi vodi¢i o polomérech R; < R,, takze magnetické pole je
soustfedéno v prostoru mezi vodici. Energii tohoto pole pripadajici na jednotku délky uréime jako

1 1 Ry
Wl:—/BQdV:— B2 or r dr —
20 Jv 210 JRy 4

pio I? /R2 dr o I? m@
Ry r - 47 Rl '
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obr. 5.8

Indukénost bude tedy
2 W po . R

= — In—. 5.18
I 2 27 t R1 ( )

Nebude-li vnitini vodi¢ duty, pfic¢te se vnitini indukénost (5.15). Srovndnim s kapacitou na jednotku
délky (2.55) zjistime, ze opét plati (5.17).

Ly =

5. Vlastni indukénost kruhové smycky

Méame urcit indukénost kruhové smycky protékané proudem. Vime jiz, ze smycku nebudeme moci
povazovat za nekonec¢né tenkou, nybrz musime ji pripsat koneény prufez o poloméru R < r, kde r je
polomér smycky. K urceni vlastni indukénosti bychom méli urécit celkovy indukéni tok plochou ohrani¢cenou
osovou kruznici smycky. Muzeme ji opét rozdélit na indukcénost vnitini a vnéjsi. Vnitini indukénost je
spojena s tokem mezikruzim plochy 7 R(2r — R) uvniti vodice a vnéjsi s tokem plochou kruhu o poloméru
r— R.

U vnitini indukénosti dostavame z (5.15)

~ o~/

ohranicené smyckou. Protoze vné smycky muzeme povazovat proud za tekouci po nekonecné tenké osové
kruznici, je tloha ekvivalentni vypoctu vzajemné indukcnosti dvou tenkych koncentrickych kruhovych
smycek o polomérech r a r — R. Vypocet neni snadny, vede na eliptické integraly a lze jej najit napriklad
v knize Petrzilka, Safrata: Elektfina a magnetismus. Jako pfiblizny vysledek dostavéme

6. Vzajemna indukcénost dvou smycek a civek

Meéjme dvé souosé kruhové smycky o polomérech Ry < Ry, jejichz stiedy jsou vzdaleny o vysku h (obr.
5.8).
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Magnetické pole na ose velké smycky

1 R?

B= 5w ey

muzeme povazovat v plose malé smycky ptiblizné za homogenni, takze vzajemnda indukcénost bude

o R? R2

My = .
. 2 (RI+h2)32

Budou-li smycky v téze roviné, dostaneme

o S2

My = .
12 )

Méjme nyni dvé civky o polomérech Ry, R, pocCtech zavitu na jednotku délky ny, ny a vyskach Iy, Is.
Uvazme dva pripady:

a) Obé civky maji stejné rozmeéry, jsou dostateéné dlouhé a navinuty na spolecném jadre, takze indukéni
tok jimi prochazejici je totozny. Obé civky se lisi pouze poctem zavitu, takze pro jejich vlastni a vzajemné
indukénosti plati:

L, = MOR%M Ly = uonEV, My = poning Vo,

M12 = \/Ll L2 . (519)

Uvedeny vyraz predstavuje nejvyssi moznou hodnotu vzdajemné indukcénosti dvou civek, kdyz je jejich
indukéni vazba nejtésnéjsi.

takze

b) Prvni civka je dostateéné dlouhd, druhd o mnohem mensim poloméru je do ni koaxidlné zasunuta.

Pak dostaneme
My = M0n1n2V2-

7. Transformétor

Prozkoumejme blize vztah mezi vlastnimi a vzédjemnymi indukénostmi dvou civek. Zanedbame-li jejich
ohmické odpory a predpokladame-li, ze v primarni civce pusobi emn &, dostaneme pro obvody obou civek

dl, dl, dl, dl,
— Ly — — My — = Ly — My — = 0.
b bt 2 g = 0 degy  Magm =0
Vyjadiime-li z druhé rovnice dl,/dt a oznacime vzajemnou indukénost prosté M, dostaneme
M? dl,
& — L 1— — =0.
! ! ( Ly L2> dt

V prvni smy¢cce tedy pusobi efektivni vliastni indukénost

M
L = Li (1 — k), k= ——.
! 1 ( ) T T

Velicinu k£ nazyvame ¢initelem vazby mezi smyckami; je roven maximalné 1.

Indukéné vézanych civek se pouzivd v transformatoru, kde jsou civky usporadany jako v piipadé a)
predchozi tlohy. Potom ziejmé Ly /M = M/Ly = n;/ny. Necht je v obvodu primérni civky zapojen odpor
Ry a pusobi zde stiidavé emn £(t), v obvodu sekundérni civky odpor Rs. Potom plati

dl, dly dl, dl,

- L — - M —= = I — Ly — — M — = Is .
Ei(t) L i Ry I, 2 " il Ry Ip
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obr. 5.9

V sekundarnim obvodu rozlisime tii ptipady:

a) Ry — 00, transformétor naprazdno. Potom Iy = 0 a na svorkach sekundarni civky zjistime induko-
vané napéti, které ma pti malém odporu R; velikost

, n
gt = 2 &
n
b) Ry = 0, transformétor nakratko. Z rovnice pro sekundarni obvod plyne

ny
ILh=——=——1.
2 i m—
¢) Ry # 0, maly. Proud v sekunddrnim obvodé bereme jako v piipadé transformatoru nakratko a
dosazenim dI,/dt do rovnice pro primarni obvod dostaneme rovnici
dl n

2
51—L1(1—k2)d71: (Rl+n;32>11.
2

V primarnim obvodu tedy pusobi efektivni indukcénost a efektivni odpor.

2. Kvazistacionarni obvody

Nejdtive prozkoumame takzvané prechodové stavy v elektrickych obvodech, které nastavaji pii zapnuti
a vypnuti zdroje emn. Na obr. 5.9 jsou znazornény RC obvod (s odporem a kondenzéatorem v sérii) a LC
obvod (s odporem a civkou v sérii) s pfepinacem, ktery umoznuje zapnout a vypnout zdroj konstantniho
emn.

Je-li U napéti a @) ndboj na kondenzatoru, potom v RC obvodu pfi zapojeném emn mame

E-U=RI, Q=CU, 1:‘2?

a pro zménu naboje na kondenzatoru mame diferencialni rovnici

aqQ n 1 0 &
dt RC R
Obecné Feseni této rovnice se sklada z obecného feseni homogenni rovnice a partikularniho (zvlastniho)
feSeni nehomogenni rovnice:

Q(t) = konst .e 7 + £ C'.
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obr. 5.10

Konstantu musime pak urc¢it vzdy z pocatecnich podminek. Nehomogenni rovnice odpovida zapnutému
zdroji emn, homogenni rovnice stavu bez zapojeného emn. Zapneme-li zdroj v okamziku ¢ = 0, kdy je
kondenzator nenabity, poroste na ném naboj (a napéti) podle zdkona

Q=€6C(1-¢m), U==.

Vypneme-li zdroj v okamziku ty, kdy bylo na kondenzatoru dosazeno napéti Uy, bude naboj (a napéti)
klesat podle zakona

Q="UCenc.
Tento prubéh zmény naboje na kondenzatoru pii jeho nabijeni a vybijeni vidime na obr. 5.10.

Vidime, ze napéti na kondenzatoru nabiha a klesé s charakteristickou dobou 7 = RC| které tikdme
casové konstanta obvodu. Pfi vybijeni kondenzatoru klesne za tuto dobu napéti na 1/e-tinu. To je tieba
mit na paméti - kondenzatory o velké kapacité zkratované ptres znacny odpor potiebuji dostateény cas k
tomu, aby napéti na nich pokleslo na bezpec¢nou hodnotu.

Charakteristicky tvar napéfového pulsu na obr. 5.10 muZe byt vyuZit v impulsové technice; vhod-
nou volbou parametriu obvodu muzeme takto generovat pulsy trojihelnikového nebo pilovitého prubéhu.
Podotknéme, ze pilovitd napéti potiebujeme naptiklad k rozmitani elektronového paprsku na televizni
obrazovce.

Prubéh proudu v obvodu dostaneme snadno zderivovanim naboje podle ¢asu; pii nabijeni a vybijeni
tak mame:

dQ o g _ UO tfto

t
—eTC I:—ieiRC'

] = —~=2 =
dt R ’

Prubéh proudu vidime na obr. 5.11.

Podobné bychom mohli analyzovat poméry v RL obvodu. Pak bychom fesili diferencialni rovnici

d L L
s vysledkem pfi zapnuti a vypnuti emn
=% (1—e7") [ = Ije it
R )

Vidime, ze tentokrat ¢asovy prubéh proudu odpovida ¢asovému prubéhu naboje u RC obvodu na obr. 5.10
s casovou konstantou 7, = L/R.
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obr. 5.11

Piejdeme nyni k sériovému RLC obvodu. Plati v ném

dl dQ daUu
E—-U—-L— =RI I = — =0C—.
dt ’ dt dt
Nejvhodnéjsi ztejmé bude vyjadrit z téchto vztahu diferencidlni rovnici pro U:
d*U R dU 1 &
ﬁ—'—fﬁ—i_ﬁ(]_ﬁ' (5.20)

To je ale rovnice pro vynucené kmity harmonického oscildtoru, kterou jsme v mechanice zapisovali ve
tvaru

d*z dz 9
W—FZéE—i—wox:f
Pritom jsme oznacili vlastni frekvenci obvodu
1
wy = 5.21
o= (5:21)
(tzv. Thomsoniv vzorec), dekrement dtlumu
R
b = — 5.22
5] (5.22)

a frekvenci

w = \Jwi — 2. (5.23)

Uvazme napted feseni homogenni rovnice, kdy emn & = 0. V pifpadé slabého dtlumu (62 — wi < 0) se
bude napéti v obvodu ménit harmonicky podle zédkona

U(t) = Uy e sin(wt + @)

Amplitudu Uy a fazovou konstantu ¢y musime ov§em urcit z pocatecnich podminek. Proud I najdeme jako

d
It) = C d(t] = C Uye® [~ dsin(wt + o) + wcos(wt + ¢g)] =

= — e [sin(wt + ¢g) cosa + cos(wt+ ¢p) sina] =
sin
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= Jye % sin(wt + o + @) .

Pritom jsme zavedli veli¢inu «, ktera vyjadiuje fazovy rozdil mezi napétim a proudem v obvodu vztahem
cotg v = — — .
w

Pti nulovém utlumu je cotg o = 0 a proud je posunut viuéi napéti praveé o /2. Obvod pfitom kmitd na
vlastni frekvenci w = wy. Pi kritickém dtlumu (§ = wp) a silném dtlumu (62 —w?2 > 0) nastdvd aperiodicky
rezim a napéti i proud v obvodu klesaji exponencialné k nule.

Necht nyni v obvodu puisobi harmonické emn & = &, cos Qt. Amplituda vynucujici sily je tedy fo =
&o/LC. Potom musime fesit nehomogenni rovnici pro vynucené kmity, které je sou¢tem obecného feseni
homogenni rovnice a partikuldrniho feseni nehomogenni rovnice. Reseni homogeni rovnice je vidy tlu-
meno a brzy klesne k nule. Obvod zacne oscilovat na frekvenci vynucenych kmitu Q bez atlumu. Energie
pohlcovand na odporu bude dodavana zdrojem emn. Mame tak feSeni

U(t) = Uy sin(2t + o),

kde amplitudu kmiti Uy a fazovou konstantu ¢y muzeme najit stejnym zpusobem jako v ptipadé vynu-
cenych kmitu mechanického oscilatoru. Dostaneme tak

w2 — O? 1 1
tg%:%: (—QL), (5.24)

& 1 &
Uy = Jo = = 2 cosyyp . (5.25)

\/(wg — Q2)2 + 45202 LC 1+ tg? o, RCQ)

Pro proud dostaneme

dUu

Ity = C - = C Uy Qcos(U + o) = Iy cos(Q + o) , (5.26)
takze amplituda proudu je
&
I() = CUO Q = EO COS g - (527)

Proud a napéti na kondenzatoru jsou tedy vzdjemné posunuty o m/2 a proud je posunut vzhledem k
emn o q. Situace je zndzornéna na obr. 5.12.
Amplituda napéti (a proudu) dosahuje maxima na rezonanéni frekvenci

I 1 R?

UOmaz = fO - 50 . (5 . 29)

[ 2 /1 R?
29 Wy — (52 RC C 42
Pii © = 0 nastavd statickd vychylka Upy = fo/wi. Tangens ¢y se méni od 7/2 do —7/2 a pfi rezonanci je
roven nule. To je rezonance v amplitudeé.
Pokud jde o rezonanci v energii, musime urcit zdvislost /2 na €. Pro energii nahromadénou v obvodu
mame

a to

W—ELIZ— & (5.30)
270 L[ (wR -2 )2 440202 ] '
Maximum energie v rezonanci odpovida
&
Winaz = STt
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obr. 5.12 obr. 5.13

Z rezonan¢ni kiivky v energii (obr. 5.13) muzeme urcit dekrement utlumu. Z mechaniky vime, ze sitka
této rezonancni kiivky v poloviné vysky je rovna pravé 2 4. Cinitel jakosti obvodu je pak roven

Wy 1 L

Q:ﬁzﬁa' (5.31)

Zbyva vysettit otazku, jaky vykon vyviji zdroj emn v RLC obvodu. Okamzity vykon, zavisly na case
je
P =8I = &Iy cosU cos(Qt+ @y) = E I (cos* Qt cospy — cos QtsinQt singg ) .
Prvni ¢len se nazyva vykon ¢inny, druhy vykon jalovy. Vystfedujeme-li totiz okamzity vykon v case, druhy
¢len vymizi a prvni da

1
<P>= 3 E Iy cospy = Ecf Iy cosyy . (5.32)

Zavedli jsme efektivni hodnoty emn a proudu & = &/ V2, Iy = I/ V2. Velicinu cos ¢y nazyvame
ucinik. Je-li uc¢inik roven jedné, lze tedy stredni vykon urcit jako soucin efektivnich hodnot emn a proudu.
Jinak zélezi i na pritomnosti kapacity a indukcénosti v obvodu. Maximalni vykon je odebirédn pfi rezonanci,
naopak blizi-li se g k +m/2, klesd vykon k nule.

Elektrické obvody v nichz pusobi harmonicky proménné emn nazyvame stridavymi. Také pro né muzeme
pouzivat Ohmuv zdkon a Kirchhoffova pravidla a resit je jako elektrické sité. Musime vsak vzit v iivahu, ze
emn a proudy jsou popsany jednak svymi amplitudami jednak fazovymi konstantami, mohou byt vzajemné
fazové posunuty. S¢itani vzajemné fazové posunutych sinusovych a kosinusovych proudu a napéti by bylo
velmi slozité. Navic predpokladame, ze v celé siti je jedna spoleéna tihlova frekvence €.

Jeden zpusob, jak takové sité fesit, je prechod ke komplexnim obraztiim emn a proudu nazyvanym fdzory.
Fazory muzeme pritom znazornovat v komplexni roviné vektorovymi diagramy. Provedeme prirazeni

Ap cos(Qt+a) — Ay o = 4.

Lze se presvédcit, ze pocitani s goniometrickymi funcemi da touz vyslednou amplitudu a fazovou
konstantu jako pocitdni s fazory. Vysledkem je ovsem komplexni ¢islo; chceme-li dostat casovy prubéh
ot

dané veli¢iny, stac¢i vynasobit e** a vzit redlnou cast.
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obr. 5.14 obr. 5.15

obr. 5.16 obr. 5.17

Uvazme vyse zkoumany sériovy RLC obvod. Emn a proudu muzeme priradit fazory E=&al= Ioei“’o.
Pro fazory muzeme napsat Ohmuv zakon v komplexnim tvaru jako

(C/’ . .
= Delvo = Zyelvo (5.33)
Iy

Komplexni veli¢ina Z se nazyva impedance obvodu. Podle (5.24) a (5.27) zjistime, ze velikost impedance

je
7 50 o \/R2 O 1 2
¢ TO B + < - SZC)

~| O,

a tangens jejiho argumentu

Je to tedy komplexni ¢islo

|
7 - X = (o - L) .
R+ i R+1< QC) (5.34)

Redlnou ¢ast impedance R nazyvame rezistance, imaginarni ¢ast X reaktance. Ta se sklada z induktance

QL a kapacitance 1/QC. Vodivosti odpovida prevracend hodnota impedance
Y L G+1iS
= e = 1
Z

nazyvana admitance. Jeji redlna ¢ast G je konduktance a imaginarni ¢ast S susceptance.

1. Paralelni RLC obvod

Na obr. 5.14 je znézornén paralelni RLC obvod.
Pti takovém paralelnim zapojeni se s¢itaji admitance:

Y —i0Q I
0+ e
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obr. 5.18 obr. 5.19

Tato admitance je realnd na rezonancni frekvenci
R2
LC L
a v idealnim ptipadé R = 0 bude na rezonan¢nim kmito¢tu nulova. V tom piipadé se paralelni obvod

chova jako nekoneény odpor; vSechna energie osciluje v obvodu a neprochazi déle.
Bude-li obvod zapojen zpusoby znazornénymi na obr. 5.15, 5.16, 5.17, budou odpovidajici rezonanéni

frekvence rovny
1 1 1
Wo = A, Wy = e, Wy = —F—.
"~ Vic-rcz T Voo ' VIO

Wy —

2. Trojfazovy proud

Pii prenosu prumyslovych stiidavych proudu se pouziva trojfazové soustavy. Generator v elektrarné
produkuje tii stiidavd napéti, kterd jsou fdzové posunuta vzdy o 27/3. Uspordaddme-li tato napéti do
trojihelnika (obr. 5.18) a budou-li amplitudy vSech ti{ napéti stejné, bude ziejmé soucet jejich fazoru
nulovy: ) R A

U1 + U2 + U3 = 0.
Uréime proud protékajici kterymkoh vodicem vedeni. Napriklad do vrcholu 3 vtéka vétvi 2-3 proud I =
Ioel?, ktery se rozdélf na proud I = Ipel@+27/3) ve vétvi 3-1 a proud I = I,..e® vychazejici vedenfm z
vrcholu 3. Polozime-li ¢ = 0, dostaneme z Kirchhoffova zakona

j — fl - fg == [0 (1 - ei2”/3) = Io\/geiiﬂ/(a,
a tedy

max \/_ IO

Vektorovy diagram skladéni téchto proudu je na obr. (5.19).

Podobné bychom ukézali, ze pti usporddéni do hvézdy (obr. 5.20) bude vysledny proud étvrtym
(nulovym) vodi¢em roven nule. Pro napéti tentokrat plati vatah Uy,a, = /3 Uy, takze pii efektivnf hodnoté
napéti mezi dvéma vrcholy 380 V dostavame mezi kterymkoli vrcholem a ”nuldkem” 220 V.

3. Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole

V predchozim odstavci jsme na zakladé zakona elektromagnetické indukce a zakona zachovani elek-
trického naboje odvodili kompletni soustavu Maxwellovych rovnic ve vakuu pro vektor intenzity elek-
trického pole a vektor magnetické indukce (5.5). Pfi feseni téchto rovnic vychézime z toho, ze magnetické
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obr. 5.20

pole je solenoidalni (div B= 0) a tak muzeme zavést vektorovy potencial vztahem B = rot A. Dosazenim
do rovnice elmg indukce dostaneme

rotE——a—Bﬁ——rota—fY
N ot ot
Tedy
L, 0A
t | B — = 0.
ro ( +8t) 0

Pole E sice potencialni neni, ale zato je potencialni pole uvedené v zavorce. Muzeme proto zavést skaldrni

potencial ¢ vztahem

dA

ot
Budeme tak fesit soustavu rovnic pro skalarni a vektorovy potencidl ¢(z,y, z, 1), ff(x,y, z,t) a pak

najdeme vektory poli ze vztahu

E + = —grad ¢ . (5.35)

, A q S
E:—gradgp—%t, B = rot A. (5.36)

Dosazenim do Maxwellovych rovnic dostaneme pomérné komplikované vztahy

A
div (gradcp—l—%)ﬁ)z—gpo
- - 0 9A
A = ) — — — ] .
rot rot Lo J Eoko 5, (grad ¢ + 8t>
Lze je upravit na
p g .
Ap =—— — — A
% o 5 div
- 0?4 . e )
AA — eopo e = — g j + grad <d1VA + eolbo E;f) )

Skalarni a vektorovy potencial vsak nejsou urcéeny jednoznacéné a muzeme na né klast dodatecné
podminky. Muzeme napiiklad pozadovat splnéni Lorentzovy kalibracni (cejchovaci) podminky

div A + eopo %f =0. (5.37)
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Potom se soustava rovnic pro potencidly drasticky zjednodusi a navic se obé rovnice stanou symet-
rickymi:

1 9% p - 1 9?4 "
Ap — =L =_ L1 AA - — —— = — » 5.38
7 2 ot? €0 2 o Ho J ( )
Zavedeme-li novy operator zvany d’Alembertidin, ktery je vlastné zobecnénym ”laplasianem”, vztahem
B 1 02
N 2 ot

muzeme zapsat rovnice pro potencidly elektromagnetického pole ve velmi jednoduchém a prehledném tvaru

1Y e -
o = - —, A= —pupj. (5.39)
€0
Resenim této soustavy nehomogennich parcidlnich diferencialnich rovnic pfi zadanych hustotach naboje
a proudu dostaneme potencialy a z nich pak podle (5.36) uréime vektory poli. V obecném piipadé to muze
byt i obtizna loha.

Najdeme jedno feseni Maxwellovych rovnic ve vakuu, které popisuje rovinnou elektromagnetickou vinu.
Na potencidly nalozime podminky div A= 0, ¢ =0, které jsou v souladu s Lorentzovou podminkou.
Daéle budeme predpokladat, ze vSechny veli¢iny zavisi pouze na soufadnici z (smér Sifeni rovinné viny) a
t. Staci tedy hledat pouze vektorovy potencial z d’Alembertovy rovnice A= 0, kterd ma tvar

PA_ 124
072 c? Ot?

Resenim této rovnice je funkce
A= Ay cos(wt — kz + a),
ktera predstavuje rovinnou vlnu sitici se fazovou rychlosti

vy = — = c. (5.40)

7 podminky div A = 0 plyne 9A, /0z =10, A, =konst =0 (konstantni nenulové feSeni nds nezajima), a
vektorovy potencial je tedy kolmy ke sméru Siteni viny z. Muzeme proto v jeho sméru zvolit tFeba osu x:
A= (A,0,0). Elektrické a magnetické pole viny tedy bude

. A _ .
E:—E, B:rOtA, (541)
a jejich jediné nenulové slozky
E, = wAysinwt —kz + «a), B, =kA sinwt — kz + a). (5.42)

Elektrické a magnetické pole se méni podle téhoz harmonického zakona, ve fézi, a vsechny tii vektory
E B k (vektor k ve sméru §ffent vlny nazyvame vlnovym vektorem) tvori pravotoc¢ivou soustavu, jak je
vidét na obr. 5.21. 30
Elektromagneticka vlna prendasi energii W a hybnost Pa je tedy plné redlnym fyzikdlnim objektem.
Hustotu toku energie (energii prenesenou za jednotku ¢asu jednotkou plochy) nazyvame Poyntinguv vektor
S. Zakon zachovan{ energie muzeme matematicky vyjadrit jako rovnici kontinuity
ow

5 + div S =0. (543)

30Elektromagneticka vlna je tedy pifénd a pravotociva. Mohla by vzniknout otdzka, zda existuji také levotocivé elektro-
magnetické viny. Tato otdzka vSak neni zcela na misté vzhledem k tomu, ze magnetickd indukce predstavuje axialni vektor.
Prejdeme-li inverzi k levotocivé soustavé soutadnic, zméni vektory Eak znaménko, zatimco vektor B nikoli. Vlna se tedy
stane levotocivou. Je ovSsem ziejmé, Ze zména soustavy souradnic nemuze nic zménit na fyzikdlnim charakteru elektromag-
netické viny, takze oba popisy jsou zcela rovnocenné.
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obr. 5.21 obr. 5.22

Zde w je objemova hustota energie elektromagnetického pole. Tuto hustotu pro pole ve vakuu jsme jiz
urcili jako (4.37). Pomoci Maxwellovych rovnic muzeme zdkon zachovani energie upravit na tvar

0 (20 B B S aﬁ+1§ 0B
N = £ P N PO
ot \ 2 2 L1 0 ot o ot
1 — g g — 1 . — —
= — (Erot B - Brot E) = — div(BxE).
Ho Ho
Odtud Poyntinguv vektor

— —

S= "ExB=FExH, (5.44)
Ho
Hustota hybnosti prendsené elektromagnetickou vinou je S /c*. Dopadé-li tedy elektromagneticka vina
kolmo na néjakou plochu a je na ni zcela pohlcena, predala jednotce této plochy za dobu At zaroven
hybnost obsazenou v objemu ¢ At (obr. 5.22). Vyvinula tedy mechanicky tlak

AP 1 S S
— = — —cAt = —. A
At Atczc c (5-45)

Je-1i plocha dokonale odraziva, bude tlak elektromagnetické viny dvojnasobny.

p:

Maxwellovy rovnice jsou rovnicemi makroskopickymi, vystupuji v nich naboje, proudy a pole mérené
nasimi makroskopickymi pfistroji a mohou byt tak piimo konfrontovany z experimentem. V minulém sto-
leti, kdyz bylo zjisténo, ze z kovu mohou vylétavat elektrony a ze latka je vlastné tvorena nabitymi
casticemi, vytvoril Lorentz takzvanou elektronovou teorii hmoty. Neznal sice jesté stavbu atomu, ale
predstavoval si latku jako vakuum, v némz jsou rozlozeny a pohybuji se nabité castice. Tyto castice
jsou popsany rozlozenim mikroskopickiyjch nabojovych a proudovych hustot, které ovSsem nejsou piimo
meétitelné, a tak vznikaji mikroskopickd elektrickd a magneticka pole podrizujici se rovnicim stejného tvaru
jako jsou rovnice Maxwellovy. Rovnice pro mikroskopicka, lokalni pole a hustoty se nazyvaji Lorentzovy
rovnice a muzeme je zapsat jako

- . . oE
div B, = L rot By = o ji + €opho ——t
€0 ot
ﬁ 0B .
rot £, = — aTl divB, = 0. (5.46)

Od Lorentzovych rovnic muzeme prejit k rovnicim Maxwellovym tak, ze mikroskopické veliciny vysttedujeme
pres dostatecné velké prostorové a ¢asové intervaly. U naboju a proudi pak musime rozlisovat veli¢iny
vazané v latce a veli¢iny volné. Oznacime

<E>=FE, <B>=B, <p>=p+ps, <ji>=j+im+i»-
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Podle (2.42), (4.54) a (3.10) mame pro vazané nédboje, magnetizacni a polarizaéni proudy

- - - < oP
w = —divP, j, =rot M, 3, = .
p iv J o Jp T
Zavedeme-li nyni vektory
. L L 1 - .
D=¢F+ P, H=—B—-M,
Ho
dostaneme ~
- v div P
G- Py pe b dv
o o €0 o
odkud po vynasobeni £g mame
divD = p,
kde p je hustota pouze volnych naboju.
Déle
= = e e aE e - aﬁ aE
rot B = pig J + fto Jm + o Jp + €0 Ho = fio J + pro vot M + po — + po €0 —; -
ot ot ot
Délenim g dostaneme
~ - 0D
tH = j+—
ro J+ ot

kde j je hustota pouze volnych proudu.

Tak dospivame ke koneéné podobé Maxwellovych rovnic pro obecné elektromagnetické pole v latkovém
prostredi

divD = p rotH:j—i-T
ﬁ OB .
Tyto rovnice je tfeba doplnit vztahy
- - — - 1
D=c¢k, B=pH, cp=-
a hrani¢nimi podminkami . .
DivD = o Rot H = «
Rot E = 0 DivB = 0. (5.48)
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obr. 5.23

Piiklady

5.1 Dlouhym ptimym vodicem tece proud I. Urcete magneticky indukéni tok obdélnikovou smyckou
umisténou podle obr. 5.23. Vzdaluje-li se smycka od vodice rychlosti v urcete indukované emn.
poll y,, az ol (a2—a1)lv
gtz gl |

’ 27 aias

5.2 Dvé dlouhé dokonale vodivé kolejnice jsou od sebe vzdéaleny 0,5 m a spojeny odporem 0,2 (2. Po
nich klouZe dokonale vodivé ty¢ rychlosti 4 m.s~!. Kolmo k roviné kolejnic piisobi magnetické pole 0,5
T. Urcete indukované emn, silu potfebnou k udrzeni konstantni rychlosti, mechanicky a tepelny vykon v
tomto zafizeni.

1V, 1,25N, 5W, 5 W]

5.3 Urcete vlastni indukcnost a magnetickou energii solenoidu o poloméru 1 cm a délce 50 cm s 6 zavity
na 1 cm délky, protéka-li zavity proud 1 A.

[71 uH, 3,5.107% J]

5.4 Urcete vlastni indukénost toroiddlni civky malého prufezu 1 cm? o poloméru stiedové kruznice 5
cm, s celkovym poctem zavitu N=100.

[4.107° HJ
5.5 Urcete vlastni indukénost toroidu obdélnikového prufezu o vnitinim polomeéru

10 cm, vnéjsim poloméru 20 cm a vysce 5 c¢m, je-li na ném navinuto 1 000 zavitu.

6,93 mH]
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5.6 Kovovy kotouc¢ poloméru 10 cm rotuje s frekvenci 60 Hz kolem osy v homogennim magnetickém
poli 0,2 T kolmém k roviné kotouce. Najdéte potencialni rozdil mezi sttedem a okrajem kotouce. Jaky
bude tento rozdil bez magnetického pole?

(0,377 V, 4,0.1077 V]
5.7 Ctvercova smycka o strané 10 cm rotuje v homogennim magnetickém poli 0,2 T kolem osy rovnobézné

s rovinou ¢tverce a kolmé k poli s frekvenci 50 Hz. V okamziku ¢ = 0 lezi smycka v roviné kolmé k poli.
Urcete zavislost indukovaného emn na case.

[0, 27 sin 1007t
5.8 Jaké maximalni emn se muze indukovat v civce se 4 000 zavity o stfednim poloméru 12 cm rotujici
s frekvenci 30 Hz v zemském magnetickém poli o indukei 5.107° T?
(1,73 V]
5.9 Dvé civky jsou indukéné vazany vzajemnou indukcénosti 5 H. Jak se musi ménit proud v primarni
civece, aby se v sekundarni indukovalo konstantni emn 1 V7 Muze se takto indukovat trvale?
- 0,2 t+ konst, ne]
5.10 Dvé civky maji indukénosti 0,2 H, 0,3 H a vzdjemnou indukcnost 0,1 H. Jakd bude vysledna
indukénost pii zapojeni téchto civek do série?
[0,7 H nebo 0,3 H, podle zpusobu zapojeni]

5.11 Kondenzétor o kapacité 0,1 puF s pocatecnim napétim 1 000 V se vybiji ptes odpor 10 €2. Za jakou
dobu poklesne velikost naboje na kondenzatoru na troven jednoho elementrarniho naboje?

[3,4.1075s]
5.12 Kondenzator o kapacité 100 uF je nabit na 10 000 V. Vybijime jej ptes odpor
1 k). Za jak dlouho se muzeme kondenzatoru bez nebezpeci dotykat?
[asi za 0,5 - 1 s, podle nasi télesné nétury]|
5.13 Dokazte, ze energie rozptylena na odporu béhem vybijeni kondenzatoru je pravé rovna energii,
ktera byla v kondenzatoru nahromadéna.

5.14 Civka ma odpor 100 €2. Jsou-li ptivody civky zkratovany v dobé, kdy civkou prochéazi ustaleny
proud, klesne proud v civce na jednu desetinu puvodni hodnoty za
0,01 s. Jakd je vlastni indukénost civky?

435 mH]

5.15 K nabiti akumulédtoru je potieba 20 ampérhodin ustéleného proudu. Za jak dlouho se akumulétor
nabije sttidavym proudem o efektivni hodnoté 1 A, ktery usmérnime dvoucestnym usmeérnovacem?

22,2 1]
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5.16 Prostor mezi deskami kondenzatoru je vyplnén dielektrikem o relativni permitivité 3 a rezistivité
10® Q.m. Urcete asovou konstantu kondenzdtoru.

[2,65.103s]

5.17 Sériovy RLC obvod mé vlastni frekvenci fy=600 kHz, kapacitu 370 pF a odpor 15 €. Urcete ¢initel
jakosti obvodu.

[50]

5.18 Sériovy obvod ma kapacitu 0,1 uF a indukénost 0,1 H. Jaky musi byt odpor R, aby nastal praveée
pripad kritického tdtlumu?

2 kO]

5.19 Sériovy rezonancni obvod R = 0,1 Q, L =1 H, C = 100 uF je pripojen ke zdroji stiidavého
napéti o amplitudé 1 V. Jakd bude amplituda napéti a proudu pfi rezonanci?

1000 V, 10 A

5.20 Méjme spotiebi¢ o realné impedanci R, ktery pii efektivnim napéti 120 V vyviji vykon 60 W.
Chceme provozovat tento spotiebi¢ na témz vykonu pii efektivni hodnoté napéti 240 V v siti 50 Hz. Jakou
indukcnost nebo jakou kapacitu bychom museli predradit?

[1,32 H nebo 7,67 uF]
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SOUSTAVY FYZIKALNICH
JEDNOTEK

Zékladem dnesnich mérovych soustav je systém metricky, ktery se zrodil v obdobi Velké francouzské
revoluce. Jednotka metr byla puvodné definovana z délky kvadrantu zemského poledniku jako jeho dese-
timilionta ¢dst a realizovana v podobeé tzv. archivniho metru z r. 1799. Bylo to platinové pravitko prufezu
25 krat 4 mm, které slouzilo jako mira koncova a je dnes ulozeno v Louvru. V r.1869 bylo upusténo
od polednikové definice a za metr prohldsena délka prototypu. Novy prototyp zvany mezinarodni metr
byl zhotoven r.1889 a predstavuje kolejnicku z platiny a iridia (9:1) o prafezu 20 krat 20 mm. Vzdélenost
metru je na ném vyznacena dvéma vrypy, je to tedy mira c¢arkova. V roce 1960 byla délka metru stanovena
pomoci vinové délky svétla az konecné r. 1983 byla prijata dnesni definice:
metr je délka rovnajici se vzddlenosti, kterou ubéhne svétlo ve vakuu za 1/299 792 458 s. Pokud by se tedy
podarilo déle zpresnit hodnotu rychlosti svétla ve vakuu, zustala by jeji ¢iselnd hodnota stejna a zménil
by se metr.

Jednotka hmotnosti, kilogram, byla rovnéz stanovena pomoci prototypu. Je jim rovnostranny platino
- iridiovy vélec o pruméru 38 mm a je ulozen v Sevres u Paiize. Byl zhotoven r. 1889 a od té doby se
nepodafilo najit vhodnou piirodni definici jednotky hmotnosti.

Pokud jde o jednotku ¢asu, sekundu, byla puvodné stanovovéna z astronomickych méfent, jako 1/86 400
stfedniho slunecniho dne, pak z délky tropického roku a v r.1967 byla sekunda definovana jako doba trvdni
9 192 631 770 period zdareni, které prislusi prechodu mezi dvéma velmi jemnymi hladinami zdkladniho stavu
atomu cesia 133.

V roce 1875 byla uzaviena mezindrodni metrickd konvence mezi 17 staty (vcetné Rakousko-Uherska),
jejichz pocet se od té doby neustédle zvétsoval. Ceskoslovensko k ni pfistoupilo jako novy stat 1922. Ne-
jvyssim organem konvence je Generalni konference pro miry a vahy, ktera se schézi kazdé ¢tyii roky v
Parizi a upravuje otazky jednotek a métreni. Otazky jednotek a méteni elektrickych a magnetickych veli¢in
byly zprvu upravovany na mezinarodnich elektrotechnickych kongresech, z nichz prvni se sesel v Parizi r.
1881.

Elektrické a magnetické jednotky puvodné navazovaly na soustavu CGS (centimetr - gram - sekunda)
a vychézely ze symetrie Coulombovych zakonu pro elektrické a magnetické naboje:

Q1 (2 My M,

F = kl 7"2 ) F = k2 7/.2

Polozime-li zde konstanty ki, ko rovny jedné a bezrozmérné, dostaneme nezavislé jednotky pro elektricky
a magneticky naboj s tymz rozmérem L32MY2T~L. Intenzitu magnetického pole H pak definujeme ana-
logicky intenzité elektrického pole jako silu pusobici na jednotkovy magneticky naboj.

Vedle Coulombovych zdkonti mame vsak jesté dalsi silovy zakon, podle néhoz nekonecny piimy vodi¢
vyvolavéa v okoli magnetické pole o velikosti intenzity

21
H = ks —.

r

Tento zédkon spojuje elektrické a magnetické veli¢iny. Protoze jednotky téchto veli¢in byly jiz ur¢eny volbou
konstant ki, ko, neni konstanta k3 nezavisla a je mozno ji zmérit. To ucinil Weber a s pirekvapenim zjistil,
Ze tato konstanta je rovna prevracené hodnoté rychlosti svétla ve vakuu.

Obecné plati mezi témito konstantami vztah kiky/ks = ¢*. Muzeme tedy vzdy dvé z nich volit a tieti
je pak urcena. Polozime-li k1 a k3 rovny jedné, dostaneme elektrostatickou soustavu CGSE, polozime-li ko
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a ks rovny jedné, magnetickou soustavu CGSM, polozime-li k; a ko rovny jedné, vyjde ndm ks = 1/c a
dostaneme Gaussovu absolutni soustavu. Ta se dosud bézné pouziva v zahrani¢ni fyzikalni literature. Ma
tu vyhodu, ze vektory intenzity elektrického a magnetického pole, elektrické a magnetické indukce maji
v ni vSechny stejny rozmér a nevyskytuji se v ni nefyzikalni konstanty €9 a pg. Zato se v fadé vzorcu,
napiiklad u magnetické Lorentzovy sily, objevuje koeficient 1/c.

Protoze jednotky napéti, proudu a odporu v soustavach CGS nemély vhodnou velikost pro praktické
uziti, zavedl mezinarodni elektrotechnicky kongres v Chicagu r. 1893 tazvané praktické jednotky: ohm
jako 10° CGSM, ampér jako 10~ CGSM a volt jako 10® CGSM. Zaroveii definoval i experimentdln{
prototypy téchto jednotek (ohm jako odpor rtutového sloupce za definovanych podminek, ampér jako
proud, ktery pii elektrolyze vylouéi z roztoku dusi¢nanu stiibrného ur¢ité mnozstvi stiibra a volt jako
urcitou cast napéti Westonova ¢lanku). Soucin voltu a ampéru déva jednotku vykonu jeden watt rovny
107 jednotek vykonu CGS. Aby se doséhl soulad mezi témito praktickymi elektrotechnickymi jednotkami
a mechanickymi jednotkami, preslo se od soustavy CGS k soustavé MKS (metr - kilogram - sekunda), kde
je jednotkou vykonu praveé watt.

V roce 1882 navrhl Heaviside takzvanou racionalizaci elektrickych a magnetickych jednotek (vlastné
normovani toku silocar na jednotku prostorového tihlu) a konstanty ki, ko dostaly tvar

1 1
! 4megy 2 4 g

Pokud by elektricky a magneticky naboj byly skuteéné dvé nezavislé veli¢iny, bylo by mozno nezavisle
volit konstanty €9, po a tim uréit soustavu jednotek. V Gaussové absolutni soustavé by stacilo zvolit
g0 = po = 1/4m. Protoze se vsak ukdzalo, ze magneticky naboj je vdzan s ndbojem elektrickym a pro
konstanty eo, o plati vztah (4.10), muzeme vlastné volit jen jednu konstantu.

A tak Generalnf konference v roce 1948 rozhodla polozit g = 47.10~" m.kg.s >A~2 a definovat tak jako
zakladni jednotku pro elektromagnetické veliciny ampér (viz definice na str. 146). Tim vznikla soustava
MKSA. Pozdéji byly doplnény zakladni velic¢iny z dalsich oblasti fyziky, a to jednotka teploty kelvin (jako
273,16t cast termodynamické teploty trojného bodu vody, 1954), jednotka svitivosti kandela (jako svitivost
zdroje, kteryj vysild monochromatické zdreni frekvence 540.10'2 Hz a jehoZ zdrivost v daném sméru cind
1/683 watti na steradidn, 1979) a jednotka latkového mnozstvi mol (jako ldtkové mnozstvi soustavy, kterd
obsahuje pravé tolik elementdrnich jedincu, kolik je atomi v 0,012 kg uhliku 12, 1971).

V roce 1960 prijala Generdlni konference soustavu MKSA dopliovanou o dalsi jednotky jako ucele-
nou soustavu fyzikalnich jednotek pod nazvem le Systéme International d’Unités (SI), kterd je postupné
uzakonovana v dalsich zemich. U néas byla zavedena zdkonem z r. 1962 a vélenéna do norem. Soustava SI
neni ovSem uzaviena, kazdé ctyti roky se schazi Generalni konference a vnasi dalsi zmény a upfesnéni.
I kdyz je otazka soustavy fyzikdlnich jednotek jisté dulezitd, neni na druhé strané tieba ji precenovat.
Jestlize pti feseni néjakého fyzikalniho problému se ukaze vyhodnéjsi pouzit jednotek jinych, fyzik nevaha
to ucinit. Jedna véc jsou totiz zdkony a normy lidské, které mohou byt na konferencich ménény, jina véc
jsou zékony ptirodni, které ménény byt nemohou.

vvvvvv

notek. V poslednim sloupci uvadime pfevodni koeficient k£ mezi soustavou SI a soustavou Gaussovou
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’ veli¢ina rozmeér ‘ jednotka ‘ k
frekvence T! Hz -
rychlost LT m.s -
zrychleni LT m.s 2 -
hybnost LMT! kg.m.s -
sila LMT? N -
tlak L 'MT Pa -
energie L°MT 2 J -
vykon L°MT3 W -
proud I A 3.10°
naboj TI C 3.10Y
intenzita el. pole | LMT "I V™' | 1/3.107
potencial, emn L°MT T \Y 1/300
el. indukce LTI Cm™? | 127.10°
el. indukéni tok TI C 127.10"
el. dipdl. moment | LTI C.m 3.10t
polarizace LTI Cm? 3.10°
kapacita LM 'T? F 9.10%
odpor L*MT 52 Q 1/9.101
vodivost L>M 'T°T” S 9.10t
mg. indukce MT 2T ! T 10
mg. indukéni tok | L*MT 11 Wb 108
intenzita mg. pole | L™'I Am™' | 471073
mg. dipél. moment | L°I A.m? 103
magnetizace L1 Am™! 1073
indukcénost L°MT 12 H 10Y
mmn I A 47,1071
mg. odpor L*M 'T?T? H' 471077
mg. vodivost L°MT T ? H 107 /4n
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Otazky:

Zakladni postulaty STR, Lorentzovy transformace a jejich dusledky

Relativistické skladani rychlosti, aberace

Hmotnost, hybnost a energie v STR

Zéakladni postulaty OTR a jeji experimentalni ovéreni
Elektricky naboj v klidu a za pohybu

Coulombuv zédkon a jeho experimentéalni ovéreni
Elementarni ndboj a metody jeho urcovani

Energie soustavy naboju, hustota energie elektrického pole
Gaussuv zakon

Maxwellovy rovnice elektrostatického pole a jejich feseni
Multipélovy rozvoj elektrostatického pole

Elektricky dipol a jeho pole

Elektricka dvojvrstva

Vektor elektrické polarizace, polarizovand télesa

Vodice v elektrostatickém poli

Zéakladni uloha elektrostatiky a jeji feseni

Kapacita, kondenzator, energie kondenzatoru
Elektrostatické pole v dielektriku, vektor elektrické indukce
Stacionarni elektricky proud a pole

Rovnice kontinuity elektrického proudu

Ohmuv zdkon v integralnim a diferencidlnim tvaru
Klasicka teorie vodivosti, vodivost elektrolytu a plynu
Tolmanuv - Stewartuv pokus

Vodivost kondenzovanych latek, supravodivost
Elektromotorické napéti a jeho zdroje

Kirchoffovy zakony a fesSeni siti

Jouleuv zakon v integralnim a diferencialnim tvaru
Elektrické pole pohybujiciho se naboje

Sily mezi pohybujicimi se naboji, sila Lorentzova
Magneticka indukce a vektorovy potencial

Maxwellovy rovnice stacionarnich poli

Ampéruv zédkon

Biotuv - Savartuv zdkon

Transformace slozek elektrického a magnetického pole
Sily pusobici mezi elektrickymi proudy

Magneticky tlak a hustota energie magnetického pole
Pohyb nabité ¢astice v elektrickém a magnetickém poli
Halluv jev

Indukcnost, solenoid a energie solenoidu

Faradayuv zdkon elektromagnetické indukce

Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole, posuvny proud
Elektromagneticka vlna

Ptrechodové stavy v RC a RL obvodu

Impedance

Rezonance v sériovém RLC obvodu

Magneticky dipdl a jeho pole

Vektor magnetizace a intenzity magnetického pole, magnetika
Magnetické obvody

Maxwellovy rovnice v latkovém prostiedi, vztah k Lorentzovym rovnicim
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Predmluva

Predkladana skripta jsou urcena studentum prvniho ro¢niku Fakulty jaderné a fyzikalné inzenyrské
CVUT v Praze jako pomtcka pii studiu zakladnfho kursu fyziky ve druhém semestru. Mohou ovsem
slouzit i dalsim zajemcum a studentum vyssich roéniku k vyhledani potiebné informace. Vychézeji s
mnohaleté pedagogické zkuSenosti autora s vyukou predmétu Elektfina a magnetismus a ve srovnani s
Aplikace teorie na konkretni problémy jsou vyclenény do ¢islovanych tloh, k procviceni latky a ptriprave
ke zkouskam slouzi ptiklady za jednotlivymi kapitolami a zavérecné otazky. Skripta tvoii jeden celek s
pripravovanymi skripty autora Mechanika.

Skripta nemaji ovSsem nahradit ucebnice a dalsi monografickou literaturu, se kterou musi studenti
fyzikalnich a fyzikalné inzenyrskych oboru pracovat. V tomto ohledu je k dispozici ucebnice autoru B.
Sedléka a 1. Stolla ”Elektiina a magnetismus” (Academia, Karolinum 1993), kde je mozno najit odkazy
i na dalsi literaturu a také informaci o historickém vyvoji poznatki o elektiiné a magnetismu. Klasickou
uéebnici, v niz je stale mozno najit cenné pouceni, je kniha V. Petrzilky a S. Safraty ”Elektfina a mag-
netismus” z r. 1953.

Autor dékuje vSem, kde v prubéhu mmnoha let prispéli ke zdokonalovani vyuky tohoto predmétu a
predevsim odhalovéni chyb a omylu (coz je oviem proces nikdy nekonéici), spolupracovnikum na katedfe
fyziky, studentim a zejména recenzentovi.

Praha zar{ 1994
I. Stoll
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