
M A T E M A T I C K Ý A P A R Á T

1. Skalárńı a vektorová pole

Ve fyzice nastává často potřeba přǐradit jednotlivým bod̊um prostoru skalárńı či vektorovou veličinu.
Mluv́ıme pak o skalárńım či vektorovém poli. Skalárńı pole přǐrazuje každému bodu v určité oblasti prostoru
jednoznačně reálné č́ıslo; může tedy být popsáno pomoćı funkce prostorových souřadnic. V kartézské
soustavě souřadnic můžeme polohu každého bodu v prostoru vyjádřit jeho polohovým vektorem (nepěkně
”rádiusvektorem”) ~r o souřadnićıch x, y, z, tedy ~r ≡ (x, y, z). Dané skalárńı pole pak můžeme vyjádřit
jako funkci vektoru ~r nebo jako funkci tř́ı proměnných x, y, z

f = f(~r) = f(x, y, z). (M.1)

Podobně vektorové pole může být popsáno vektorovou funkćı ~F . Ta představuje uspořádanou trojici
skalárńıch funkćı prostorových souřadnic:

~F (~r) = [Fx(x, y, z), Fy(x, y, z), Fx(x, y, z)]. (M.2)

Skalárńı a vektorová pole, která nezáviśı explicitně na čase se nazývaj́ı stacionárńı. Obecná pole mohou
být ovšem časově závislá. Taková pole f(x, y, z, t), ~F (x, y, z, t), která jsou funkcemi tř́ı prostorových a jedné
časové souřadnice se nazývaj́ı nestacionárńı.

Protože skalárńı a vektorová pole jsou popsána funkcemi v́ıce proměnných, můžeme je parciálně de-
rivovat. Pro skalárńı pole můžeme vytvořit tři prvńı parciálńı derivace, pro vektorové pole devět prvńıch
parciálńıch derivaćı; dále můžeme poč́ıtat parciálńı derivace druhého a vyšš́ıch řád̊u. Vždy budeme předpokládat,
že uvažované funkce jsou dostatečně hladké a že tyto derivace existuj́ı.

Často je třeba vyšetřovat vlastnosti daného pole na určité křivce. Pak lze zavést pojem směrové
derivace. Prob́ıhá-li bod A po nějaké křivce, může být jeho poloha určena délkou oblouku s měřeného
od pevného referenčńıho bodu A0 na této křivce (viz obr. M 1.).

Souřadnice polohového vektoru ~r můžeme vyjádřit pomoćı parametru s jako x = x(s), y =
y(s), z = z(s). Jestliže polohový vektor sv́ırá s osami souřadnic úhly α, β, γ, plat́ı cosα = x

r
, cos β =

y
r
, cos γ = z

r
, přičemž pro směrové kosiny plat́ı cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

Sledujme nyńı situaci, kdy se bod A neomezeně přibližuje po dané křivce k bodu A0. Polohový vektor ~r
přejde v diferenciálně malý vektor d~r = (dx, dy, dz) a bude mı́t směr tečny ke křivce v bodě A0 a velikost
ds. Jednotkový tečný vektor ~t v bodě A je pak možno vyjádřit derivacemi souřadnic podle parametru s:

~t =

(
dx

ds
,
dy

ds
,
dz

ds

)
= (cosα, cos β, cos γ). (M.3)

Źıskaný výsledek neńı ovlivněn volbou referenčńıho bodu. Přechod k jinému počátku A′0 by znamenal
přič́ıst konstantńı vektor spojuj́ıćı oba počátky; ten však po derivováńı podle parametru s dá nulový vektor.

Mějme nyńı skalárńı pole f(x, y, z). Toto pole na křivce můžeme vyjádřit složenou funkćı f [x(s), y(s), z(s)]
jedné proměnné s. Podle pravidel pro derivováńı složené funkce v́ıce proměnných dostáváme(

df

ds

)
~t

=
∂f

∂x

dx

ds
+

∂f

∂y

dy

ds
+

∂f

∂z

dz

ds
=

∂f

∂x
cosα +

∂f

∂y
cos β +

∂f

∂z
cos γ. (M.4)

Tento výraz představuje derivaci skalárńıho pole f ve směru daném jednotkovým vektorem ~t. Je přitom
jedno po jaké křivce se bod A přibližuje k bodu A0 v němž derivaci určujeme, pokud všechny tyto křivky
maj́ı týž tečný vektor. Směrová derivace je tedy lokálńı charakteristika pole v daném bodě závislá pouze
na zvoleném směru.
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obr. M 1.

Také vektorová pole mohou záviset na parametru, např́ıklad na čase nebo délce křivky. Derivace vektoru
podle skalárńıho parametru je definována obdobně jako derivace skalárńı funkce

d~F (s)

ds
= lim

∆s→0

~F (s + ∆s) − ~F (s)

∆s
. (M.5)

Vzhledem ke zp̊usobu odeč́ıtáńı vektor̊u se snadno přesvědč́ıme, že takto definovaná derivace vektoru
představuje vektor tvořený derivacemi souřadnic vektoru:

d~F

ds
=

(
dFx
ds

,
dFy
ds

,
dFz
ds

)
. (M.6)

Pro derivováńı součt̊u a součin̊u vektorových funkćı (skalárńıho, vektorového, součinu vektorové a
skalárńı funkce) plat́ı táž pravidla jako při derivováńı skalárńıch funkćı; u vektorového součinu muśıme
ovšem dodržet pořad́ı derivovaných funkćı.

Speciálně, má-li vektor ~F při změně parametru konstantńı velikost a proměnný směr, plat́ı ~F ′ ⊥ ~F .
Zderivováńım F 2 = ~F · ~F = konst totiž dostaneme 2~F ′ · ~F = 0.

2. Gradient skalárńıho pole

Směrovou derivaci daného skalárńıho pole f(x, y, z) (M.4) můžeme vyjádřit jako skalárńı součin vektoru

grad f ≡ ∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
(M.7)

nazývaného gradientem skalárńıho pole f(x, y, z) a jednotkového vektoru ~t v daném směru. Přitom jsme
zavedli diferenciálńı operátor

∇ ≡
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
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obr. M 2.

obr. M 3.

nazývaný ”operátor nabla”.1 Můžeme jej považovat za formálńı vektor, který násoben (zprava) skalárńım
polem f vyjadřuje gradient tohoto pole. Urč́ıme geometrický význam gradientu skalárńıho pole.

Množina bod̊u s konstantńı hodnotou veličiny f , která je určena rovnićı f(x, y, z) = konst, se nazývá
ekvipotenciálńı plochou daného pole. Jedna z těchto ploch bude procházet i bodem A0. V tomto bodě lze
pak vztyčit normálu k ekvipotenciálńı ploše a stanovit jednotkový normálový vektor ~n. Skalárńı pole nám
tak v každém bodě definuje určitý význačný směr. Je snadné se přesvědčit (viz obr. M 2.), že směr normály
k ekvipotenciálńı ploše je zároveň směrem největš́ı změny (největš́ıho zhuštěńı) ekvipotenciálńıch ploch.
V normálovém směru protne totiž jednotkový vektor největš́ı množstv́ı těchto ploch. V dvojrozměrném
př́ıpadě zemského povrchu můžeme za skalárńı pole považovat např́ıklad pole výšek, ekvipotenciálńım
plochám pak odpov́ıdaj́ı vrstevnice a normála k nim udává směr maximálńıho stoupáńı.

Zvolme na okamžik souřadnou osu z′ ve směru normály ~n a druhé dvě osy x′, y′ k ńı kolmé (obr. M
3.). Současně mějme libovolný směr daný jednotkovým vektorem ~t′ ≡ (cosα′, cos β′, cos γ′). Derivace v
tomto směru bude analogicky (M.4)

df

ds
=

∂f

∂x′
cosα′ +

∂f

∂y′
cos β′ +

∂f

∂z′
cos γ′. (M.8)

1Exotický název nabla je odvozen od názvu fénického hudebńıho nástroje př́ıbuzného loutně, jemuž se tvarem podobá.
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Osy x’ a y′ jsou však tečnami ke křivkám, které lež́ı v ekvipotenciálńı ploše, a proto ∂f
∂x′

= ∂f
∂y′

= 0.

Vztah (M.8) se tak redukuje na

df

ds
=

∂f

∂z′
cos γ′.

Maximálńı hodnotu nabývá tedy derivace ve směru z′, kdy cos γ′ = 1. Derivace v daném obecném
směru je projekćı derivace ve směru normály k ekvipotenciálńı ploše (brané jako vektor) do tohoto směru.
Odtud zejména plyne že parciálńı derivace df

dx
, df
dy
, df
dz

jsou souřadnicemi vektoru o velikosti této maximálńı
směrové derivace.

V souladu s výrazem (M.7) můžeme tedy zavést tuto definici: Gradient skalárńıho pole f v daném bodě
je vektor o velikosti derivace ve směru normály k ekvipotenciálńı ploše a má směr této normály :

grad f = ∇f =

(
d f

ds

)
~n

~n0. (M.9)

Je zřejmé, že vektor gradientu mı́̌ŕı vždy směrem vzr̊ustu funkce f .
Operace gradientu přǐrazuje skalárńımu poli f jednoznačně vektorové pole ~F :

~F = ∇f.

Ř́ıkáme, že f je skalárńım potenciálem pole ~F . Zpětné přǐrazeńı již jednoznačné neńı; pole f a f + c,
kde c je konstantńı skalárńı pole, maj́ı týž gradient. Gradient je možno vytvořit ke každému skalárńımu
poli (pokud př́ıslušné parciálńı derivace existuj́ı). Naproti tomu ne každé vektorové pole je možno vyjádřit
jako gradient pole skalárńıho. Ta, u nichž to možné je, nazýváme pole potenciálńı.

Pro poč́ıtáńı s gradienty plat́ı tato zřejmá pravidla:

∇c = 0, ∇(cf) = c ∇f, ∇(f1 + f2) = ∇f1 + ∇f2, ∇(f1 f2) = f1 ∇f2 + f2 ∇f1. (M.10)

3. Divergence vektorového pole

Mějme vektorové pole ~F (x, y, z). Definujeme tok pole ~F plochou S jako plošný integrál

Φ =
∫
S

~F · d~S .

Zde dS je diferenciálńı element plochy, jemuž jsme přǐradili směr vektoru normály. Tuto normálu je
ovšem třeba orientovat; můžeme to udělat např́ıklad tak, že stanov́ıme směr pohybu po obvodu plošky dS
a použijeme pravidla pravotočivého šroubu (obr. M 4). Jde-li o tok uzavřenou plochou S, která ohraničuje
objem V , budeme považovat za kladný směr normály ten, který směřuje ven z objemu V , a tok budeme
označovat

Φ =
∮
S

~F · d~S .

Rozděĺıme nyńı objem V přepážkami naN menš́ıch objemů Vi. Urč́ıme toky pole Φi plochami Si ohraničuj́ıćımi
tyto d́ılč́ı objemy a budeme je sč́ıtat. Ukazuje se, že toky d́ılč́ımi přepážkami se v tomto součtu vzájemně
vyruš́ı. Při sč́ıtáńı tok̊u hraničńı plochou dvou sousedńıch objemů objev́ı se totiž vždy dvakrát, jednou s
kladným a jednou se záporným znaménkem (viz obr. M 5.). Sumárńı tok bude proto roven právě p̊uvodńımu
toku plochou S:
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obr. M 4. obr. M 5.

N∑
i=1

Φi =
N∑
i=1

∮
Si

~Fi · d~Si = Φ . (M.11)

Zmenšujeme-li objemy Vi, z̊ustává jejich součet V konstantńı; totéž plat́ı pro toky Φi. Nab́ıźı se tedy
možnost vytvořit pod́ıl těchto dvou neomezeně se zmenšuj́ıćıch veličin a zkoumat vlastnosti jeho limity.

Zvoĺıme v prostoru bod A o souřadnićıch x, y, z a obkloṕıme jej malým objemem ∆V . Tok plochou
ohraničuj́ıćı tento objem označ́ıme ∆Φ. Budeme nyńı dělit tento objem na stále menš́ı části libovolným
zp̊usobem a vyčleńıme posloupnost těchto část́ı ∆Vi, které stále obsahuj́ı bod A .Označ́ıme

div ~F = lim
∆Vi→0

∆Φi

∆Vi
. (M.12)

Pokud limita na pravé straně (M.12) existuje a nezáviśı na zp̊usobu děleńı objemu ∆V , představuje nám

tok pole ~F v bodě A vztažený k jednotce objemu a nazýváme jej divergenćı pole ~F v bodě A .
Vrat’me se nyńı k objemu V ohraničenému plochou S a upravme vztah (M.11) takto:

Φ =
∮
S

~F · d~S =
N∑
i=1

∆Φi =
N∑
i=1

∆Φi

∆Vi
∆Vi . (M.13)

Pokračujme přitom v neomezeném děleńı d́ılč́ıch objemů ∆Vi daľśımi přepážkami a sledujme posloupnost
neomezeně se zmenšuj́ıćıch objemů, které se stahuj́ı kolem bodu A. V limitě přejde tedy pod́ıl ∆Φi

∆Vi
v

divergenci div~F a sumu na pravé straně (M.13) můžeme nahradit integrálem přes objem V :∮
S

~F · d~S =
∫
V

div~F dV . (M.14)

Tok vektorového pole uzavřenou plochou je roven celkové divergenci v objemu uzavřeném touto plochou.
Vztah (M.14) umožňuje přej́ıt od objemového integrálu k plošnému integrálu přes ohraničuj́ıćı plochu a
nazývá se Gaussovou větou.

Obecná definice divergence (M.12) má tu přednost, že nezáviśı na druhu použitých souřadnic a dává
pojmu divergence názorný geometrický smysl. Vyjádř́ıme nyńı divergenci v kartézských souřadnićıch podle
obr. M 6.

Uvažujme elementárńı objem ve tvaru kvádru o hranách ∆x, ∆y, ∆z rovnoběžných s př́ıslušnými
kartézskými osami. Necht’ jeho levý dolńı zadńı vrchol má souřadnice x, y, z. Tok dvojićı rovnoběžných
podstav tohoto kvádru (např́ıklad horńı a dolńı) bude

∆Φ12 = ∆Φ2 + ∆Φ1 = Fz(x, y, z + ∆z)∆x∆y − Fz(x, y, z)∆x∆y =
∂Fz
∂z

∆x∆y∆z .
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obr. M 6.

Celkový tok povrchem kvádru

∆Φ =

(
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

)
∆V, ∆V = ∆x∆y∆z; .

Podle definice divergence máme tedy

div ~F =
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

= ∇ · ~F . (M.15)

Operátor nabla umožňuje vyjádřit divergenci vektorového pole kompaktńım zp̊usobem jako skalárńı
součin tohoto operátoru a vektoru pole; pořad́ı obou těchto symbol̊u nelze ovšem zaměnit. Volba el-
ementárńıho objemu ve tvaru kvádru neomezuje obecnost, nebot’ objem libovolného tvaru můžeme z
takových malých kvádr̊u sestavit. Toky přepážkami mezi nimi se přitom vyruš́ı.

Operace divergence přǐrazuje vektorovému poli ~F jednoznačně skalárńı pole f :

f = div ~F .

Zpětné přǐrazeńı již jednoznačné neńı: pole ~F a ~F + ~F ′, kde div ~F ′ = 0, maj́ı touž divergenci.
Pro poč́ıtáńı s divergencemi plat́ı tato zřejmá pravidla:

∇· ~C = 0, ∇·(c ~F ) = c∇· ~F , ∇·(~F1 + ~F2) = ∇· ~F1 + ∇· ~F2, ∇·(f ~F ) = f∇· ~F + ~F ·∇f . (M.16)

Uvažme zvláštńı př́ıpad, kdy objem ∆V těsně přimyká z obou stran k nějaké ploše (např́ıklad ploše
nespojitosti pole) a má tvar části vrstvy o zanedbatelné tloušt’ce
(obr. M 7.).

Tok ∆Φ pak bude roven součtu tok̊u normálových složek pole oběma podstavami tohoto objemu:

∆Φ = (F1n − F2n) ∆S .

Směr normály k ploše jsme zvolili za kladný, mı́̌ŕı-li z oblasti 2 do oblasti 1. Provedeme-li úvahu o limitńım
zmenšováńı plochy ∆S v okoĺı bodu A na ploše, můžeme definovat takzvanou plošnou divergenci vztahem
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obr. M 7.

Div~F = F1n − F2n = ~n · (~F1 − ~F2) . (M.17)

4. Rotace vektorového pole

Mějme vektorové pole ~F (x, y, z). Definujeme cirkulaci pole podél uzavřené křivky l jako křivkový in-
tegrál

Γ =
∮
l

~F · d~l .

Zde d~l je diferenciálńı vektorový element křivky ve směru tečny. Jeho orientace je dána dohodou o smyslu
obcházeńı křivky, např́ıklad proti směru hodinových ručiček. Uzavřená křivka l tvoř́ı hranici plochy S; tato
plocha neńı ovšem určena jednoznačně (na rozd́ıl od objemu V uvnitř uzavřené plochy). Na ploše obehnané
křivkou l můžeme opět vést dělićı křivky, vytvářet soustavu d́ılč́ıch ploch, poč́ıtat cirkulace podél jejich
hranic a sč́ıtat je. Ukazuje se, že př́ıspěvky k cirkulaćım podél společných hranic dvou sousedńıch ploch se
vzájemně vyruš́ı. Zachováme-li totiž jednotný smysl obcházeńı křivek, budeme takovou společnou hranici
obcházet vždy v opačném směru (viz obr. M 8.).

Sumárńı cirkulace bude tedy rovna právě p̊uvodńı cirkulaci podél křivky l:

N∑
i=1

Γi =
N∑
i=1

∮
li

~Fi · d~li = Γ . (M.18)

Zvoĺıme v prostoru bod A o souřadnićıch x, y, z, vedeme t́ımto bodem rovinu libovolné orientace a
vymeźıme v této rovině uzavřenou křivku malých rozměr̊u obklopuj́ıćı bod A. Plochu omezenou touto
křivkou označ́ıme ∆S, cirkulaci podél této křivky ∆Γ. Budeme nyńı dělit tuto plošku na menš́ı části a
vyčleńıme posloupnost plošek obsahuj́ıćıch bod A. Budeme uvažovat limitu

lim
∆Si→0

∆Γi
∆Si

,
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obr. M 8.

pokud taková limita existuje a nezáviśı na zp̊usobu děleńı plošky ∆S. Tato limita bude však přesto závislá
na volbě orientace roviny procházej́ıćı bodem A neboli na směru normály k elementárńı plošce, na jej́ıž
hranici cirkulaci určujeme. Můžeme tedy (podobně jako u definice gradientu) považovat tuto limitu za
projekci určitého vektoru do směru normály k plošce:

(rot ~F ) · ~n = lim
∆Si→0

∆Γi
∆Si

. (M.19)

Projekce vektoru rot ~F do daného směru představuje tedy poměr cirkulace pole po obvodu malé kolmé
plošky k velikosti této plošky. Vektor rot ~F nazýváme rotaćı pole ~F v bodě A2.

Vrat’me se nyńı k obecné uzavřené křivce l obeṕınaj́ıćı plochu S. Uprav́ıme vztah (M.18) na

Γ =
∮
l

~F · d~l =
N∑
i=1

∆Γi =
N∑
i=1

∆Γi
∆Si

∆Si . (M.20)

Pro každý bod A na ploše S můžeme vytvořit posloupnost neomezeně se zmenšuj́ıćıch d́ılč́ıch plošek tento
bod stále obsahuj́ıćıch. V limitě přejde tedy pod́ıl ∆Γi

∆Si
v rot ~F . ~n a sumu na pravé straně (M.20) můžeme

nahradit integrálem přes celou plochu S:∮
l

~F · d~l =
∫
S

rot ~F · d~S . (M.21)

Cirkulace vektorového pole podél uzavřené křivky je rovna celkovému toku rotace pole libovolnou plochou,
pro ńı̌z křivka l představuje hranici. Vztah (M.21) umožňuje přej́ıt od plošného integrálu ke křivkovému
integrálu podél hranice a nazývá se Stokesovou větou.

Obecná definice rotace (M.19) má tu přednost, že nezáviśı na druhu použitých souřadnic a dává pojmu
rotace názorný geometrický smysl. Vyjádř́ıme nyńı rotaci v kartézských souřadnićıch podle obr. M 9.

Uvažujme elementárńı plošku ve tvaru obdélńıka o stranách ∆x, ∆y rovnoběžných s př́ıslušnými
kartézskými osami. Necht’ jeho levý zadńı vrchol má souřadnice x, y, z. Př́ıspěvek k cirkulaci podél dvojice
rovnoběžných stran (např́ıklad levé a pravé) bude

∆Γ12 = ∆Γ1 + ∆Γ2 = Fx(x, y, z) ∆x − Fx(x, y + ∆y, z) ∆x = − ∂Fx
∂y

∆x∆y .

Celková cirkulace podél obvodu obdélńıka

∆Γ =

(
∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y

)
∆S, ∆S = ∆x∆y,

2V anglosaské literatuře se už́ıvá pro rotaci názvu a označeńı curl ~F . Poznamenejme ještě, že rotaci lze zavést též stejným
limitńım pochodem jako u divergence, a to vztahem

rot ~F = lim
∆Vi→0

∆~Gi
∆Vi

, kde ~G =
∮
S

d~S × ~F .

10



obr. M 9.

a tedy

rot ~F =

(
∂Fz
∂y
− ∂Fy

∂z
,
∂Fx
∂z
− ∂Fz

∂x
,
∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
~x0 ~y0 ~z0
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣ = ∇ × ~F . (M.22)

Operátor nabla umožňuje vyjádřit rotaci vektorového pole kompaktńım zp̊usobem jako vektorový součin
tohoto operátoru a vektoru pole; pořad́ı obou těchto symbol̊u nelze ovšem měnit. Volba elementárńı plošky
ve tvaru obdélńıka opět neomezuje obecnost výsledku.

Operace rotace přǐrazuje vektorovému poli ~F jednoznačně jiné vektorové pole ~G:

~G = rot ~F .

Zpětné přǐrazeńı již neńı jednoznačné; pole ~F a ~F + ~F ′, kde rot ~F ′ = 0, maj́ı touž rotaci.
Pro poč́ıtáńı s rotacemi plat́ı tato zřejmá pravidla:

∇× ~C = ~0, ∇×(c ~F ) = c∇× ~F , ∇×(~F1 + ~F2) = ∇× ~F1 + ∇× ~F2, ∇×(f ~F ) = f∇× ~F + ∇f× ~F . (M.23)

Uvažme zvláštńı př́ıpad, kdy elementárńı křivka l těsně přimyká z obou stran k nějaké ploše (např́ıklad
ploše nespojitosti pole), takže jej́ı úseky ve směru kolmém k této ploše jsou zanedbatelně krátké (obr. M
10.).

Cirkulace bude pak rovna součtu integrál̊u podél obou tečných větv́ı:

∆Γ = (F1t − F2t) ∆l .

Provedeme-li úvahu o limitńım zkracováńı větv́ı ∆l v okoĺı bodu A na ploše, můžeme definovat takzvanou
plošnou rotaci vztahem

Rot ~F = ~n× (~F1 − ~F2), |Rot ~F | = F1t − F2t . (M.24)
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obr. M 10.

5. Operátory (~a∇) a ∆

Položme si otázku, jak vyjádřit divergenci a rotaci vektorového součinu nebo gradient skalárńıho součinu
dvou vektorových poĺı. K tomu účelu zavedeme daľśı operátor (~a∇) předpisem

(~a∇) = ax
∂

∂x
+ ay

∂

∂y
+ az

∂

∂z
. (M.25)

Tento operátor ”a-grad” může p̊usobit jak na skalárńı, tak na vektorová pole:

(~a∇)f = ax
∂f

∂x
+ ay

∂f

∂y
+ az

∂f

∂z
= ~a · ∇f , (M.26)

(~a∇)~F = ax
∂ ~F

∂x
+ ay

∂ ~F

∂y
+ az

∂ ~F

∂z
=

(
ax
∂Fx
∂x

+ ay
∂Fx
∂y

+ az
∂Fx
∂z

, . . .

)
. (M.27)

Bude-li ~s jednotkový vektor, potom výraz (~s∇)f je projekćı gradientu skalárńıho pole f do směru ~s, a

je tedy totožný s derivaćı pole v tomto směru. Podobně bychom mohli interpretovat výraz (~s∇)~F jako
derivaci vektorového pole ve směru ~s.

Nyńı můžeme vyjádřit divergenci a rotaci vektorového součinu a gradient skalárńıho součinu dvou
vektorových poĺı:

div (~F1 × ~F2) ≡ ∇ · (~F1 × ~F2) = ~F2 · (∇× ~F1) − ~F1 · (∇× ~F2) , (M.28)

rot (~F1 × ~F2) ≡ ∇× (~F1 × ~F2) = (~F2∇)~F1 − (~F1∇)~F2 + ~F1∇ · ~F2 − ~F2∇ · ~F1 , (M.29)

grad(~F1 · ~F2) ≡ ∇(~F1 · ~F2) = (~F1∇)~F2 + (~F2∇)~F1 + ~F1 × (∇× ~F2) + ~F2 × (∇× ~F1) . (M.30)

O platnosti těchto poněkud komplikovaněǰśıch, avšak velmi užitečných vzorc̊u se můžeme přesvědčit ale-
spoň rozepsáńım př́ıslušných výraz̊u v kartézských souřadnićıch.

Uvědomı́me-li si, že operátory div a rot mohou p̊usobit pouze na vektorová pole a operátor grad pouze
na skalárńı pole, můžeme z těchto operátor̊u sestavit pět kombinaćı operátor̊u druhého řádu: rot grad, div
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rot, div grad, grad div a rot rot. Vyjádřeńım v kartézských souřadnićıch se snadno přesvědč́ıme, že vždy
plat́ı rot grad f = 0 a
div rot ~F = 0. Hlubš́ı význam těchto vztah̊u bude objasněn v následuj́ıćım odstavci.

Operátor div grad ≡ ∆ nazýváme Laplaceovým operátorem a formálně odpov́ıdá čtverci operátoru
nabla:

∆ ≡ ∇ · ∇ ≡ ∇2 .

V kartézských souřadnićıch má zřejmě tvar

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (M.31)

Laplace̊uv operátor podobně jako operátor (~a∇) může p̊usobit jak na skalárńı tak na vektorová pole.
Pro dvojnásobnou operaci rotace plat́ı vztah

rot rot~F = grad div~F − ∆~F ; (M.32)

neboli

∇× (∇× ~F ) = ∇(∇ · ~F ) − ∆~F ,

který je obdobou vektorové identity ”bac - cab”.

6. Vektorová pole potenciálńı a solenoidálńı

Vektorové pole, které je možno vyjádřit jako gradient nějakého skalárńıho pole

~F = gradf = ∇f , (M.33)

se nazývá potenciálńım (bezv́ırovým, zdrojovým). Uvažme křivkový integrál
∫ B
A
~F .d~l po nějaké křivce mezi

body A a B. Je-li ~F silové pole, pak tento integrál představuje práci vykonanou silou po této dráze.
Dosad́ıme-li za ~F (M.33),můžeme skalárńı součin v integrálu upravit na

~F · d~l = gradf · d~l =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz = df .

Tento výraz představuje totálńı diferenciál funkce f(x, y, z) a křivkový integrál je možno vypoč́ıtat jako
rozd́ıl hodnot funkce f v koncových bodech:∫ B

A

~F · d~l =
∫ B

A
df = f(B)− f(A) . (M.34)

Odtud zejména plyne, že výsledek nezáviśı na volbě dráhy mezi body A a B (viz obr. M 11.).
Protože při zpětné integraci od B do A se měńı pouze znaménko integrálu, zjǐst’ujeme,že cirkulace

potenciálńıho pole podél uzavřené křivky je vždy rovna nule:∮
l

~F · d~l =
∮
l
gradf · d~l = 0 . (M.35)

Ze Stokesovy věty (M.21) plyne∮
l
gradf · d~l =

∫
S
(rot gradf) · d~S = 0 .

Vzhledem k tomu, že volba plochy S o hranici l je zcela libovolná, muśı v celém prostoru platit
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obr. M 11.

obr. M 12.

rot ~F = rot gradf = 0 . (M.36)

To je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka k tomu, aby pole ~F bylo potenciálńı. Z podmı́nky rot ~F = 0 plyne i
fyzikálńı představa o potenciálńım poli. Siločáry takového pole nesměj́ı vytvářet v́ıry, uzav́ırat se samy do
sebe.

Vektorové pole, které je možno vyjádřit jako rotaci nějakého jiného vektorového pole

~F = rot ~G = ∇× ~G , (M.37)

se nazývá solenoidálńım (bezzdrojovým, v́ırovým). Vytvoř́ıme uzavřenou plochu S tak, že budeme uvažovat
dvě r̊uzné plochy S1, S2 o společné hranici l (obr. M 12.).

Podle Stokesovy věty tok solenoidálńıho pole uzavřenou plochou S = S1 + S2 bude nulový:

∮
S

~F · d~S =
∮
S

rot~G · d~S =
∫
S1

rot~G · d~S1 −
∫
S2

rot~G · d~S2 =
∮
l

~G · d~l −
∮
l

~G · d~l = 0 . (M.38)

Použijeme-li Gaussovu větu, dostaneme∮
S

rot ~G · d~S =
∫
V

div rot ~GdV = 0 . (M.39)
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obr. M 13.

Vzhledem k tomu, že plochu S a objem V je možno volit zcela libovolně, muśı v celém prostoru platit

div ~F = div rot ~G = 0 (M.40)

To je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka k tomu, aby pole F bylo solenoidálńı. Z podmı́nky div ~F = 0 plyne
i fyzikálńı představa o solenoidálńım poli. Siločáry takového pole nesměj́ı mı́t nikde v prostoru zdroje (v
kladném nebo záporném smyslu).

Obecné vektorové pole samozřejmě nemuśı být ani potenciálńı ani solenoidálńı a může mı́t nenulovou
divergenci i rotaci. Lze však dokázat, že každé vektorové pole, které dostatečně rychle klesá v nekonečnu,
může být jednoznačným zp̊usobem rozloženo na součet potenciálńıho a solenoidálńıho pole. Na obr. M 13.
je orientačně znázorněn charakter pr̊uběhu siločar potenciálńıho pole s kladnou a zápornou divergenćı a
pole solenoidálńıho.

7. Některé integrálńı věty vektorové analýzy

Uprav́ıme Gaussovu větu (M.14) tak, že polož́ıme ~F = f1gradf2 a použijeme vztah̊u (M.16). Tak
dostaneme prvńı Greenovu větu:∮

S
f1gradf2 · d~S =

∫
V

(f1∆f2 + gradf1gradf2)dV . (M.41)

Z ńı snadnými úpravami vyplyne druhá Greenova věta∮
S
(f1gradf2 − f2gradf1) · d~S =

∫
V

(f1∆f2 − f2∆f1)dV (M.42)

a třet́ı Greenova věta ∮
S

gradf · d~S =
∫
V

∆fdV . (M.43)

Důležité jsou zvláštńı př́ıpady zobecněné Gaussovy věty, kterou bychom mohli formulovat takto: obje-
mový integrál, v němž operátor nabla p̊usob́ı nějakým zp̊usobem na následuj́ıćı vektorová a skalárńı pole,
se rovná př́ıslušnému plošnému integrálu, v němž stejným zp̊usobem vystupuje vektor elementu plochy d~S.
Tak máme

15



∫
V
∇fdV =

∮
S
fd~S , (M.44)∫

V
∇ · ~FdV =

∮
~F · d~S , (M.45)∫

V
∇× ~FdV =

∮
S
d~S × ~F . (M.46)

Druhá z těchto vět je již známá věta Gaussova. Třet́ı z nich dokážeme standartńım postupem. Vynásob́ıme
integrál na levé straně skalárně konstantńım vektorem ~C, použijeme výraz pro divergenci vektorového
součinu, Gaussovu větu a nakonec opět vektor ~C vykrát́ıme:∫

V

~C · rot~FdV =
∫
V

div(~F × ~C)dV =
∮
S
(~F × ~C).d~S =

∮
S

~C · d~S × ~F .

Analogicky můžeme dokázat i prvńı větu (M.44).
Nakonec uvedeme ještě větu o křivkovém integrálu skalárńıho pole:∮

l
fd~l =

∫
S
d~S × gradf . (M.47)

Také d̊ukaz této věty lze provést vynásobeńım pomocným konstantńım vektorem ~C a použit́ım Stokesovy
věty.

Př́ıklady

M.1 Sestavte si tabulku hlavńıch vzorc̊u a vět vektorové analýzy.

M.2 Určete divergenci a rotaci následuj́ıćıch vektorových poĺı: ~F = (x+y,−x+y,−2z); ~F = (2y, 2x+

3z, 3y); ~F = (x2 − z2, 2, 2xz). Je-li rot~F = 0, najděte skalárńı pole f takové, aby ~F = gradf .

[0, (0, 0,−2); 0, (0, 0, 0), 2xy − 3zy; 4x, (0,−4z, 0)]

M.3 Určete gradient poĺı (~r je radiusvektor, ~c = konst): r; r2; r3; 1
r
; 1

r2
; 1

r3
;

~c · ~r; ~c·~r
r

; ~c·~r
r2
.

[~r
r
; 2~r; 3r~r; − ~r

r3
; −2~r

r4
; −3~r

r5
; ~c; r2~c − (~c·~r)~r

r3
; r2~c − 2(~c·~r)~r

r4
]

M.4 Určete divergenci a rotaci poĺı: ~r; ~r
r
; ~r

r2
; ~r

r3
; ~c

r
.

[3, ~0; 2
r
, ~0; 1

r2
, ~0; 0, ~0; −~c·~r

r3
, ~c×~r

r3
]

M.5 Dokažte věty (M.44) a (M.47).
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1. Z Á K L A D Y T E O R I E

R E L A T I V I T Y

1. Speciálńı teorie relativity

V posledńı čtvrtině devatenáctého stolet́ı došlo ve fyzice v určitém smyslu ke schizofrenńı situaci. Byl
dovršen vývoj klasické Newtonovy mechaniky, která našla matematický výraz ve velmi elegantńı podobě
Lagrangeova a Hamiltonova formalismu vycházej́ıćıch z obecných variačńıch princip̊u. Současně se podařilo
Maxwellovi matematicky (a možná ještě elegantněji) vyjádřit souhrn všech experimentálńıch poznatk̊u o
elektřině a magnetismu nahromaděných za uplynulá tři stolet́ı, a to v podobě podivuhodných Maxwellových
rovnic. Ukázalo se však, že Newtonova mechanika a Maxwellova teorie elektromagnetismu jsou navzájem
v hlubokém vnitřńım rozporu.

Newtonova mechanika je založena na představě o absolutńım prostoru a čase. Newton ve svých Prin-
cipíıch ř́ıká: ”Absolutńı, skutečný a matematický čas plyne sám od sebe a d́ıky své povaze rovnoměrně,
bez vztahu k nějakému vněǰśımu předmětu. Nazývá se též trváńı...Absolutńı prostor z̊ustává vzhledem
ke své povaze a bez vztahu k vněǰśımu předmětu stále stejný a nehybný.” Prostor představuje tedy pro
fyzikálńı děje jakési jevǐstě bez kulis, čas je nezávislý parametr, kterým lze odměřovat trváńı výstup̊u a
dějstv́ı př́ırodńıho dramatu.

Pro takzvaný ”zdravý lidský rozum” (dále ZLR) je možná skutečně přijatelné představovat si absolutńı
prostor a čas. Problém je však v tom, že v absolutńım prostoru se neńı čeho zachytit. Fyzikálńı děje můžeme
popisovat pouze vzhledem k nějaké vztažné soustavě tvořené systémem souřadnic (např́ıklad kartézských)
a s ńım spojenými hodinami (umı́stěnými např́ıklad v počátku). Systém souřadnic muśıme vázat na nějaké
tuhé těleso, hodiny muśı být tvořeny nějakým reálným systémem, v němž prob́ıhá periodický fyzikálńı děj.

Mezi vztažnými soustavami vyb́ıráme takovou, v ńıž p̊usob́ı pouze pravé śıly a plat́ı všechny tři
Newtonovy pohybové zákony. Pod pravými silami rozumı́me ty, u nichž lze vždy ukázat těleso, které je
zdrojem této śıly. Jde tedy v podstatě o vzájemné p̊usobeńı, interakci těles či částic — jedno těleso p̊usob́ı
na druhé silou a druhé na prvńı silou opačnou. Nep̊usob́ı-li na těleso pravé śıly, bude v̊uči vztažné soustavě
v klidu nebo v rovnoměrném př́ımočarém pohybu. Takovou vztažnou soustavu nazýváme inerciálńı (plat́ı
v ńı zákon setrvačnosti, inercie).

Je samozřejmě otázkou, zda inerciálńı soustava v̊ubec existuje; tuto otázku lze však rozhodnout pouze
experimentálně. Odpověd’ proto můžeme znát jen s experimentálně dosažitelnou přesnost́ı. Vı́me, že
vztažná soustava spojená se Sluncem a stálicemi je inerciálńı ve větš́ı mı́̌re, než vztažná soustava spo-
jená s povrchem Země. V ještě větš́ı mı́̌re bude inerciálńı soustava spojená se vzdálenými galaxiemi.

Soustavu spojenou se Zemı́ můžeme považovat za dostatečně inerciálńı zejména při studiu děj̊u krátkodobých
ve srovnáńı s periodou zemské rotace. Kdyby se Země otáčela podstatně rychleji, měli bychom s mechan-
ickými pohyby na jej́ım povrchu zcela jiné zkušenosti. Někdy se setkáváme s názorem, že vášnivé spory mezi
zastánci geocentrické a heliocentrické soustavy, př́ıvrženci Ptolemaiovými a Koperńıkovými, byly vlastně
zbytečné — s hlediska vztažné soustavy spojené se Sluncem ob́ıhá Země kolem Slunce a s hlediska vztažné
soustavy spojené se Zemı́ ob́ıhá Slunce kolem Země. Přesný popis pohybu Slunce a planet s hlediska
geocentrické soustavy podal Tycho Brahe; v jeho modelu ob́ıhaj́ı planety kolem Slunce a Slunce pak s
nimi kolem Země. Tento popis skutečně nelze pomoćı astronomických pozorováńı od modelu Koperńıkova
odlǐsit. Přesto však nejsou obě vztažné soustavy zcela rovnocenné. Heliocentrická soustava je inerciálněǰśı
a popis pohybu planet v ńı jednodušš́ı. Souviśı to s t́ım, že jde prakticky o soustavu hmotného středu
slunečńı soustavy.

Jakmile máme k dispozici jednu inerciálńı soustavu, můžeme źıskat neomezený počet daľśıch. Všechny
vztažné soustavy, které budou v̊uči této inerciálńı vztažné soustavě v rovnoměrném př́ımočarém pohybu
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budou rovněž inerciálńı. Podle Galileiho principu relativity prob́ıhaj́ı mechanické děje ve všech inerciálńıch
vztažných soustavách stejně a pomoćı mechanických experiment̊u nelze tyto soustavy navzájem odlǐsit.
Koresponduje to se známou zkušenost́ı, že v dopravńım prostředku, který se pohybuje rovnoměrně a
př́ımočaře bez otřes̊u nemůžeme zjistit, zda stoj́ı nebo se pohybuje. Galilei to plasticky popisuje ve svém
”Dialogu” na př́ıkladu lodńı kabiny bez oken, v př́ıpadě, že se plachetńı lod’ pohybuje slabým větrem
rovnoměrně na klidné hladině.

Při přechodu od jedné inerciálńı soustavy k druhé se v Newtonově mechanice transformuj́ı souřadnice
podle Galileiho transformaćı a čas, který představuje nezávisle se měńıćı parametr, je ve všech soustavách
týž. Galileiho transformace jsou v souladu s obecnou zkušenost́ı o skládáńı rychlost́ı. Vystřeĺı-li gangster z
jedoućıho auta z pušky ve směru j́ızdy, bude rychlost kulky vzhledem k povrchu zemskému dána součtem
rychlost́ı auta a rychlosti kulky vzhledem k autu.

Newtonovy pohybové rovnice popisuj́ıćı mechanické pohyby jsou v̊uči Galileiho transformaćım in-
variantńı, tj. neměńı sv̊uj tvar. Plyne to z toho, že tyto transformace jsou lineárńı a zrychleńı jako
druhé derivace souřadnic podle času jsou stejná. Pravé śıly závisej́ı pouze na vzdálenostech, př́ıpadně
na vzájemných rychlostech těles a ty se při přechodu od jedné soustavy k druhé rovněž neměńı. Pro dvě
inerciálńı soustavy S a S ′ tedy plat́ı

m′~a′ = ~F ′ , m~a = ~F .

Proto také mechanické pohyby prob́ıhaj́ı ve všech inerciálńıch soustavách stejně.
Naproti tomu Maxwellovy rovnice popisuj́ıćı elektromagnetické děje (včetně š́ı̌reńı světla) se při Galileiho

transformaćıch měńı. Je však možno naj́ıt jiné transformace, v̊uči nimž z̊ustávaj́ı Maxwellovy rovnice in-
variantńı - jsou to takzvané transformace Lorentzovy. Zdálo se tedy, že jsou dvě fyziky, jedna, která je
galileiovsky invariantńı a druhá lorentzovsky. Obě jsou přitom potvrzovány experimentálně. Na druhé
straně Lorentzovy transformace maj́ı tu vlastnost, že pro pohyby rychlostmi mnohem menš́ımi než je
rychlost světla ve vakuu limitně přecházej́ı v transformace Galileiho.

Mohli bychom tedy předpokládat, že Lorentzovy transformace jsou obecněǰśı a projev́ı se právě pro
pohyby rychlostmi světla nebo bĺızkými. U běžných mechanických pohyb̊u malými rychlostmi se pak
uplatńı transformace Galileiho. Je třeba vidět, že nejrychleǰśı mechanický pohyb, který mohli fyzikové
zkoumat, byl pohyb Země na jej́ı dráze kolem Slunce prob́ıhaj́ıćı rychlost́ı v = 29, 7 km.s−1, tedy zhruba
desetitiśıcinou rychlosti světla.

Z Lorentzových transformaćı ovšem vyplývaj́ı jiná pravidla pro skládáńı rychlost́ı, než podle transfor-
maćı Galileiho. Zejména z nich plyne, že rychlost světla se nesč́ıtá s rychlost́ı zdroje nebo pozorovatele
a z̊ustává stejná ve všech inerciálńıch vztažných soustavách, v rozporu se ZLR. Vystřeĺı-li gangster z
jedoućıho auta z laserové pušky bude rychlost š́ı̌reńı laserového paprsku vzhledem k autu i vzhledem k
zemskému povrchu stejná.

Podle představ 19. stolet́ı světlo představovalo vlněńı světelného éteru (podobně jako zvuk vlněńı
vzduchu) a při pohybu zdroje či pozorovatele v̊uči tomuto éteru by se měla jejich rychlost s rychlost́ı světla
sč́ıtat, podobně jako na hladině vody můžeme vlny předb́ıhat nebo se za nimi opožd’ovat. Rozhodnout tyto
rozpory mohl pouze experiment.

Rychlost š́ı̌reńı světla ve vakuu byla v minulém stolet́ı již známa s velkou přesnost́ı. Aristotelovská
fyzika považovala rychlost světla za nekonečnou (Epikuros celkem výstižně pravil, že světlo má rychlost
myšlenky). Galilei byl prvńı, kdo se pokusil rychlost světla změřit stř́ıdavým zakrýváńım světla dvou
luceren umı́stěných na dvou protilehlých kopćıch. Nemohl uspět jednak proto, že reakce obou pozorovatel̊u
jsou př́ılǐs pomalé, jednak proto, že neměl dostatečně přesné hodiny.

Prvńı měřeńı rychlosti světla umožnila astronomie. V roce 1675 dánský astronom Olaus Römer p̊usob́ıćı
na pař́ıžské hvězdárně pozoroval periodu zákryt̊u Jupiterova měśıce Io Jupiterem. Zjistil, že vzdaluje-li se
Země nebo přibližuje k Jupiteru maximálńı rychlost́ı (body B a C na obr. 1.1), tato perioda se zmenšuje
nebo zvětšuje podle vztahu

T ′ = T ∓ ∆T = T ∓ vT ′

c
,

kde v je rychlost Země a c rychlost světla ve vakuu.
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obr. 1.1

obr. 1.2 obr. 1.3

Jev je vlastně analogický Dopplerovu jevu, kdy docháźı ke změně pozorované frekvence periodického
děje vlivem pohybu pozorovatele. Pozorovaná změna periody zákryt̊u byla malá (asi 1,5 s). Römer mohl
ovšem pozorovat i daľśı jev. Počátky zákryt̊u v bodech A a D zemské dráhy se opožd’ovaly asi o 16 minut.
To odpov́ıdá době, kterou potřebuje světlo, aby prošlo vzdálenost rovnou poloměru dráhy Země. Z těchto
měřeńı bylo možno stanovit rychlost světla asi na 214 300 km.s−1; provedl to Christian Huyghens.

V roce 1725 pozoroval anglický astronom James Bradley takzvanou aberaci stálic. Pozorujeme-li hvězdu
na obloze během roku, měńı se úhel pozorováńı tak, že hvězda opisuje na obloze jakoby malou elipsu, která
může př́ıpadně přej́ıt v kružnici či úsečku. Je to zp̊usobeno ročńım pohybem Země na jej́ı dráze kolem
Slunce; stejná situace vznikne, budeme-li běhat v dešti po kružnici a budeme směrovat deštńık tak, abychom
nezmokli. Necht’ se hvězda nalézá ve výšce θ nad obzorem a změna tohoto úhlu v d̊usledku pohybu Země
bude ∆θ (obr. 1.2).

Potom pro malý úhel ∆θ máme

∆θ ≈ v sin θ

c

Pro hvězdu v zenitu dostáváme kroužek o úhlovém poloměru v
c

= 10−4 rad = 20, 5′′. Z této naměřené
hodnoty bylo možno zpětně určit rychlost světla. Vedle ročńı aberace je možno pozorovat i denńı aberaci
zp̊usobenou rotaćı Země (na rovńıku rychlost́ı 0,46 km.s−1) s úhlovým poloměrem ∆θ = 0, 3′′.

Pozemskými metodami se podařilo změřit rychlost světla až v polovině minulého stolet́ı. Armand Fizeau
použil v roce 1849 rotuj́ıćıho ozubeného kola, což je vlastně zdokonalená metoda Galileiho luceren (obr.
1.3). Má-li kolo z zub̊u a rotuje s frekvenćı f , projde světlo mezerou mezi zuby a po odrazu od zrcadla ve
vzdálenosti l doraźı právě k sousedńı mezeře za dobu
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obr. 1.4 obr. 1.5

∆t =
1

2fz
=

2l

c
.

Odtud je možno rychlost světla rovněž stanovit. Pro zaj́ımavost, Fizeau volil hodnoty z = 720, f =
12, 6 s−1, l = 8, 633 km a dostal c = 313 275 km.s−1.

Ještě přesněǰśıho výsledku dosáhl Jean Foucault v roce 1850 metodou rotuj́ıćıho zrcadla (obr. 1.4).
Během cesty světelného paprsku od rotuj́ıćıho zrcadla k odražeči a zpět se zrcadlo pootoč́ı o úhel α.
Projde-li pak paprsek optickým systémem dráhu d, posune se jeho stopa na st́ıńıtku o δ = 2αd. Rychlost
světla pak urč́ıme ze vztah̊u

α = 2πf∆t = 2πf
2l

c
=

δ

2d
, c =

8πfld

δ
.

Foucault naměřil c = 298 000 km.s−1. Obě metody, s rotuj́ıćım ozubeným kolem i rotuj́ıćım zrcadlem
byly později dále zdokonalovány. Nejpřesněǰśıch výsledk̊u t́ımto zp̊usobem dosáhl ambiciozńı americký
experimentátor Albert Abraham Michelson, který v roce 1878 měřil rychlost světla rotuj́ıćım osmibokým
zrcadlovým hranolem. V roce 1927 měřeńı opakoval a nechal světelný paprsek prob́ıhat vzdálenost mezi
vrcholy Mt.Wilsonu a Mt.St.Antonia v Kalifornii, která čińı 35 km. Změřil tak c = 299 796 km.s−1.

Moderńı experimentálńı metody, zejména laserové, umožňuj́ı určit rychlost světla s přesnost́ı 4.10−9,
tedy přesněji než umı́me měřit délky. I bylo v roce 1983 dohodnuto vźıt takto naměřenou hodnotu světla

c = 299 792, 458 km.s−1

za přesnou a neměnnou. Jakákoli budoućı zpřesňováńı hodnoty rychlosti světla se promı́tnou do změny
délky metru a č́ıselná hodnota c se nebude měnit. Poznamenejme, že ve vzduchu za normálńıch podmı́nek
se světlo š́ı̌ŕı pomaleji o 91 km.s−1.

Když byla rychlost světla určena, zbývalo ověřit, zda se světlo skutečně š́ı̌ŕı světelným éterem a zda se
jeho rychlost skládá s rychlostmi zdroj̊u a pozorovatel̊u pohybuj́ıćıch se v̊uči tomuto éteru. Tato měřeńı
vyžaduj́ı přesnost řádu v2

c2
≈ 10−8, která se zdála nedosažitelnou. Michelson to přijal jako výzvu a v roce

1887 spolu s Edwardem Williamsem Morleyem uskutečnil slavný Michelson̊uv - Morleẙuv experiment. Je
to jeden z mála experiment̊u s negativńım výsledkem, který vstoupil do historie. Byl uskutečněn pomoćı
Michelsonova interferometru, který je na obr. 1.5.

Paprsek ze zdroje Z dopadá na polopropustnou destičku A, kde se štěṕı. Jedna jeho část projde
vzdálenost l od destičky k zrcadlu C a zpět ve směru pohybu Země, druhá jeho část projde touž vzdálenost
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k zrcadlu B a zpět kolmo k pohybu Země. Po odrazech se obě části paprsku na destičce opět spoj́ı a společně
dopadaj́ı na st́ıńıtko D, kde spolu interferuj́ı. Pokud se rychlost světla s rychlost́ı Země v̊uči nehybnému
éteru sč́ıtá, bude se prvńı část paprsku po rozděleńı pohybovat po dobu

tACA =
l

c− v
+

l

c+ v
=

2l

c

(
1− v2

c2

)−1

≈ 2l

c

(
1 +

v2

c2

)
.

Druhá část projde po přeponách dvou pravoúhlých trojúhelńık̊u (viz obr. 1.5) o odvěsnách vt a l, takže

c2t2 = v2t2 + l2, t =
l√

c2 − v2
.

Odtud

tABA = 2t =
2l

c

(
1− v2

c2

)− 1
2

≈ 2l

c

(
1 +

v2

2c2

)
.

Časové zpožděńı mezi oběma částmi paprsku je tedy lv2

c3
a rozd́ıl optických drah ∆l = l v

2

c2
.

Oba paprsky by tedy měly na st́ıńıtku vytvořit soustavu interferenčńıch proužk̊u. Při otočeńı inter-
ferometru o 90 stupň̊u by mělo doj́ıt k posunu těchto proužk̊u o 2∆l = 2l.10−8. Je-li délka ramene in-
terferometru např́ıklad l = 15m, bude posun činit 3.10−7m, což je polovina vlnové délky žlutého světla.
Předpokládaný posun by tedy musel být pozorován.

Přes úsiĺı experimentátor̊u a pozděǰśı zdokonalováńı metody (použit́ı masivńıho bloku plovoućıho ve
rtut’ovém bazénu, prodlužováńı ramen interferometru v́ıcenásobným odrazem paprsk̊u, využit́ı laserového
světla, opakováńı pokusu v r̊uzných mı́stech na zeměkouli a v r̊uzných ročńıch dobách atd.) žádný posun
pozorován nebyl. Ke vzájemnému zpožděńı paprsk̊u tedy nedošlo, světlo postupovalo touž rychlost́ı všemi
směry nezávisle na pohybu Země. Tento výsledek definitivně zproblematizoval existenci světelného éteru
a nezachránily ho ani pokusy vyložit výsledek strháváńım éteru Zemı́.

Všechny uvedené rozpory se podařilo vyřešit Albertu Einsteinovi (1879 – 1955), který svým zp̊usobem
postavil Kolumbovo vaj́ıčko na špičku. V roce 1905, tedy ve svých 26 letech, publikoval článek ”Zur
Elektrodynamik bewegter Körper” (”K elektrodynamice pohybuj́ıćıch se těles”), v němž formuloval základy
speciálńı teorie relativity (STR). Einstein vyšel z analýzy Maxwellových rovnic, ukázal že při přechodu
od jedné inerciálńı soustavy k druhé plat́ı Lorentzovy transformace, přičemž čas přestává být nezávislým
parametrem, ale stává se jednou ze souřadnic. Galileiho transformace pak představuj́ı pouze limitńı př́ıpad
pro pohyby malými rychlostmi. S takovou situaćı, kdy obecněǰśı teorie přecháźı při limitováńı nějakého
parametru v jinou teorii, která představuje zvláštńı př́ıpad teorie obecněǰśı, se setkáváme ve fyzice častěji
a vyjadřujeme ji jako princip korespondence.

Einstein tak zobecnil Newtonovu mechaniku a výslovně přitom požádal Newtona o odpuštěńı. Zároveň
zobecnil i Galileiho princip relativity na všechny fyzikálńı děje, včetně elektromagnetických a optických.
Pokud jde o negativńı výsledek Michelsonova experimentu, Einstein se o něj př́ımo neoṕıral, ale v STR se
předpoklad o existenci světelného éteru prostě stává zbytečným. Přijmeme-li tezi o stálosti rychlosti světla
ve všech inerciálńıch vztažných soustavách, muśıme přijmout i ostatńı d̊usledky, byt’ sebepodivněǰśı, které
z ńı vyplývaj́ı. Chceme-li se tedy nevěř́ıcně podivovat nad ”paradoxy” speciálńı teorie relativity, stač́ı se
divit jen jednou, a to stálosti rychlosti světla.

Základńı postuláty STR můžeme tedy formulovat takto:

1. Všechny fyzikálńı děje prob́ıhaj́ı stejně ve všech inerciálńıch vztažných soustavách (Einstein̊uv princip
relativity).

2. Světlo se š́ıř́ı ve vakuu stejnou rychlost́ı ve všech inerciálńıch vztažných soustavách (princip stálosti
rychlosti světla).
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2. Lorentzovy transformace a jejich d̊usledky

Ve speciálńı teorii relativity budeme vždy uvažovat dvě inerciálńı vztažné soustavy, jednu nehybnou
(laboratorńı) označenou S a druhou pohybuj́ıćı se rychlost́ı v ve směru osy x a označenou jako S ′. Osy
x a x′ obou soustav přitom splývaj́ı a osy y, z a y′, z′ jsou vzájemně souhlasně rovnoběžné (viz obr. 1.6).
V počátku každé soustavy jsou umı́stěny hodiny, které měř́ı čas t a t′. Zřejmě existuje okamžik, kdy se
počátky obou soustav O , O′ právě kryj́ı. Tento okamžik bereme za počátek pro odečet času v obou
soustavách. Taková speciálńı volba dvou vztažných soustav neovlivńı obecnost źıskaných výsledk̊u.
Předpokládejme, že v počátku každé soustavy je
umı́stěn světelný zdroj sv́ıt́ıćı všemi směry. V ne-
hybné soustavě bude se světlo š́ı̌rit v kulových vlno-
plochách, které budou mı́t v okamžiku t rovnici

x2 + y2 + z2 = c2t2.

V pohybuj́ıćı se soustavě je však rychlost světla
rovněž ve všech směrech stejná a světlo bude vytvářet
rovněž kulové vlnoplochy o rovnici

x′2 + y′2 + z′2 = c2t′2.

Kdybychom použili Galileiho transformace x′ = x −
vt, y′ = y′, z′ = z, t′ = t, dostali bychom po
dosazeńı do rovnice vlnoplochy v S ′

x2 − 2xvt+ v2t2 + y2 + z2 = c2t2. obr. 1.6

Tato rovnice však neodpov́ıdá rovnici kulové vlnoplochy v S; lǐśı se od ńı podtrženými členy. Abychom
dosáhli souhlasu obou rovnic, provedeme lineárńı transformaci času: t′ = t + αx. Koeficient α urč́ıme
dodatečně. Tak dostaneme

x2 − 2xvt+ v2t2 + y2 + z2 = c2t2 + 2c2tαx+ c2α2x2 .

Zvoĺıme-li α = − v
c2

, vyruš́ı se opět podtržené členy a rovnice přejde na tvar

x2

(
1 − v2

c2

)
+ y2 + z2 = c2t2

(
l − v2

c2

)
.

Nyńı stač́ı už jen znormovat x a t koeficientem
√

1− v2

c2
a dostáváme Lorentzovy transformace splňuj́ıćı

podmı́nku, aby světelná vlnoplocha byla v nehybné i v pohybuj́ıćı se soustavě kulová:

x′ =
x− vt√
1− v2

c2

, y′ = y, z′ = z, t′ =
t− v

c2
x√

1− v2

c2

.

Obvykle zavád́ıme označeńı

β =
v

c
, γ =

1√
1− β2

(1.1)

a zapisujeme Lorentzovy transformace ve tvaru

x′ = γ(x− vt), y′ = y, z′ = z, t′ = γ

(
t− β

c
x

)
. (1.2)

Vztažná soustava se zřejmě nesmı́ pohybovat rychlost́ı světla; jinak bychom dostali ve jmenovateli
Lorentzových transformaćı nulu. Nelze tedy spojit vztažnou soustavu se světelným paprskem, resp. s
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fotonem. Pokud by se soustava pohybovala rychlost́ı větš́ı než světelnou, dostali bychom koeficient γ
imaginárńı; nev́ıme ovšem, co by to fyzikálně znamenalo.

Někdy se zjednodušeně tvrd́ı, že podle teorie relativity se ”nic” nemůže pohybovat rychlost́ı větš́ı než
je rychlost světla ve vakuu. Toto tvrzeńı neńı správné, nemluvě už o tom, že ”nic” neńı fyzikálńı termı́n.
Ukazuje se, že je celá řada veličin a úkaz̊u, které se pohybuj́ı rychlost́ı nadsvětelnou. Tak např́ıklad fázová
rychlost sinusové vlny, pr̊useč́ık ostř́ı velmi dlouhých n̊užek, světelný záblesk (”prasátko”) v dostatečné
vzdálenosti od zdroje, kterým otáč́ıme apod. mohou přesahovat rychlost světla. Podrobněǰśı analýza však
prokáže, že všechny tyto kuriozńı nadsvětelné jevy nemohou přenášet energii ani informaci. Abychom
přenesli informaci elektromagnetickou vlnou, muśıme ji modulovat; informace se pak bude š́ı̌rit nikoli
fázovou rychlost́ı, nýbrž grupovou, která je podsvětelná. To co se š́ı̌ŕı nadsvětelnou rychlost́ı jsou tedy v
podstatě samé pošetilosti.

Někdy je možné zanedbat druhou mocninu β ve srovnáńı s jedničkou a položit přibližně γ ≈ 1. Pak
dostaneme takzvané ”pomalé” Lorentzovy transformace

x′ = x− vt, y′ = y, z′ = z, t′ = t− β

c
x . (1.3)

Snadno dostaneme též zpětné Lorentzovy transformace, tj. vyjádřeńı nečárkovaných veličin pomoćı
čárkovaných. K tomu zřejmě stač́ı prostě změnit znaménko rychlosti v na opačné.

Lorentzovy transformace lze zapsat též ve vektorovém tvaru jako

~r′ = ~r + ~v

[
~r · ~v
v2

(γ − 1)− γt
]
, t′ = γ

[
t− ~r · ~v

c2

]
. (1.4)

Pro ~v ≡ (v, 0, 0) odpov́ıdá tato vektorová forma obvyklým Lorentzovým transformaćım. Je však obecněǰśı
v tom, že ji lze použ́ıt i tehdy, má-li rychlost ~v obecný směr (při zachováńı rovnoběžnosti souřadných os).

Z Lorentzových transformaćı plyne celá řada překvapivých d̊usledk̊u. Je to předevš́ım relativita soumı́stnosti
a současnosti. Uvažujme dvě události charakterizované časovým okamžikem a prostorovými souřadnicemi
t1, x1, y1, z1 a t2, x2, y2, z2. Časový interval mezi nimi v soustavě S bude ∆t = t2 − t1, vzdálenost ∆l =√

∆x2 + ∆y2 + ∆z2, kde ∆x = x2 − x1, . . .. Z (1.2) dostáváme v soustavě S ′:

∆t′ = γ(∆t− β

c
∆x), ∆x′ = γ(∆x− v∆t), ∆y′ = ∆y, ∆z′ = ∆z . (1.5)

Odtud je zřejmé, že jsou-li dvě události v soustavě S soumı́stné, ∆l = 0, nemuśı být soumı́stné v
soustavě S ′.( ∆l′ = 0 jen bude-li ∆t = 0). To nás nemuśı překvapovat, nebot’ s podobnou situaćı
se setkáváme i v nerelativistické fyzice. Je však překvapivěǰśı, že dvě události současné v jedné vztažné
soustavě nemuśı být současné v druhé. Je-li ∆t = 0, bude ∆t′ = 0 jen pro události prob́ıhaj́ıćı v témž
mı́stě (při ∆x = 0).

Daľśı neobvyklý d̊usledek Lorentzových transformaćı souviśı s t́ım, že čas prob́ıhá v r̊uzných vztažných
soustavách r̊uzně. V pohybuj́ıćı se soustavě bude čas prob́ıhat pomaleji než v soustavě nehybné; nazýváme
to dilatace času. Mějme nějaký objekt, např́ıklad těleso či částici pohybuj́ıćı se rovnoměrně př́ımočaře
rychlost́ı v ve směru osy x. Potom s touto částićı můžeme spojit počátek pohybuj́ıćı se vztažné soustavy
S ′ ; tato soustava se nazývá vlastńı (klidová) soustavou částice. Je zřejmé, že všechny události týkaj́ıćı se
této částice budou soumı́stné, budou prob́ıhat vždy v počátku O′. Proto podle (1.5)

∆x′ = 0, ∆x = v∆t, ∆t′ = γ(∆t− v

c2
v∆t) = γ−1∆t .

Budeme-li odeč́ıtat čas v obou soustavách od společného okamžiku jejich splynut́ı a označ́ıme-li vlastńı čas
částice t′ = τ , dostaneme vztah pro dilataci času v podobě

τ = γ−1t = t

√
1− v2

c2
. (1.6)

Experimentálńı potvrzeńı tohoto neobvyklého d̊usledku lze vidět v tom, že částice, které maj́ı v klidovém
stavu krátkou dobu života, mohou při pohybu rychlost́ı bĺızkou rychlosti světla urazit dráhu odpov́ıdaj́ıćı
mnohonásobně deľśı době. Tak např́ıklad miony kosmického zářeńı, které se v klidu rozpadaj́ı za 2, 2.10−6 s
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obr. 1.7 obr. 1.8

mohou v atmosféře proletět mnoho kilometr̊u, i když by během svého života měly stačit urazit rychlost́ı
bĺızkou rychlosti světla jen asi 660 m. Podobně se chovaj́ı i částice urychlené na urychlovač́ıch. V posledńı
době se již podařilo prokázat tento efekt i př́ımým srovnáváńım chodu atomových hodin na Zemi a v
rychle let́ıćıch letadlech.

Představa, že kosmonaut pohybuj́ıćı se v raketě rychlost́ı bĺızkou rychlosti světla bude stárnout pomaleji
než pozorovatel na Zemi se zdá nesmyslná z hlediska ZLR, t́ım sṕı̌se, že v soustavě spojené s raketou by
měl opět stárnout pomaleji pozorovatel na Zemi. Je to jeden z mnoha tzv. ”paradox̊u” STR, ovšem pouze
zdánlivých. Na samotném faktu, že se r̊uzné věci jev́ı jinak s hlediska r̊uzných vztažných soustav neńı
ještě nic paradoxńıho. Princip relativity pouze tvrd́ı, že všechny fyzikálńı (a ovšem i chemické, biologické
atd.) děje prob́ıhaj́ı stejně ve všech inerciálńıch vztažných soustavách. Kosmonaut ve své vlastńı vztažné
soustavě si bude stárnout stejným tempem jako pozorovatel ve své pozemské soustavě.

Určitý problém nastane, setkaj́ı-li se nakonec kosmonaut a pozorovatel ve společné vztažné soustavě,
např́ıklad na Zemi a budou porovnávat, kdo z nich je starš́ı. Někdy hovoř́ıme o tzv. ”paradoxu dvojčat”.
Ze dvou stejně starých dvojčat se jeden, pan Bingle, vydá na kosmickou cestu rychlost́ı v, zat́ımco jeho
bratr, pan Dingle, z̊ustane na Zemi. Poté, co uraźı vzdálenost ∆x (viz obr. 1.7), začne se pan Bingle vracet
zpět rychlost́ı −v na Zem.

Označme A a D události odletu a př́ıletu pana Bingla na Zem, událost B je přistáńı pana Bingla na
ćılové planetě. Od odletu do př́ıletu uplyne na Zemi doba ∆tAD, současně s přistáńım B proběhne na
Zemi nějaká událost C, z d̊uvodu symetrie zřejmě právě v polovině intervalu ∆tAD. Kosmonaut prožije od
odletu do návratu dobu ∆τAD, z toho polovinu času v rychlosti v a druhou v rychlosti −v. Z (1.6) máme

∆tAC = ∆tCD = ∆tAB = ∆tBD =
∆x

v
,

∆τAD = γ−1(∆tAC + ∆tCD) = γ−1∆tAD < ∆tAD . (1.7)

S hlediska pana Dingla bude tedy jeho bratr po návratu fyzicky mladš́ı. Sešleǰśı stav pana Dingla je
ovšem absolutńı fakt, který se muśı jevit stejně s hlediska jakékoli vztažné soustavy. Jak si jej vysvětĺı pan
Bingle? Jeho situace neńı zcela symetrická – zat́ımco jeho bratr trávil život v inerciálńı soustavě, pan Bingle
třikrát přecházel z jedné vztažné soustavy do druhé. Trávil tedy krušné okamžiky prudce neinerciálńıch
pohyb̊u a přesně vzato úloha t́ım vybočuje z STR. Představa o tom, že přesedáńı z jedné inerciálńı soustavy
do druhé se dělo okamžitě je samozřejmě idealizaćı, ale řešeńı je v rámci STR přesto zcela konzistentńı.
Zaj́ımavé je, že zat́ımco Bingle přesedal, šedivěl z toho na Zemi jeho bratr.

Věc je v tom, že v pohybuj́ıćıch se soustavách nebudou události B a C současné. V soustavě v bude
k B na Zemi současná událost E a v soustavě −v událost F (viz obrázek), takže ∆τEB = ∆τBF =
0, ∆τAE + ∆τFD = ∆τAD. Z podmı́nky (1.5) pro zpětnou transformaci dostaneme

∆tEB = ∆tBF = γ
v

c2
∆x′, kde ∆x′ =

1

2
v∆τAD .

Potom

27



∆tAD = ∆tAE + ∆tFD + ∆tEF = (∆tAE + ∆tFD) + 2∆tEB =

γ−1(∆τAE + ∆τFD) + γβ2∆τAD = (γ−1 + γβ2)∆τAD = γ∆τAD (1.8)

v souladu s (1.7). Obecněǰśı řešeńı s uvážeńım neinerciálńıch úsek̊u cesty (brzděńı, urychleńı, otočka)
ukazuje, že v některých př́ıpadech může doj́ıt i k opačnému efektu (rychleǰśımu stárnut́ı kosmonauta),
ale neńı d̊uvod̊u pochybovat o tom, že změna ve fyzickém stář́ı dvojčat bude reálná. V principu tak
může kosmonaut přicestovat zpět na Zemi v bližš́ı či vzdáleněǰśı budoucnosti. Důležité je, že neńı možná
cesta zpět do minulosti, což by mohlo vyvolat spor s principem př́ıčinnosti (př́ıčiny muśı vždy předcházet
následk̊um, i když ”post hoc” nemuśı ještě znamenat ”propter hoc”).

S dilataćı času úzce souviśı i relativistický Doppler̊uv jev. V roce 1842 zformuloval v Praze Christian
Doppler princip, podle něhož se frekvence vlněńı registrovaná pozorovatelem (f) lǐśı od frekvence vlněńı
ve vlastńı soustavě zdroje (f0), pohybuj́ı-li se zdroj a pozorovatel vzájemnou rychlost́ı v a je-li θ úhel mezi
směrem pohybu a spojnićı od zdroje k pozorovateli (viz obr. 1.8):

f =
f0

1− v
c

cos θ
(1.9)

Protože frekvence je převrácenou hodnotou periody, dostaneme v relativistickém př́ıpadě

f = γ−1 f0

1− v
c

cos θ
. (1.10)

Při θ = 0 , π dostáváme takzvaný podélný Doppler̊uv jev, při θ = π
2

př́ıčný Doppler̊uv jev:

fpod = γ−1 f0

1∓ v
c

, fpř = γ−1f0 . (1.11)

Př́ıčný Doppler̊uv jev je čistě relativistický efekt druhého řádu a byl experimentálně pozorován teprve v
r. 1938 při vyzařováńı rychlých iont̊u vod́ıku (H.F.Ives, G.R.Stilwell).

Daľśım relatistickým jevem je takzvaná kontrakce délek. Mějme tuhé těleso konečných rozměr̊u a spojme
s ńım vztažnou soustavu S ′. V této soustavě bude těleso nehybné a jeho vlastńı délka zde bude λ = l′ =
x′2 − x′1. V nepohybuj́ıćı se soustavě S muśıme měřit polohu obou konc̊u tělesa v témž okamžiku t1 = t2.
Z Lorentzových transformaćı pak máme

l′ = x′2 − x′1 = γ[x2 − x1 − v(t2 − t1)] = γ(x2 − x1) = γl .

Pro vlastńı délku tedy dostáváme

λ = γl =
l√

1− v2

c2

. (1.12)

Podélný rozměr pohybuj́ıćıho se tělesa je tedy zkrácen oproti jeho vlastńımu rozměru. Ve stejném
poměru se zřejmě zmenšuje i objem tělesa. Také tato kontrakce délek je experimentálně potvrzována; jak
uvid́ıme, jej́ım př́ımým d̊usledkem je i existence magnetického pole. Kontrakce délek a dilatace času spolu
úzce souvisej́ı. Připomeňme si př́ıpad kosmických mion̊u, které proběhly v atmosféře několik kilometr̊u -
ve své vlastńı soustavě pozoruj́ı, že kolem nich prob́ıhá vrstva atmosféry, jej́ıž tloušt’ka je ovšem zkrácena
na oněch 660 m, které jsou miony s to během svého života proběhnout.

Z Lorentzových transformaćı př́ımo vyplývaj́ı pravidla pro skládáńı rychlost́ı. Děĺıme-li dx′, dy′, dz′

veličinou dt′ a označ́ıme rychlosti nějaké částice v čárkované a nečárkované soustavě u′x = dx′

dt′
, . . . , ux =

dx
dt
, . . ., dostáváme

u′x =
ux − v
1− uxv

c2

, u′y,z =
uy,z

√
1− v2

c2

1− uxv
c2

. (1.13)

Pokud se sč́ıtaj́ı pouze rychlosti podél osy x, dostáváme
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obr. 1.9

u′ =
u− v
1− uv

c2

, u =
u′ + v

1 + uv
c2

. (1.14)

Odtud je zřejmé, že součet dvou rychlost́ı, třeba bĺızkých rychlosti světla, nikdy rychlost světla nepřesáhne.
Snadno ověř́ıme, že vystřeĺıme-li z rakety pohybuj́ıćı se téměř rychlost́ı světla laserový paprsek, bude po
sečteńı rychlost́ı podle (1.14) jeho rychlost stejná v čárkované i nečárkované soustavě.

Někdy se může hodit vektorový výraz pro skládáńı rychlost́ı: 1

~u′ =
~u+ ~v

[
~u·~v
v2

(γ − 1)− γ
]

γ
(
1− ~u·~v

c2

) ≈ ~u− ~v
1− ~u·~v

c2

. (1.15)

Pomoćı relativistického sč́ıtáńı lze vysvětlit výsledek Fizeauova pokusu se strháváńım éteru proud́ıćı
vodou (obr. 1.9). Jedna část rozštěpeného světelného paprsku procháźı vzdálenost 2l ve směru proud́ıćıho
vodńıho sloupce, druhá proti proudu a poté oba interferuj́ı. Rychlost světla v klidné vodě souviśı s indexem
lomu n vztahem v0 = c

n
; přitom je tato rychlost samozřejmě mnohem větš́ı než rychlost prouděńı V . Fizeau

předpokládal, že světelný éter je částečně strháván proud́ıćı vodou a zavedl tzv. koeficient strháváńı k,
takže podle něj rychlost světla po proudu a proti proudu byla v1 = v0 + kV, v2 = v0 − kV .Časový rozd́ıl
chodu obou paprsk̊u, který je možno změřit posunem interferenčńıch proužk̊u, čińı tedy

∆t =
2l

v0 − kV
− 2l

v0 + kV
≈ 4klV

v2
0

=
4klV n2

c2
.

Na základě tohoto vztahu mohl Fizeau experimentálně určit koeficient k a zjistil, že k = 1 − 1
n2 . Tentýž

výsledek můžeme však dostat na základě relativistického sč́ıtáńı rychlost́ı. Je-li rychlost světla v soustavě
spojené s pohybuj́ıćı se vodou v0, bude v laboratorńı soustavě

v =
v0 ± V
1± v0V

c2

≈ v0 ∓ V
(

1− 1

n2

)
.

Dostáváme tedy týž výsledek jako Fizeau, aniž bychom předpokládali existenci éteru a jeho strháváńı.
S relativistickým skládáńım rychlost́ı úzce souviśı i transformace směru. Uvažme okamžik t = t′ = 0,

kdy počátky pevné a pohybuj́ıćı se soustavy splývaj́ı a mějme částici, která se pohybuje v rovině x, z
rychlost́ı ~u, resp. ~u′ pod úhlem θ, resp. θ′ vzhledem k ose x (viz obr. 1.10).

Pak máme ux = u cos θ, u′x = u′ cos θ′, uz = u sin θ, u′z = u′ sin θ. Použijeme-li pravidla pro sč́ıtáńı
rychlost́ı (1.13), dostaneme
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obr. 1.10 obr. 1.11

tg θ′ =
u′z
u′x

= γ−1 uz
ux − v

= γ−1 u sin θ

u cos θ − v
. (1.16)

Jde-li o směr světelného paprsku, (obr. 1.11) polož́ıme u = u′ = c, a pro v � c, γ ≈ 1 máme

∆θ = θ′ − θ ≈ tg (θ′ − θ) =
tg θ′ − tg θ

1 + tg θ′tg θ
=

β sin θ

1 − β cos θ
≈ β sin θ .

Posledńı výraz odpov́ıdá klasickému přibĺıžeńı pro Bradleyho aberaci.

V Newtonově fyzice jsme zvykĺı, že délka, vzdálenost dvou bod̊u v prostoru ∆l =
√

(∆x)2 + ∆y)2 + ∆z)2

se neměńı při přechodu z jedné soustavy do druhé, je invariantńı. Jak v́ıme v STR tomu tak neńı. Přesto
však je možno vytvořit invariant, který se neměńı, aplikujeme-li na souřadnice a čas Lorentzovy transfor-
mace. Tento invariant nazýváme intervalem. Čtverec intervalu je

(∆s)2 = c2(∆t)2 − (∆l)2 = c2(∆t′)2 − (∆l′)2 = invariant . (1.17)

Na rozd́ıl od délky v obyčejném euklidovském prostoru může být čtverec intervalu kladný, záporný
či nulový a interval může být i imaginárńı. Zavedeme-li čtyřrozměrný prostor událost́ı, prostoročas, jehož
body maj́ı souřadnice ct, x, y, z (koeficient c u t zajǐst’uje fyzikálńı rozměr délky), potom můžeme interval
považovat za jakousi svéráznou délku, vzdálenost mezi dvěma událostmi tohoto prostoru. Ř́ıkáme, že vzta-
hem (1.17) jsme zadali metriku (zp̊usob měřeńı vzdálenost́ı) v tomto prostoru. Metrika takto definovaného
čtyřrozměrného prostoru se zřejmě lǐśı od metriky čtyřrozměrného euklidovského prostoru znaménkem
minus v (1.17). Proto tento prostor nazýváme s matematického hlediska prostor pseudoeuklidovský nebo
prostor Minkowského.

Interval úzce souviśı s vlastńım časem. Prob́ıhaj́ı-li nějaké události s určitým tělesem nebo částićı, plat́ı
pro ně ve vlastńı soustavě tělesa ∆l′ = 0. Potom ∆s = c∆t′ = c∆τ , kde τ je vlastńı čas tělesa.

Dvě události, dva body prostoročasu (někdy jej též nazýváme světovým prostorem) mohou být odděleny
následuj́ıćımi typy interval̊u:

• (∆s)2 > 0, ∆s reálný. Takový interval nazýváme časopodobným. Má tu vlastnost, že vždy existuje
vztažná soustava, v ńıž tyto dvě události lze učinit soumı́stnými. To se týká např́ıklad všech událost́ı,
které se děj́ı s jedńım tělesem a zmı́něná soustava je jeho vlastńı soustava. Takové události mohou
být př́ıčinně spojeny, život, vývoj jednoho tělesa (částice) je vždy řetězem př́ıčin a následk̊u.

• (∆s)2 = 0, ∆l = ±c∆t. Takový interval nazýváme světlopodobným. Dvě události spojené světlopodobným
intervalem jsou např́ıklad vysláńı a přijet́ı signálu předávaného rychlost́ı světla.

• (∆s)2 < 0, ∆s imaginárńı. Takový interval nazýváme prostoropodobným. Má tu vlastnost, že vždy
existuje vztažná soustava, v ńıž lze tyto dvě události učinit současnými. Takové události zřejmě
nemohou být v př́ıčinném spojeńı a nemohou se týkat téhož tělesa.
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obr. 1.12

V prostoru událost́ı (světovém prostoru) obyčejně znázorňujeme tzv. světelný kužel. Na obr. 1.12 vid́ıme
jeho projekci do roviny ct, x, kde je zobrazen dvojićı př́ımek x = ±ct. Počátek O představuje výchoźı
událost, naše ”zde” a ”nyńı”. Všechny události spojené s touto výchoźı událost́ı časopodobným intervalem
lež́ı uvnitř světelného kužele (vlastně dvojkužele), světlopodobným intervalem na plášti tohoto kužele a
prostoropodobným intervalem mimo tento kužel. Život tělesa tedy představuje sled bod̊u v prostoročase
(světobod̊u) spojených světočárou procházej́ıćı vrcholem světelného kužele; události minulé pod osou x,
události budoućı nad ńı.
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3. Relativistická dynamika

Základńımi pojmy dynamiky jsou hybnost a śıla. Po zkušenosti s polohovým vektorem a Lorentzovými
transformacemi je logické požadovat, aby i vektor hybnosti ~p ≡ (px, py, pz) projevoval podobné trans-
formačńı vlastnosti jako polohový vektor, tedy zejména aby platilo p′y = py, p

′
z = pz. Lze se přesvědčit, že

takovému požadavku bude vyhověno, budeme-li definovat hybnost částice o hmotnosti m a pohybuj́ıćı se
rychlost́ı ~u vztahem

~p =
m~u√

1 − u2

c2

. (1.18)

V souhlase s principem korespondence přecháźı tato definice v nerelativistickou hybnost při u � c.
Hmotnost m je konstantńı a nazývá se též klidovou hmotnost́ı.

K přetransformováńı složek py, pz nám nyńı postač́ı pravidla pro skládáńı rychlost́ı (1.13):

p′y,z =
mu′y,z√
1− u′2

c2

=
muy,z√
1− u2

c2

= py,z . (1.19)

Při úpravě jsme zlomek rozš́ı̌rili
√

1− u2

c2
a použili identity

1√
1− u′2

c2

= γ
1− uxv

c2√
1− u2

c2

, (1.20)

kterou si ve volné chv́ıli snadno dokážeme.
Přetransformujeme nyńı složku px s použit́ım (1.20)

p′x =
mu′x√
1− u′2

c2

= γ

 mux√
1− u2

c2

− v

c2

mc2√
1− u2

c2

 = γ (px −
β

c
E) . (1.21)

Jako E jsme označili výraz

E =
m c2√
1 − u2

c2

, (1.22)

který má rozměr energie. Je logické předpokládat, že představuje energii volné, bezsilové částice. Pro malé
rychlosti přecháźı v konstantńı hodnotu

E0 = m c2 , (1.23)

kterou můžeme nazvat klidovou energíı částice. Je to zřejmě vlastńı energie částice v jej́ı klidové soustavě.
V nerelativistické fyzice se sice s takovou konstantńı energíı nesetkáváme, ale energie je tam definována s
přesnost́ı na adičńı konstantu, takže k rozporu nedocháźı. Kinetickou energii v STR můžeme rozložit do
řady pro malé hodnoty poměru u

c
:

Ek = E − mc2 = mc2

(
1− u2

c2

)− 1
2

− mc2 = mc2

(
1 +

1

2

u2

c2
+

3

8

u4

c4
+ · · · − 1

)
=

=
1

2
mu2 +

3

8
m
u4

c4
+ · · · (1.24)

Můžeme se přesvědčit, že energie částice definovaná vztahem (2.7) vzr̊ustá, koná-li vněǰśı śıla nad částićı
práci. Výkon takové śıly bude

P = ~F · ~u =
d~p

dt
· ~u =

d

dt

 m~u√
1− u2

c2

 · ~u =
d

dt

mc2√
1− u2

c2

.
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Protože P = dE
dt

, dostaneme integraćı

E =
mc2√
1− u2

c2

+ konst . (1.25)

Pro určeńı integračńı konstanty v (1.25) nemáme teoretický podklad. Z̊ustává totiž otázkou, zda klidová
energie (1.23) představuje skutečně úplnou energii částice. Teprve experimentálńı objev anihilace částic a
antičástic, kdy klidová energie zcela miźı a měńı se v energii kinetickou a energii zářeńı (docháźı k úplnému
uvolněńı energie), umožnil položit integračńı konstantu v (1.25) rovnou nule.

Poznámka. Někdy se zavád́ı takzvaná relativistická hmotnost m = E
c2

, která roste při přibližováńı
rychlosti částice rychlosti světla a při nulové rychlosti přecháźı v hmotnost klidovou. Je to však zbytečné,
nebot’ tato veličina je stále úměrna energii. Nav́ıc se t́ım pojem hmotnosti zbytečně komplikuje - v po-
hybové rovnici už totiž nemůžeme vytknout hmotnost jako konstantńı a psát ~F = m~a. Hmotnost částice
bude záviset nejen na velikosti rychlosti, ale i na směru rychlosti vzhledem ke směru p̊usob́ıćı śıly. Někdy
se setkáváme se starými pojmy ”hmotnost podélná” a ”hmotnost př́ıčná”, p̊usob́ı-li śıla rovnoběžně nebo
kolmo ke směru rychlosti. Hmotnost tak zřejmě přestává být vhodnou mı́rou setrvačnosti částice a je
nejvyšš́ı čas se tohoto pojmu zbavit. Něco jiného je klidová hmotnost částice, která představuje určitou
skalárńı, invariantńı vlastnost. I tu ovšem můžeme vyjadřovat jako klidovou energii v energetických jed-
notkách (u částic v elektronvoltech a jejich násobćıch).

Vrat’me se nyńı k transformačńımu vztahu pro složku hybnosti px (1.21). Vid́ıme, že tato složka hybnosti
se při transformaci váže s energíı, podobně jako u Lorentzových transformaćı se souřadnice x váže s časem.
Provedeme ještě transformaci energie (použijeme přitom užitečného vztahu (1.20)):

E ′ =
mc2√
1− u′2

c2

= γ

 mc2√
1− u2

c2

− v mux√
1− u2

c2

 = γ (E − vpx) . (1.26)

Vid́ıme, že STR spojuje vždy jednu skalárńı a jednu vektorovou veličinu do čtveřice souřadnic, které se
při přechodu od jedné inerciálńı soustavy k druhé transformuj́ı společně. Vzniká tak polohový čtyřvektor
v prostoročase, který můžeme zapsat ve formě (ct, x, y, z) = (x0, x1, x2, x3) nebo čtyřhybnost (čtyřvektor

energie - hybnosti)
(
E
c
, px, py, pz

)
= (p0, p1, p2, p3), a jiné. S matematického hlediska jsou to vektory ve

čtyřrozměrném prostoru Minkowského a transformuj́ı se podle obecných Lorentzových transformaćı

a′0 = γ(a0 − βa1), a′1 = γ(a1 − βa0), a′2 = a2, a′3 = a3 . (1.27)

(Jde o tzv. kontravariantńı složky čtyřvektor̊u, které se znač́ı horńımi indexy).
Invariant (”délku”) těchto čtyřvektor̊u můžeme vyjádřit jako

(a0)2 − (a1)2 − (a2)2 − (a3)2 = invariant.

Vı́me, že pro polohový čtyřvektor je t́ımto invariantem interval. Pro čtyřhybnost dostáváme

E2

c2
− p2 =

m2c2

1− u2

c2

− m2u2

1− u2

c2

= m2c2 ,

což je jistě invariant (konstanta).
Odtud dostáváme d̊uležitý relativistický vztah mezi energíı a hybnost́ı:

E =
√
p2c2 + m2c4 . (1.28)

V nerelativistickém př́ıpadě tomuto vztahu odpov́ıdá pouze kinetická energie volné částice E = p2

2m
. Existuj́ı

i částice o nulové klidové hmotnosti (např́ıklad foton) a pro ně pak z (1.28) dostaneme

E = p c . (1.29)

Nakonec najdeme vztah pro transformaci śıly z jedné vztažné soustavy do druhé. Požadujeme přitom,
aby Newton̊uv pohybový zákon měl formálně týž tvar jako v nerelativistické fyzice, tj. aby platilo
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~F =
d~p

dt
, ~F ′ =

d~p′

dt′
.

Přitom se ovšem budou relativisticky transformovat jak hybnosti tak čas. Abychom mohli při derivováńı
podle času přecházet od nečárkovaných veličin k čárkovaným a naopak, odvod́ıme napřed užitečný vztah
plynoućı z Lorentzových transformaćı a transformace x-ové složky rychlosti. Protože

dt′ = γ
(
dt − v

c2
dx
)
,

máme

dt′

dt
= γ

(
1− uxv

c2

)
= γ

1− u′x + v

1 + u′xv
c2

v

c2

 =
1

γ

(
1 +

u′xv

c2

)−1

. (1.30)

Vyjádř́ıme nyńı složky śıly ~F pomoćı složek ~F ′:

Fx =
dpx
dt

= γ

(
dp′x
dt′

+
v

c2

dE ′

dt′

)
dt′

dt
=

F ′x + v
c2
~F ′ · ~u′

1 + u′xv
c2

= F ′x + γ
v

c2
(F ′yuy + F ′zuz) ,

Fy,z =
dpy,z
dt

=
dp′y,z
dt′

dt′

dt
=

1

γ

(
1 +

u′xv

c2

)−1

F ′y,z = γ
(

1− uxv

c2

)
F ′y,z . (1.31)

Přejdeme k vektorovému vyjádřeńı. Zaṕı̌seme-li rychlost v jako vektor ~v ≡ (v, 0, 0), můžeme zapsat
složky śıly ve tvaru

Fx = F ′x − γ
v

c2
F ′xux + γ

v

c2
(~F ′ · ~u) = (1− γ)F ′x + γ

(
1− ~u · ~v

c2

)
F ′x + γ

v

c2
(~F ′ · ~u) ,

Fy,z = γ

(
1− ~u · ~v

c2

)
F ′y,z .

Shrneme-li vztahy pro transformaci složek śıly, můžeme psát

~F = (1− γ)
~F ′ · ~v
v2

~v + γ ~F ′ +
γ

c2

[
~v(~u · ~F ′)− ~F ′(~u · ~v)

]
= (1− γ)

~F ′ · ~v
v2

~v + γ ~F ′ +
γ

c2
~u× (~v × ~F ′) . (1.32)

Má-li śıla ve vlastńı soustavě zdroje (např́ıklad v soustavě spojené s pohybuj́ıćım se nábojem) tvar

~F ′ = k
~r′

r′3
,

potom s použit́ım (1.4) polož́ıme-li t = 0 dostaneme

~F =
kγ

r′3

[
~r +

1

c2
~u× (~v × ~r)

]
. (1.33)

4. O obecné teorii relativity

Einstein̊uv princip relativity hovoř́ı o rovnocennosti všech inerciálńıch vztažných soustav. Jak v́ıme,
v neinerciálńıch soustavách se objevuj́ı setrvačné śıly, které nemaj́ı bezprostředńı p̊uvod v interaguj́ıćıch
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tělesech. Na druhé straně již v Newtonově mechanice bylo ustanoveno, a postupně experimentálně ověřováno
se stále větš́ı přesnost́ı, že setrvačná śıla a gravitace maj́ı tytéž účinky, že setrvačná hmotnost a gravitačńı
hmotnost jsou si úměrny, že je lze je sč́ıtat a vyjadřovat v týchž jednotkách. Je to tzv. Newton̊uv princip
ekvivalence.

Einstein učinil daľśı krok a vyslovil předpoklad, že setrvačnost a gravitace jsou př́ımo totožné. T́ım na
jedné straně vytvořil novou teorii gravitace a straně druhé zobecnil teoii relativity i na neinerciálńı soustavy.
Tuto teorii proto nazýváme obecnou teoríı relativity, OTR. Jej́ı základńı postuláty můžeme zformulovat
např́ıklad takto:

1. Fyzikálńı zákony maj́ı stejný tvar ve všech vztažných soustavách (obecný princip relativity).

2. Všechny fyzikálńı děje prob́ıhaj́ı stejně v inerciálńı soustavě, v ńı̌z p̊usob́ı homogenńı gravitačńı pole
intenzity ~g a v neinerciálńı soustavě pohybuj́ıćı se rovnoměrně zrychleně se zrychleńım −~g (Einstein̊uv
princip ekvivalence).

V malé oblasti prostoru můžeme gravitačńı pole vždy považovat za homogenńı a nahradit je lokálńı
vztažnou soustavou pohybuj́ıćı se v̊uči inerciálńım soustavám s konstantńım zrychleńım. Obecně v prostoru
je však gravitačńı pole nehomogenńı a muśıme proto stále přecházet od jedné lokálńı vztažné sopustavy
k druhé. To je ekvivalentńı představě o zakřiveném prostoru. Bud’ můžeme prohlásit, že světelný paprsek
zakřivuje svou dráhu pod vlivem gravitačńıho pole nebo proto, že sám prostor je zakřiven a nejkratš́ı
dráhy, spojnici dvou bod̊u nelež́ı v př́ımkách, ale v zakřivených, takzvaných geodetických čarách.

Gravitaci můžeme tedy nahradit udáńım pravidla měřeńı vzdálenost́ı, tj. metriky prostoročasu. Nesmı́me
zapomı́nat, že v teorii relativity čas hraje úlohu jedné ze souřadnic a že jde tedy o zakřivený prostoročas,
což si lze jistě velmi obt́ıžně představit. Mı́sto čtyřrozměrného pseudoeuklidovského prostoru Minkowského
máme nyńı čtyřrozměrný prostor pseudoriemannovský. Je třeba podotknout, že geometrické vlastnosti
zakřivených, neeuklidovských prostor̊u byly matematicky prozkoumány již v polovině minulého stolet́ı.
Zabývali se jimi C.F.Gauss, N.Lobačevský, J.Bolyai a zejména německý matematik B.Riemann. Avšak
teprve Einsteinova OTR ukázala že tyto matematické prostory vyjadřuj́ı gravitačńı vlastnosti reálného
světa, že náš fyzikálńı prostor je zakřiven. Geometrie reálného světa se tak stala součást́ı fyziky.

Metrické vlastnosti prostoru popisuje takzvaný metrický tenzor gµν , pomoćı něhož je možno zapsat
interval ve tvaru

ds2 = gµν dx
µdxν .

Řecké indexy zde prob́ıhaj́ı hodnoty 0, 1, 2, 3 a přes odpov́ıdaj́ıćı si horńı a dolńı indexy se sč́ıtá. Met-
rický tenzor je symetrický a má tedy obecně deset r̊uzných složek (tzv. gravitačńıch potenciál̊u). Pro
pseudoeuklidovský prostor Minkowského přecháźı metrický tenzor na tvar

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

v prvńım přibĺıžeńı slabého gravitačńıho pole dostáváme

gµν =


1 + 2φ

c2
0 0 0

0 −
(
1− 2φ

c2

)
0 0

0 0 −
(
1− 2φ

c2

)
0

0 0 0 −
(
1− 2φ

c2

)

 .

Zde φ označuje gravitačńı potenciál. V silném gravitačńım poli neńı ovšem metrický tenzor diagonálńı.
Matematický formalismus OTR je poměrně náročný a nebudeme se j́ım zde zabývat. Podotkneme pouze,
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že od metrického tenzoru je možno odvodit takzvaný Einstein̊uv tenzor křivosti Gµν , který vystupuje ve
slavné Einsteinově rovnici z roku 1916:

Gµν + Λgµν =
8πκ

c4
Tµν . (1.34)

Na pravé straně vystupuje čtyřtenzor energie - hybnosti Tµν , který udává rozložeńı hmoty v prostoru, κ je
gravitačńı konstanta. Pokud jde o druhý člen na levé straně, má smysl jej uvažovat pouze u kosmologických
problémů vesmı́ru jako celku; tzv.kosmologická konstanta Λ zde je velmi malá.

Einsteinova rovnice tedy spojuje křivost prostoru s rozložeńım hmoty. Ve skutečnosti představuje deset
rovnic pro gravitačńı potenciály, a to nelineárńıch, nebot’ gravitačńı pole, které vyvolává zakřiveńı prostoru
má samo též energii a p̊usob́ı vlastně samo na sebe. Přes mimořádnou matematickou obt́ıžnost nalezl
Schwarzschild prvńı řešeńı Einsteinovy rovnice ještě v roce 1916. Šlo o řešeńı pro př́ıpad centrálńıho,
sféricky symetrického pole, tedy zobecněńı Newtonova gravitačńıho zákona. Ve sférických souřadnićıch
dává toto řešeńı pro interval

ds2 =
(

1− rg
r

)
c2dt2 − dr2

1− rg
r

− r2(sin2 θdϕ2 + dθ2) . (1.35)

Veličina

rg =
2κm

c2
(1.36)

představuje známý Schwarzschild̊uv poloměr, při jehož dosažeńı nastává singularita, gravitačńı kolaps a
zhrouceńı do černé d́ıry. Pro Slunce je tento poloměr roven asi 3 km, pro Zemi 0,9 cm. Obecně nebyly
Einsteinovy rovnice dosud vyřešeny, je známo pouze několik daľśıch řešeńı d́ılč́ıch, např́ıklad Kerrovo řešeńı
z r. 1963 pro rotuj́ıćı kouli. V OTR se ukazuje, že gravitačńı pole nerotuj́ıćı a rotuj́ıćı hmoty jsou r̊uzná.

Na rozd́ıl od STR, která je denně ověřována technickou prax́ı, setkáváme se s d̊usledky OTR pouze v
kosmických podmı́nkách nebo při velmi precisńıch experimentech. Za prvńı experimentálńı ověřeńı OTR je
možno považovat jev stáčeńı perihelia planet. Vı́me, že při sebemenš́ı odchylce od Newtonova gravitačńıho
zákona přestane se planeta pohybovat po uzavřené elipse a jej́ı perihelium se začne posouvat. Nejvýrazněǰśı
je tento posun u Merkuru, čińı 5 600” za stolet́ı. Z větš́ı části je zp̊usoben poruchami se strany daľśıch
planet a nesféričnost́ı Slunce, ale hodnotu 43” za stolet́ı se před objevem OTR nedařilo vysvětlit. Ze
Schwarzschildova řešeńı dostáváme pro tento posun

δφ =
6πκm

c2a(1− e2)
= 42, 9′′/stolet́ı .(1.37)

(a je velká poloosa, e excentricita dráhy Merkuru). U Venuše čińı toto relativistické posunut́ı 8,6”, u Země
3,8” za stolet́ı, ale u některých hmotných hvězd je tento jev mnohem patrněǰśı (např. posun periastra u
pulsaru PSR 1913+16 čińı 4, 2o za rok).

Daľśım d̊usledkem OTR je ohyb světelných paprsk̊u procházej́ıćıch v bĺızkosti velmi hmotného tělesa.
Pro Slunce dostáváme teoretickou hodnotu

δ =
4κM

Rc2
= 1.75′′ . (1.38)

Tento efekt je možno ověřovat při zatměńı Slunce, kdy se hvězdy lež́ıćı v těsné bĺızkosti zakrytého
slunečńıho kotouče jev́ı posunuty ze svých obvyklých poloh. Památné měřeńı Eddingtonovy výpravy
v roce 1919 zjistilo hodnotu 1.98 ± 0.12′′. Existuje celá řada daľśıch test̊u OTR, jako gravitačńı rudý
posuv spektrálńıch čar pozorovatelný i v zemském gravitačńım poli, gravitačńı dilatace času, zpožděńı
světelného signálu v gravitačńım poli (radiový signál odražený od Venuše a procházej́ıćı v bĺızkosti Slunce),
ovlivněńı gravitace rotaćı (Jupiter), ovlivněńı precese setrvačńık̊u aj. Významným d̊ukazem by byl objev
gravitačńıch vln, o nějž se, zat́ım bezúspěšně pokoušely výzkumné týmy amerického fyzika J.Webera a
ruského V.B.Braginského. Weber se pokoušel detekovat současné rozkmitáńı těžkých (1.4 t) hlińıkových
válc̊u vzdálených 1 000 km, Braginský pracoval s monokrystaly saf́ıru a jeho aparatura by dokázala
piezoelektricky zaznamenat délkové změny až 10−17 cm. Otevřenou otázkou z̊ustává také existence a vlast-
nost́ı černých děr, i když na ně byly vytypovány velmi vážné kandidátky mezi astronomickými objekty.
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Fyzika černých děr však vyžaduje vźıt v úvahu i zákony kvantové fyziky a kvantová teorie gravitace nebyla
dosud vytvořena.

Př́ıklady

1.1 Mion v kosmickém zářeńı byl pozorován, jak v atmosféře urazil od svého vzniku do rozpadu 5 km
rychlost́ı 0,99c. Jakou dobu existoval v naš́ı pozorovaćı soustavě, jakou dobu ve vlastńı klidové soustavě a
jak silná vrstva atmosféry prošla kolem něho ve vlastńı soustavě?

[1, 67.10−5s, 2, 33.10−6s, 0, 7km]

1.2 V kosmickém zářeńı se vyskytuj́ı protony o energii 1010GeV. Za jak dlouho prolet́ı naš́ı Galaxíı v
naš́ı vztažné soustavě a ve své vlastńı?

[105let, 5min!]

1.3 Z kosmické lodi pohybuj́ıćı se vzhleden k Zemi rychlost́ı 0,8c byla ve směru jej́ıho pohybu vypuštěna
raketa rychlost́ı 0,6c vzhledem k lodi. Vlastńı délka rakety je 10 m. Jaká je délka této rakety s hlediska
pozorovatele v lodi a s hlediska pozorovatele na Zemi?

[8 m, 3,24 m]

1.4 Fyzik hazardér, který přejel autem křižovatku na červenou a byl zastaven policistou se hájil t́ım, že
v d̊usledku Dopplerova jevu viděl mı́sto červené zelenou. Fyzikálně vzdělaný policista ho však stejně poku-
toval, a to za nedovolenou rychlost. Určete tuto rychlost za předpokladu, že červené odpov́ıdá spektrálńı
čára λ0 = 700nm a zelené λ = 550nm.

[71 000 km.s−1]

1.5 Těleso se vzhledem k dané vztažné soustavě pohybuje rychlost́ı 0, 8c. Určete poměr mezi jeho
hustotou v této soustavě a hustotou klidovou.

[2,78]
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1.6 Kosmonaut na Měśıci pozoruje dvě kosmické lodi bĺıž́ıćı se k němu z opačných stran rychlostmi
0,8c a 0,9c. Jaká je rychlost jedné z lod́ı měřená z paluby druhé?

[0,988c]

1.7 Určete rychlost a dráhu relativistické částice, na ńıž p̊usob́ı konstantńı śıla F . Porovnejte s rovnoměrně
zrychleným pohybem v nerelativistické fyzice a ukažte, že rychlost částice nepřekroč́ı c.

[a = F
m

= konst, u = at√
1+ a2t2

c2

, x = c2

a

(√
1 + a2t2

c2
− 1

)
, při t→∞, u→ c]

1.8 Urychlovač dodává proton̊um energii E = 500GeV. Jaké rychlosti dosahuj́ı ? (Klidová energie
protonu je E0 = 0, 938GeV)

[v =
√

1− E2
0

E2 c = 0, 999998c]

1.9 Jak velkou práci je třeba vynaložit na zvýšeńı rychlosti elektronu z 1, 2.108m.s−1 na 2, 4.108m.s−1

podle nerelativistické a relativistické mechaniky? (Klidová energie elektronu je 0,511 MeV)

[0,122 MeV, 0,296 MeV]

1.10 Mezon π− (klidová energie 139,6 MeV) se rozpadá z klidu na mion µ− (klidová energie 105,7 MeV)
a antineutrino ν̃. Určete energii mionu a antineutrina a uvolněnou kinetickou energii.

[109,8 MeV, 29,8 MeV, 33,9 MeV]

1.11 Určete vazebnou energii částice α v MeV, jsou-li klidové hmotnosti protonu, neutronu a částice α
mp = 1, 672 65.10−27 kg, mn = 1, 674 95.10−27kg, mα = 6, 644.10−27kg.

[28,3 MeV]

1.12 Energie slunečńıho zářeńı, které dopadá za jednotku času na čtverečńı metr na hranici zemské
atmosféry, představuje takzvanou slunečńı konstantu K = 1 327 W.m−2, středńı vzdálenost Země od
Slunce je 1,5.1011m. Zdrojem slunečńı energie je tzv. vod́ıkový cyklus, při němž se vždy čtyři jádra vod́ıku
(protony) o relativńı atomové hmotnosti 1,008 měńı na jedno jádro helia (4,0039). Určete úbytek hmotnosti
Slunce a množstv́ı spáleného vod́ıku za sekundu. Odhadněte dobu během ńıž by se spálilo množstv́ı vod́ıku
odpov́ıdaj́ıćı dnešńı hmotnosti Slunce 2.1030kg.

[4, 2.106t.s−1, 5, 9.108t.s−1, 1011let]
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2. E L E K T R O S T A T I K A

1. Elektrický náboj

Základńımi stavebńımi kameny látky jsou elementárńı částice (elektrony, protony, neutrony), které
vytvářej́ı slol’itějáı struktury (atomová jádra, atomy, molekuly). Částice mezi sebou interaguj́ı, vzájemně
na sebe p̊usob́ı. Dnes známe čtyři typy takového vzájemného p̊usobeńı neboli čtyři druhy sil:

1. gravitačńı 2. slabé 3. elektromagnetické 4. silné.

S gravitačńımi silami jsme se setkali v mechanice; jejich velikost udává Newton̊uv gravitačńı zákon a
jejich podstatu se snal’́ı objasnit OTR. Se slabými silami se setkáváme u některých druh̊u radioaktivńıch
přeměn za účasti neutrina, silné śıly drl’́ı pohromadě atomová jádra a jsou zdrojem jaderné energie. V roce
1983 se podařilo experimentálně prokázat, l’e elektromagnetické a slabé śıly jsou projevem tél’e elektroslabé
śıly, takl’e se počet základńıch typ̊u sil zredukoval na tři. V denńım l’ivotě se vedle gravitace setkáváme
předeváım s p̊usobeńım elektromagnetickým, které je také nejlépe prozkoumáno. Śıly třeńı, přilnavost,
soudrl’nost těles a kapilarita, chemické vazby a reakce l’ivé hmoty včetně svalové činnosti, slunečńı zářeńı
i magnetické śıly, to vae má sv̊uj p̊uvod v elektromagnetických interakćıch.

Elektromagnetické p̊usobeńı se projevuje pouze mezi některými částicemi, o nichl’ prav́ıme, l’e jsou
elektricky nabité, l’e nesou elektrický náboj. Tyto částice pak mohou vytvářet slol’ité struktury, mohou se
slol’itým zp̊usobem pohybovat, a elektromagnetické śıly mezi těmito strukturami mohou mı́t velmi slol’itou
povahu - nemuśı být centrálńı ani izotropńı, mohou r̊uzným zp̊usobem záviset na vzdálenosti a rychlostech
částic a nemuśı ani splňovat Newton̊uv zákon akce a reakce.

Podstatu elektrického náboje neznáme a jeho existence je pro nás základńı experimentálńı fakt. Můl’eme
pouze uvést jeho vlastnosti; na rozd́ıl od matematických pojmů soubor těchto vlastnost́ı nebude nikdy
úplný, experimentálně mohou být objevovány daláı, nové vlastnosti. Stručně tyto vlastnosti shrneme:

1. Náboj neexistuje jako samostatná substance, je vl’dy vázán na nabité částice a charakterizuje jejich
elektromagnetické silové p̊usobeńı. Je mol’né ho zjistit jen prostřednictv́ım tohoto silového p̊usobeńı; jediný
osamocený náboj ve vesmı́ru by se nijak neprojevoval.

2. Na rozd́ıl od gravitačńıch sil jsou śıly mezi náboji jak přital’livé tak odpudivé. To lze vysvětlit ne-
jjednoduaeji tak, l’e existuj́ı dva druhy náboje - kladný a záporný, při čeml’ náboje stejného znameńı se
vzájemně odpuzuj́ı, náboje opačného znameńı se přitahuj́ı. S hlediska elektrických sil se nic nezměńı,
vyměńıme-li znaménka u vaech náboj̊u. Ukazuje se, l’e v př́ırodě existuje symetrie mezi částicemi a
antičásticemi: ke kal’dé částici existuje antičástice s opačným znaménkem elektrického náboje (a některých
daláıch tzv. kvantových č́ısel). Tato podivuhodná symetrie souviśı i s vlastnostmi prostoru a času - názorně
lze ř́ıci, l’e zrcadlový obraz částice má i opačný náboj.

3. Plat́ı zákon zachováńı náboje. Náboj je nestvořitelný a nezničitelný, při reakćıch mezi částicemi je
celkový náboj před reakćı vl’dy roven celkovému náboji po reakci. Celkové mnol’stv́ı elektrického náboje v
elektricky izolované soustavě (tj. takové, jej́ıl’ hranićı nemohou procházet náboje) z̊ustává stejné. Experi-
mentálńı d̊ukaz tohoto zákona podal M. Faraday r. 1843.

4. Náboj se neměńı při pohybu, je relativisticky invariantńı. Velikost náboje je stejná ve vaech vztal’ných
soustavách. Toto tvrzeńı podporuje i skutečnost, l’e atomy a molekuly tvořené nabitými částicemi jsou jako
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celek elektricky neutrálńı.3

5. Náboj je kvantován. Existuje nejmenáı mol’ný takzvaný elementárńı náboj a vaechny náboje jsou jeho
celými násobky. Pro tento fakt nemá fyzika dosud uspokojivé vysvětleńı; kdyby se vaak podařilo experi-
mentálně prokázat existenci takzvaného magnetického monopólu, tj. částice nesoućı jen jeden magnetický
pól, vyplynulo by kvantováńı elektrického náboje z teorie kvantové fyziky.

Náa vesmı́r je elektricky kvazineutrálńı, tj. v kal’dém dostatečně velkém objemu je vl’dy stejně velký
kladný a záporný náboj. Kdykoliv by doalo k odděleńı kladných a záporných náboj̊u, projevily by se
mezi takovými oblastmi obrovské elektrické śıly, které by se snal’ily kvazineutralitu obnovit. Přitom podle
posledńıch poznatk̊u astrofyziky v naaem vesmı́ru převal’uj́ı částice nad antičásticemi; tato asymetrie je
d̊usledkem malé převahy počtu částic nad antičásticemi na raných stadíıch vývoje vesmı́ru (v poměru asi
1 : 109). Poté, kdyl’ převál’ná větaina částic anihilovala s antičásticemi za vzniku zářeńı (tzv. reliktové
zářeńı), staly se zbylé částice materiálem k tvorbě látkových struktur naaeho vesmı́ru.

Předpokládejme, l’e máme dva statické (nehybné) bodové náboje ve vakuu ve vzájemné vzdálenosti r21.
Bodovým nábojem rozumı́me určitou abstrakci, fyzikálńı model nabité částice nebo tělesa, jehol’ rozměry
jsou zanedbatelné ve srovnáńı se vzdálenost́ı mezi tělesy. Jak uvid́ıme později, je-li náboj těles konečné
velikosti rozlol’en s kulovou symetríı, můl’eme je poval’ovat přesně za bodové náboje umı́stěné ve středu
této symetrie.

Také předpoklad o tom, l’e náboje jsou statické je abstrakćı - reálné náboje jsou vl’dy v pohybu. Vzniká
proto otázka, zda je elektrostatika, věda o elektrických náboj́ıch v klidu, v̊ubec oprávněna. Později uvid́ıme,
l’e jej́ı opodstatněńı ve skutečnosti vyplývá pouze z mol’nosti vystředovat rychlé chaotické pohyby náboj̊u.

Podle Coulombova zákona śıla, kterou statický bodový náboj q1 p̊usob́ı na náboj q2 ve vzdálenosti r21

ve vakuu, klesá se čtvercem vzdálenosti podobně jako śıla gravitačńı a je dána vztahem

~F21 = k
q1q2

r2
21

~r0
21 = k

q1q2

r3
21

~r21 . (2.1)

Tato śıla je centrálńı (mı́̌ŕı podél spojnice dané jednotkovým vektorem ~r0
21), je přital’livá nebo odpudivá

podle toho zda náboje maj́ı nesouhlasná nebo souhlasná znameńı (jej́ı velikost přitom na znaménkách
náboj̊u nezáviśı) a je izotropńı, tj. nezáviśı na směru v prostoru.

Máme-li v prostoru soustavu N bodových náboj̊u qα, které vaechny p̊usob́ı na zkuaebńı náboj q0, od
něhol’ jsou vzdáleny r0α, potom se jejich silové účinky nezávisle vektorově sč́ıtaj́ı (princip superpozice),
takl’e výsledná śıla p̊usob́ıćı na náboj q0 bude

~F0 = kq0

N∑
α=1

qα
r2

0α

~r0
0α . (2.2)

Podstatným tvrzeńım Coulombova zákona je, l’e śıla klesá se čtvercem vzdálenosti; to je ovaem nutno
ověřit experimentálně. Př́ımý experimentálńı d̊ukaz provedl Ch. A. Coulomb v roce 1785 pomoćı torzńıch

3Svazky atomů a molekul se neodchyluj́ı v silných elektrických a magnetických poĺıch. Experimentálně to ověřovali v r.
1960 J.G.King na molekulách vod́ıku a v roce 1963 J.C.Zorn na atomech cesia s přesnost́ı al’ 10−20 e, kde e je elementárńı
náboj. Elektrické náboje proton̊u a elektron̊u se v atomech dokonale kompenzuj́ı i tehdy, jsou-li tyto systémy tvořeny týmil’
částicemi pohybuj́ıćımi se naprosto odlianým zp̊usobem, např́ıklad v atomu helia a molekule deuteria.
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vah, které sám zkonstruoval (obr. 2.1).

Vahadélko z hedvábné navoskované niti délky 2r
bylo zavěaeno na tenkém stř́ıbrném drátku délky
l =76 cm. Na jednom konci vahadélka byla malá
kulička z bezové duae vyvál’ená na druhém konci
paṕırovým kotoučkem. Po doteku se stejnou up-
evněnou elektricky nabitou kuličkou se obě kuličky
nabily stejným nábojem a jejich vzájemná odpu-
divá śıla byla vyrovnávána torzńı silou drátku. Úhel
zkrutu α mohl být přesně měřen odrazem světelného
paprsku zrcátkem Z, celé zař́ızeńı bylo umı́stěno ve
skleněném válci a elektricky izolováno. Moment tečné
slol’ky Coulombovy śıly muśı být roven momentu
torzńımu:

rFt =
π

2

GR4

l
α, F21 =

Ft
cos α

2

.

(G je modul smyku a R poloměr drátku). obr. 2.1

Přes vysokou citlivost torzńıch vah dosahovala přesnost Coulombových experiment̊u
5 - 10% . Později byl experiment zpřesňován a prováděn i pro śıly přital’livé. Coulomb sám měřil t́ımto
zp̊usobem i śıly mezi póly dlouhých tyčových magnet̊u a ustanovil i Coulomb̊uv zákon pro náboje mag-
netické. Dnes v́ıme, l’e magnetické pole je vytvářeno elektrickými proudy a otázka existence magnetického
náboje (monopólu) z̊ustává stále otevřena.

Přesnějáı zp̊usob, jak dokázat , l’e śıly mezi bodovými náboji klesaj́ı se čtvercem vzdálenosti, je ověřit,
l’e u dutých vodič̊u śıdĺı náboje jen na vnějáım povrchu; jak uvid́ıme, je to tvrzeńı ekvivalentńı. Byl si toho
vědom ul’ H.Cavendish, který t́ımto zp̊usobem ověřil Coulomb̊uv zákon jil’ v roce 1772. Jeho práce byly
vaak publikovány al’ Maxwellem o sto let později. Moderńı přesný experiment tohoto typu provedli v r.
1936 S.J. Plimpton a W.E.Lawton. Zákon převrácených čtverc̊u byl tak experimentálně dokázán s přesnost́ı
10−9. Zat́ım nejsou známy meze platnosti Coulombova zákona - plat́ı jak pro vesmı́rné vzdálenosti tak pro
vzdálenosti jaderné. Existuj́ı i daláı mol’nosti ověřováńı tohoto zákona - kdyby se jen nepatrně odchyloval
od zákonitosti převrácených čtverc̊u, fotony by musely mı́t nenulovou klidovou hmotnost a pozorovali
bychom disperzi elektromagnetických vln ve vakuu.

Dosud jsme ul’́ıvali termı́n elektrický náboj ve dvou významech - jako fyzikálńı jev, vlastnost částic
a jako fyzikálńı veličinu. Abychom mohli měřit velikost elektrického náboje, muśıme zvolit konstantu k v
(2.1) a zvolit tak jednotku náboje. V absolutńı soustavě jednotek je tato konstanta kladena k = 1, v námi
ul’́ıvané soustavě SI ji klademe

k = c2.10−7 =
1

4πε0

= 0, 8988.1010 N.m2.C−2 . (2.3)

Konstanta v Coulombově zákonu je tak př́ımo vázána s rychlost́ı světla ve vakuu. Jednotka pro měřeńı
velikosti náboje takto zavedená se nazývá coulomb (C) a má fyzikálńı rozměr [TI] (čas krát proud).4

Podle (2.3) jsme zavedli tél’ daláı konstantu ε0 nazývanou permitivita vakua nebo tél’ elektrická konstanta.
Vyjadřuje se v jednotkách farad na metr (F.m−1) a má hodnotu ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1. Tato konstanta
nemá ovaem l’́adný bezprostředńı fyzikálńı význam a souviśı pouze s volbou soustavy jednotek SI.

Po zavedeńı jednotky elektrického náboje se můl’eme ptát, jakou má velikost elementárńı náboj, ne-
jmenáı mol’ný náboj, jaký nesou elementárńı částice. Př́ımý zp̊usob stanoveńı elementárńıho náboje (a
zároveň d̊ukaz kvantováńı náboje) představuje Millikan̊uv experiment z roku 1911 (viz obr. 2.2). Při tomto
experimentu jsou do prostoru mezi vodorovně orientovanými deskami kondenzátoru vstřikovány drobné ole-
jové kapičky a je mikroskopem pozorován jejich pohyb. Systém je umı́stěn ve vakuové komoře za sńıl’eného

4Coulomb je tedy ampérsekunda.
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obr. 2.2

tlaku vzduchu a termostatován. Kapičky nesou malé elektrické náboje źıskané třeńım při rozstřikováńı;
jejich náboj je mol’no př́ıpadně měnit ionizuj́ıćım zářeńım. Pokud na kondenzátor neńı podáno napět́ı,
budou se kapičky pohybovat vertikálně dol̊u pod vlivem t́ıl’e, vztlaku a odporu prostřed́ı, který je mol’no
popsat Stokesovou silou

FS = 6πηrv ,

kde r je poloměr kapiček, v jejich rychlost a η dynamická viskozita vzduchu při daném tlaku. Dı́ky odporu
prostřed́ı se rychlost kapiček vg ustáĺı jako konstantńı. Podáme-li na kondenzátor napět́ı, bude se tál’

kapička pohybovat vzh̊uru k opačně nabité desce kondenzátoru, opět konstantńı rychlost́ı vE. Změř́ıme-
li rychlost kapičky v obou př́ıpadech, můl’eme z pohybových rovnic (označ́ıme m hmotnost kapičky, m′

hmotnost objemu vytlačeného vzduchu, σ hustotu oleje, ρ hustotu vzduchu)

Fg = mg −m′g − 6πηrvg = 0 , FE = qE −mg +m′g − 6πηrvE = 0

určit poloměr kapičky (obt́ıl’ně měřitelný) a jej́ı náboj:

r = 3

√
ηvg

2(σ − ρ)g
, q =

6πηr

E
(vg + vE) .

Statistickým proměřováńım mnoha kapiček zjist́ıme, l’e jejich náboje nejsou rozlol’eny spojitě, l’e jsou
celými násobky nejmenáıho, elementárńıho náboje. Typické hodnoty pozorované Millikanem byly: r =
2 − 4 µm, E = 104 − 105V.m−1, v ≈ 0, 1 mm.s−1. Pro elementárńı náboj Millikan dostal e = (1, 591 ±
0, 003).10−19 C. Jeho kapičky nesly 5 - 25 elektron̊u.

I kdyl’ Millikan̊uv experiment byl později r̊uzně zdokonalován, jeho přesnost neńı př́ılia vysoká. Jinou
mol’nost, jak určit elementárńı náboj poskytuje elektrolýza. Měřeńım proudu a doby můl’eme určit náboj
přenesený ionty v elektrolytu. Jde-li o jednovazné ionty (např. Ag+), potom k vyloučeńı jednoho molu
stř́ıbra je zapotřeb́ı takzvaného Faradayova náboje F = 9, 649.104 C.mol−1. Elementárńı náboj pak
źıskáme, děĺıme-li Faradaẙuv náboj Avogadrovou konstantou:

e =
F

NA

= 1, 602.10−19 C . (2.4)
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Existuje řada poměrně přesných metod umol’̌nuj́ıćıch měřit takzvaný měrný náboj částic, tj. poměr
náboje a hmotnosti částice; jde např́ıklad o pozorováńı pohybu nabitých částic v elektrických a magnet-
ických poĺıch. Pro elektron dostáváme měrný náboj qe

me
= −1, 759.1011 C.kg−1. Pak můl’eme ze znalosti

náboje částice určit jej́ı hmotnost a naopak.
Nabité částice mohou být rozlol’eny s velkou hustotou tak, l’e se náboj můl’e jevit spojitým. Ve skutečnosti

ovaem jak představa o soustavě bodových náboj̊u, tak o spojitě rozlol’eném náboji jsou pouhými ab-
strakcemi, modely v́ıce či méně vystihuj́ıćımi skutečný stav. Jsou-li náboje rozlol’eny v prostoru a je-li v
daném objemu V celkový náboj q =

∑n
α=1 qα, můl’eme definovat středńı hustotu náboje v tomto objemu

jako ρ̄ = q
V

. Zvoĺıme-li v okoĺı daného bodu o souřadnićıch x, y, z malý objem ∆V , který obsahuje náboj
∆q, a budeme jej kolem tohoto bodu stahovat, můl’eme definovat objemovou hustotu náboje vztahem

ρ = lim
∆V→0

∆q

∆V
. (2.5)

Tento vztah bývá někdy zapisován jako derivace dq
dV

; neńı to vaak korektńı, nebo¿¿ ve skutečnosti neznáme
funkčńı vztah q(V ). Naproti tomu celkový náboj v daném objemu V můl’eme vyjádřit jako

q =
∫
V
ρ(x, y, z) dV . (2.6)

Také tento vztah můl’eme poval’ovat za definici objemové hustoty náboje.
Jak uvid́ıme, vaechny veličiny a vztahy můl’eme vyjadřovat bud’ ve formě integrálńı (vázány na nějaký

objem, plochu či křivku) nebo diferenciálńı (jako funkce souřadnic daného bodu). S tohoto hlediska je
náboj veličina integrálńı a objemová hustota náboje odpov́ıdaj́ıćı veličina diferenciálńı. Měř́ıme ji zřejmě
v C.m−3. Vedle objemové hustoty náboje můl’eme zavést ploanou hustotu náboje σ a lineárńı hustotu
náboje τ , nahrad́ıme-li objemový integrál v (2.6) integrálem ploaným nebo křivkovým. Ploanou hustotu
pak měř́ıme v C.m−2, lineárńı v C.m−1.

Elektrické náboje se projevuj́ı pouze svým silovým p̊usobeńım; to ovaem znamená, l’e při jejich vzájemném
přemis¿¿ováńı je třeba konat práci. Uval’ujme nějakou soustavu bodových náboj̊u rozmı́stěných v daných
bodech prostoru a ptejme se, jak tato soustava vznikla. Můl’eme si představovat, l’e náboje byly p̊uvodně
vzdáleny v nekonečnu a postupně byly přiblil’ovány do výsledných poloh. Vnějáı śıly přitom konaly práci -
kladnou, pokud překonávaly odpudivé śıly mezi náboji, zápornou, pokud p̊usobily proti přital’livým silám
náboj̊u.

Coulombova śıla mezi dvěma náboji, podobně jako Newtonova śıla gravitačńı, můl’e být vyjádřena jako
záporně vzatý gradient potenciálńı energie W

W =
1

4πε0

q1q2

r21

.

Tato energie záviśı pouze na velikostech obou náboj̊u a jejich vzdálenosti a nikoli na tom, po jaké dráze
byl druhý náboj k prvńımu z nekonečna přiblil’ován. Coulombovy śıly jsou, podobně jako śıly gravitačńı,
konzervativńı.

Budeme-li nyńı ke dvěma náboj̊um přiblil’ovat daláı, uplatńı se princip superpozice a výsledná práce
nebude záviset ani na pořad́ı ani na dráze po ńıl’ náboje přiblil’ujeme. Tato práce vnějáıch sil představuje
tedy celkovou elektrostatickou energii soustavy, která má charakter energie potenciálńı (je funkćı vzdálenost́ı)
a můl’eme ji zapsat ve tvaru dvojnásobné sumy

W =
1

2

1

4πε0

N∑
α,β=1,β 6=α

qαqβ
rαβ

. (2.7)

Koeficient 1/2 je uveden z toho d̊uvodu l’e v sumě je kal’dá dvojice náboj̊u započtena dvakrát.
Uvedeme vlastnosti některých konkretńıch nábojových soustav.

1. Rovnováha soustavy bodových náboj̊u
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Existuj́ı takové zp̊usoby rozmı́stěńı bodových náboj̊u, l’e vaechny náboje jsou v rovnováze, tj. p̊usob́ı
na ně nulová výsledná śıla. Umı́stěme např́ıklad n stejných náboj̊u q symetricky po obvodu krul’nice a
umı́stěme do středu krul’nice náboj q0. K dosal’eńı rovnováhy muśıme zřejmě volit pro

n = 2 q0 = −q
4

n = 3 q0 = − q√
3

n = 4 q0 = −2
√

2 + 1

4
q .

Můl’eme ověřit, l’e ve vaech těchto př́ıpadech bude elektrostatická energie rovna nule. Důlel’itá je ovaem
otázka, zda rovnováha těchto soustav je stabilńı či labilńı. Přitom muśıme uval’ovat malé vychýleńı náboj̊u
z jejich rovnovál’ných poloh a zjia¿¿ovat, zda śıly ostatńıch náboj̊u budou výchylku dále zvětaovat nebo
zda budou vracet náboj do rovnovál’né polohy. Můl’eme tél’ zjistit, zda potenciálńı energie jako funkce
takové výchylky má maximum či minimum. T́ımto zp̊usobem ověř́ıme, l’e rovnováha soustavy bodových
náboj̊u je vl’dy nestabilńı a l’e náboje nelze udrl’ovat ve stabilńı rovnováze čistě elektrostatickými silami.
Toto tvrzeńı je obsahem tzv. Earnshawovy věty a později je zd̊uvodńıme obecně.

2. Elektrostatická energie lineárńıho krystalu

Mějme nekonečnou řadu bodových náboj̊u stř́ıdavě kladných a záporných, tél’e velikosti (např́ıklad
rovné elementárńımu náboji) rozlol’ených podél př́ımky ve vzájemných vzdálenostech a. Takovému uspořádáńı
někdy ř́ıkáme lineárńı krystal. Snadno urč́ıme elektrostatickou energii připadaj́ıćı na jeden náboj:

W =
e2

4πε0

2
(
−1 +

1

2
− 1

3
+ · · ·

)
= −2 ln 2

e2

4πε0a
= − αe2

4πε0a
= −2, 30.10−28 α

a
.

Jako α jsme zde označili veličinu α = 2 ln 2 = 1.386 nazývanou Madelungova konstanta, řádu jednotky.
Polol’́ıme-li a rovné řádově typické vzdálenosti iont̊u v krystalu 10−10m, vid́ıme, l’e energie na jeden náboj je
záporná a řádově velikosti 10−18 joul̊u. Rovnováha lineárńıho krystalu v̊uči př́ıčnému vychýleńı je stabilńı,
v̊uči podélnému nestabilńı.

3. Prostorový iontový krystal

Iontové krystaly představuj́ı prostorové uspořádáńı elektrických náboj̊u. Uval’me např́ıklad element
takového krystalu v podobě krychle o hraně a, v jej́ıchl’ roźıch jsou rozmı́stěny záporné elementárńı náboje
a v jej́ıml’ centru lel’́ı kladný elementárńı náboj. Elektrostatická energie takového krystalu bude

W =
e2

4πε0a

(
12 +

12√
2

+
4√
3
− 16√

3

)
=

αe2

4πε0a
, α = 13.6 .

Výpočet energie prostorového krystalu připadaj́ıćı na jeden iont vyl’aduje poč́ıtač. Výsledná energie je
záporná a liáı se od energie lineárńıho krystalupouze hodnotou Madelungovy konstanty. Tak pro krystal
chloridu sodného dostáváme α = 1.747, pro oxid zinečnatý α = 1.638 atd. Záporná energie iontového
krystalu s klesaj́ıćım a klesá a krystal má tedy tendenci se zhroutit. Jeho stabilitu tedy muśı zajia¿¿ovat
jiné nel’ elektrostatické śıly.

4. Kulově symetrický spojitě rozlol’ený náboj

Uval’me objemově nabitou kouli poloměruR o nábojové hustotě ρ. Energie takového spojitého uspořádáńı
náboje se muśı rovnat práci vynalol’ené na jeho vytvořeńı. Představme si, l’e jsme kouli vytvářeli tak jako se
leṕı sněhové koule; ke kulovému náboji poloměru r jsme vl’dy přidávali daláı kulovou slupku tloua¿¿ky dr.
Protol’e kulový náboj se navenek chová jako bodový náboj umı́stěný v centru, můl’eme práci vynalol’enou
na přidáńı daláı slupky přirovnat energii dvou bodových náboj̊u ve vzdálenosti r. Integraćı pak dostaneme

W =
1

4πε0

∫ R

0

4

3
πr3ρ

4πr2ρdr

r
=

4πR5ρ2

15ε0

=
3

5

1

4πε0

Q2

R
,
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kdeQ je celkový náboj koule. Kdybychom poval’ovali např́ıklad elektron za takovou objemově nabitou kouli,
mohli bychom tuto energii přirovnat relativistické klidové energii částice mec

2 a určit tak jej́ı poloměr. Pro
elektron (s vynecháńım koeficientu 3/5) najdeme takzvaný ”klasický poloměr elektronu”

re =
e2

4πε0mec2
= 2, 82.10−15m .

Přestol’e takový model elektronu je s hlediska moderńı fyziky neudrl’itelný (neńı také jasné, které obrovské
śıly by mohly drl’et takový náboj pohromadě), odpov́ıdá źıskaný poloměr přiblil’ně rozměr̊um elementárńıch
částic.

Pokud by uval’ovaný kulově symetrický náboj byl ploaný, můl’eme jeho energii určit opět tak, l’e k
částečnému ploanému náboji Q′, který se chová navenek jako bodový náboj v centru, přidáváme daláı
náboj dQ′. Oba náboje ted’ z̊ustávaj́ı ve stálé vzdálenosti R. Pak máme

W =
1

4πε0

∫ Q

0

Q′dQ′

R
=

1

2

1

4πε0

Q2

R
.

2. Elektrostatické pole

Vra¿¿me se k soustavě bodových náboj̊u q1, . . . , qN , které vaechny p̊usob́ı na zkuaebńı náboj q0 śıdĺıćı
v bodě o souřadnićıch x, y, z. Śılu na náboj q0 vyjádřenou vztahem (2.2) můl’eme zapsat takto:

~F0 = q0
~E(x, y, z), kde ~E =

1

4πε0

N∑
α=1

qα
r2

0α

~r0
0α . (2.8)

Vektor ~E, který jsme zavedli vztahem (2.8), se nazývá intenzitou elektrostatického pole vytvářeného
soustavou bodových náboj̊u. Má fyzikálńı význam śıly p̊usob́ıćı v daném bodě na jednotkový zkuaebńı
náboj a měř́ı se v jednotkách newton na coulomb, kterou obvykle zapisujeme jako volt na metr (V.m−1),
kde voltem rozumı́me joule na coulomb. Vztah (2.8) nám umol’̌nuje určit śılu na daný náboj se strany
ostatńıch náboj̊u tak, l’e nejdř́ıve urč́ıme v kal’dém bodě intenzitu elektrostatického pole (pak můl’eme
zapomenout na náboje, které toto pole vytvářej́ı) a potom vynásob́ıme vektor intenzity pole nábojem v
daném mı́stě. Znalost rozlol’eńı náboj̊u a znalost intenzity pole, které tyto náboje vytvářej́ı je ekvivalentńı.

Můl’e vzniknout otázka nakolik je elektrostatické pole fyzikálně reálné, nakolik vektor ~E(x, y, z) popisuje
nějaký fyzikálńı stav prostoru, v něml’ elektrostatické śıly p̊usob́ı. V rámci elektrostatiky nelze tuto otázku
zodpovědět, nebo¿¿ elektrostatické pole se projevuje pouze silovým p̊usobeńım na zkuaebńı náboj, a to
můl’eme popsat ekvivalentńım zp̊usobem superpozićı Coulombových sil se strany ostatńıch náboj̊u. Jak
uvid́ıme, teprve časově proměnné, elektromagnetické pole se projevuje jako nová fyzikálńı realita, schopná
existovat mimo elektrické náboje, s vlastńı energíı, hybnost́ı atd. Elektrostatické pole pak můl’eme chápat
jako zvláatńı př́ıpad elektromagnetického pole, nav́ıc matematicky vystředovaný, protol’e reálné náboje
nejsou nikdy statické.

Existuje výhodný zp̊usob názorného zobrazováńı elektrostatického pole siločarami. Jsou to křivky,
jejichl’ tečna má v kal’dém bodě směr śıly p̊usob́ıćı na kladný jednotkový zkuaebńı elektrický náboj a
hustota siločar je úměrná velikosti této śıly. Mol’nost jejich zavedeńı vyplývá z Coulombova zákona. Mějme
bodový kladný náboj q a definujme, l’e z něho vycháźı N siločar; ty zřejmě prob́ıhaj́ı radiálně po př́ımkách
vycházej́ıćıch z náboje a jsou v prostoru rozděleny izotropně, se stejnou hustotou ve vaech směrech. Veličina
N tedy představuje celkový tok siločar vycházej́ıćıch z náboje a prot́ınaj́ıćıch kolmo kulové plochy poloměru
r se středem v bodě, kde je umı́stěn náboj. Hustota toku siločar, tj. počet siločar procházej́ıćıch kolmo
jednotkovou plochy bude N

4πr2
. Budeme-li normovat hustotu toku siločar tak, l’e jej přirovnáme velikosti

intenzity elektrického pole, dostaneme
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obr. 2.3

N

4πr2
=

1

4πε0

q

r2
,

a tedy

N =
q

ε0

.

Můl’eme tedy ř́ıci, l’e z kal’dého kladného náboje vycháźı právě q
ε0

siločar a do záporného náboje stejný

počet siločar vstupuje. Kromě toho mohou siločáry také odcházet nebo přicházet z nekonečna. Protol’e plat́ı
zákon zachováńı náboje a veličina q se neměńı ani za pohybu, můl’eme postulovat l’e celkový počet siločar
vycházej́ıćı z elektrického náboje se zachovává a neměńı se ani při pohybu náboje. Pro pohybuj́ıćı se náboje
nebude ovaem ul’ platit Coulomb̊uv zákon a siločáry se mohou v prostoru r̊uzně zhua¿¿ovat a zakřivovat,
ale l’́adná se nemůl’e ztratit ani vzniknout. Můl’eme ř́ıci, l’e siločáry jsou jakési ”vlasy” elektrického náboje,
které maj́ı tu vzácnou vlastnost, l’e principiálně nemohou vypadávat. Na obr. 2.3 vid́ıme rozlol’eńı siločar
bodových náboj̊u a dvojic náboj̊u stejného a opačných znameńı.

Názorný pojem siločáry ovaem ani nemuśıme zavádět. Stač́ı definovat integrálńı veličinu tok intenzity
elektrického pole plochou S vztahem

Φ =
∫
S

~E · d~S . (2.9)

Tento tok je skalárńı veličina a měř́ı se v jednotkách volt krát metr (V.m). Hustota toku, tj. intenzita
elektrického pole je pak odpov́ıdaj́ıćı veličinou diferenciálńı a je to vektor. Tok vektoru malou rovinnou
ploakou je zřejmě maximálńı, je-li rovnoběl’ný s normálou k této ploace a nulový, je-li k této normále
kolmý; to právě vyjadřuje skalárńı součin v integrálu (2.9).

Urč́ıme nyńı tok intenzity elektrického pole uzavřenou plochou obklopuj́ıćı bodový kladný náboj.
Přijmeme přitom dohodu, l’e tok vytékaj́ıćı z objemu uzavřeného plochou budeme poval’ovat za kladný,
tok vtékaj́ıćı za záporný. Je-li tato plocha kulová a náboj q v jej́ım středu, máme zřejmě

Φ =
∮
S

~E · d~S =
1

4πε0

q

r2

∮
S
dS =

q

ε0

.

Bude-li plocha obklopuj́ıćı náboj obecného tvaru (obr. 2.4), můl’eme uvnitř této plochy vést plochu kulovou
se středem v náboji a ukázat, l’e toky oběma těmito plochami jsou stejné.

Vedeme-li kul’elovou plochu s malým vrcholovým úhlem, která vytne na kulové ploae ploaku dS ′ a na
obecné ploae ploaku dS, budou toky těmito ploakami dΦ′ = E(r) dS ′ a dΦ = E(R) dS cos θ. Přitom vaak
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obr. 2.4 obr. 2.5

intenzity pole jsou v převráceném poměru čtverc̊u vzdálenost́ı a velikosti ploaek v poměru dS′

dS
= r2 cos θ

R2 .
Máme tedy dΦ′ = dΦ. Názorně je zřejmé, l’e kal’dá siločára, která protne myalenou kulovou plochu, protne i
obklopuj́ıćı plochu obecného tvaru. Tento závěr bude platit i tehdy, nebudou li siločáry rozděleny v prostoru
izotropně a dokonce i budou-li zakřiveny. Důkaz lze snadno rozáı̌rit na př́ıpad nebude-li plocha konvexńı
(siločára protne plochu v́ıcenásobně) a bude-li náboj lel’et vně plochy; v tomto př́ıpadě bude zřejmě tok
nulový. Můl’eme to zd̊uvodnit i podle obr. 2.5. Lel’́ı-li náboj mimo plochu S, obkloṕıme jej opět myalenou
kulovou plochou S ′, která se plochy S těsně dotýká a propoj́ıme obě plochy malým spojovaćım kanálkem.
Náboj ted’ lel’́ı uvnitř spojené plochy S + S ′ a tok touto plochou je Φ = q

ε0
. Tento tok vaak připadá celý

na kulovou plochu S ′, takl’e tok plochou S je nulový.
Bude-li uvnitř uzavřené plochy v́ıce náboj̊u, můl’eme poul’́ıt princip superpozice a zformulovat obecný

Gauss̊uv zákon:
Tok intenzity elektrického pole libovolnou uzavřenou plochou je roven celkovému náboji obklopenému

touto plochou dělenému ε0.
Matematicky můl’eme Gauss̊uv zákon zapsat pro př́ıpad bodových náboj̊u a spojitě rozlol’ených náboj̊u

takto: ∮
S

~E · d~S =
1

ε0

∑
α

qα =
1

ε0

∫
V
ρdV . (2.10)

Gauss̊uv zákon jsme sice odvozovali pro pole elektrostatické, ale protol’e se velikost náboje a tedy i
celkový tok siločar vyjádřený jako tok intenzity elektrického pole neměńı ani jsou-li náboje v pohybu,
můl’eme předpokládat, l’e Gauss̊uv zákon plat́ı zcela obecně i pro pohybuj́ıćı se náboje a časově proměnná
elektrická pole. Je to jeden z nejobecnějáıch př́ırodńıch zákon̊u a ve zvláatńım př́ıpadě statických bodových
náboj̊u z něho plyne zákon Coulomb̊uv.

Podstatným tvrzeńım Gaussova i Coulombova zákona je, l’e intenzita elektrostatického pole bodového
náboje klesá se čtvercem vzdálenosti. Ukál’eme, l’e toto tvrzeńı je ekvivalentńı skutečnosti, l’e na vnitřńım
povrchu dutých vodič̊u nejsou elektrické náboje. Představme si tenkostěnnou dutou vodivou kouli nabitou
elektrickým nábojem. Protol’e náboje se mohou v objemu vodiče volně pohybovat, rozmı́st́ı se na povrchu
vodiče takovým zp̊usobem, aby elektrostatické pole uvnitř vodiče bylo nulové. Kdyby tomu tak nebylo,
nastal by daláı pohyb náboj̊u ve vodiči a museli bychom vyčkat, al’ se rozlol’eńı náboj̊u ustáĺı. Vzhledem
ke kulové symetrii můl’eme dále očekávat, l’e rozlol’eńı náboj̊u bude rovněl’ kulově symetrické, s ploanou
hustotou σ.

Vyjdeme-li z předpokladu, l’e plat́ı Gauss̊uv zákon, můl’eme vést uvnitř vodiče myalenou kulovou
Gaussovu plochu. Tok intenzity elektrického pole touto plochou bude roven nule, a tedy i náboj uvnitř
muśı být nulový. Znamená to, l’e na vnitřńım povrchu vodiče nebudou náboje. Potom i intenzita elektro-
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obr. 2.6 obr. 2.7

statického pole v celé dutině bude rovna nule.
Zpětně vyjdeme z předpokladu, l’e pole uvnitř dutiny je nulové. V kal’dém bodě dutiny můl’eme vést

dvojkul’el s vrcholem v tomto bodě tak, l’e nám vytne na opačných konćıch kulové ploaky ∆S, ∆S ′ (viz
obr. 2.6). Prostorový úhel vymezený kul’elovou plochou označ́ıme ∆Ω. Nabité ploaky můl’eme poval’ovat za
bodové náboje o velikosti σ∆S, σ∆S ′. Předpokládejme dále, l’e pole bodového náboje klesá se vzdálenost́ı
jako neznámá funkce f(r). Podle principu superpozice vytvář́ı vybraná dvojice ploaek v bodě A pole o
velikosti E = kσ[∆Sf(r1) − ∆S ′f(r2)]. Protol’e vaak celý povrch koule můl’eme takto pokrýt dvojicemi
ploaek vy¿¿atými úzkými kul’eĺıky, muśı být v kal’dém př́ıpadě př́ıspěvek takových dvojic bodových náboj̊u
roven nule. Muśı tedy platit

f(r1)

f(r2)
=

∆S ′

∆S
=
(
r2

2

∆Ω

cos θ

)
:
(
r2

1

∆Ω

cos θ

)
=

r2
2

r2
1

.

Vid́ıme tedy, l’e neznámá funkce f klesá se čtvercem vzdálenosti. Experimentálńı ověřováńı skutečnosti,
l’e na vnitřńım povrchu vodič̊u nejsou náboje je mol’no provádět s velkou přesnost́ı a ověřovat tak Coulomb̊uv,
resp. Gauss̊uv zákon (obr. 2.7). Na tomto principu je zalol’en van de Graaff̊uv elektrostatický generátor

51



(obr. 2.8).

obr. 2.8

Ze stř́ıdavého zdroje se přes usměrňovač nab́ıj́ı nekonečný pás z pogumovaného hedváb́ı; pás se pohybuje
rychlost́ı několika deśıtek metr̊u za sekundu. Náboj se tak přenááı na vnitřńı povrch velké duté vodivé
koule a odtud se sám okaml’itě přemis¿¿uje ne vnějáı povrch. Tak lze kouli nab́ıt značným nábojem na
potenciál několika milion̊u volt̊u.

Gauss̊uv zákon (2.10) můl’eme pomoćı Gaussovy věty vektorové analýzy vyjádřit i v diferenciálńım
tvaru. Plat́ı

Φ =
∮
S

~E · d~S =
1

ε0

∫
V
ρ dV =

∫
V

div ~E dV .

Vzhledem k tomu, l’e rovnost těchto dvou objemových integrál̊u muśı být splněna pro libovolný objem,
muśı se rovnat i integrované funkce. Vedle toho z podmı́nky konzervativnosti elektrostatického pole a s
poul’it́ım Stokesovy věty máme

Γ =
∮
l

~E · d~l =
∫
S

rot ~E · d~S = 0 .

Dostáváme tak soustavu Maxwellových rovnic pro elektrostatické pole:

div ~E =
ρ

ε0

rot ~E = 0 . (2.11)

Prvńı z těchto rovnic je tedy vlastně Gauss̊uv zákon v diferenciálńım tvaru a nazývá se tél’ rovnićı
Poissonovou. Druhá rovnice vyjadřuje, l’e elektrostatické pole je potenciálńı a umol’̌nuje zavést skalárńı
elektrostatický potenciál ϕ(x, y, z) vztahem

~E = −∇ϕ . (2.12)

Znaménko u gradientu potenciálu bylo zvoleno tak, aby potenciálńı rozd́ıl

ϕ21 = ϕ2 − ϕ1 =
∫ 2

1
dϕ = −

∫ 2

1

~E · d~l
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vyjadřoval práci vnějáıch sil při přemis¿¿ováńı jednotkového elektrického náboje proti silám pole. Je-li
tato práce kladná, zvyauje potenciál náboje.

Naproti tomu zavád́ıme veličinu opačnou potenciálńımu rozd́ılu, která vyjadřuje práci sil pole a nazývá
se napět́ı:

U = ϕ1 − ϕ2 =
∫ 2

1

~E · d~l .

Potenciál je určen s přesnost́ı na aditivńı konstantu a nulový potenciál můl’eme volit kdekoli. Jsou-li vaechny
náboje rozmı́stěny v konečné oblasti prostoru, můl’eme zvolit nulový potenciál v nekonečnu. Potom

ϕ = −
∫ A(x,y,z)

∞
~E · d~l .

Je zřejmé, l’e vaechny tři veličiny, potenciál, potenciálńı rozd́ıl a napět́ı maj́ı týl’ fyzikálńı rozměr a měř́ı se
v týchl’ jednotkách joule na coulomb, kterou nazýváme volt (V).

Zavedeńım skalárńıho potenciálu je nyńı druhá z rovnic (2.11) splněna automaticky a dosazeńım do
prvńı z nich dostáváme

div ~E = −div gradϕ = −∆ϕ =
ρ

ε0

,

neboli
∆ϕ = − ρ

ε0

. (2.13)

Tato rovnice se nazývá Laplaceova - Poissonova.
V té části prostoru, kde je hustota náboj̊u nulová, muśı potenciál splňovat Laplaceovu rovnici

∆ ϕ = 0 , (2.14)

s př́ısluanými okrajovými (hraničńımi) podmı́nkami. Funkce, které vyhovuj́ı Laplaceově rovnici se nazývaj́ı
harmonické a maj́ı celou řadu zaj́ımavých vlastnost́ı. Jednu z nich vyjadřuje tzv. ”věta o středńı hodnotě
potenciálu”. Podle ńı je hodnota potenciálu ve středu kulové plochy rovna středńı hodnotě potenciálu na této
ploae. Můl’eme se o tom přesvědčit jednoduchou fyzikálńı úvahou. Mějme v nějakém mı́stě náboj q, který
vyvolává v bodě A potenciál ϕ. Přivedeme-li do bodu A z nekonečna náboj q′ , potom energie takto vzniklé
soustavy bude rovna q′ϕ. Náboj q′ se vaak navenek chová stejně, jako kdyby byl rovnoměrně rozprostřen
na kulové ploae se středem v A, kde náboj q bud́ı středńı hodnotu potenciálu ϕ̄. Je tedy q′ϕ = q′ϕ̄. Z
věty o středńı hodnotě potenciálu např́ıklad plyne, l’e v mı́stě, kde nejsou náboje, nemůl’e mı́t potenciál
minimum a elektrostatické pole tak nemůl’e udrl’ovat vlol’ený náboj ve stabilńı rovnováze (Earnshawova
věta). Je-li potenciál na hranici nějaké oblasti nulový, nemůl’e mı́t nikde v této oblasti extrém a muśı zde
být tud́ıl’ vaude roven nule.

V kartézských souřadnićıch můl’eme Laplaceovu rovnici zapsat jako

∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
+

∂2ϕ

∂z2
= 0 .

Odtud je rovněl’ zřejmé, l’e potenciál nemůl’e mı́t extrémy - v takovém mı́stě by vaechny druhé parciálńı
derivace musely být bud’ kladné nebo záporné.

Potenciál elektrostatického pole bodového náboje je zřejmě

ϕ = − 1

4πε0

∫ r

∞

q

r2
dr =

1

4πε0

q

r
. (2.15)

Soustava N bodových náboj̊u tak vytvoř́ı v bodě o souřadnićıch x, y, z potenciál

ϕ(x, y, z) =
1

4πε0

∑
β

qβ
rβ

. (2.16)

Pomoćı (2.16) můl’eme zapsat energii soustavy bodových náboj̊u (2.7) jako

W =
1

2

N∑
α=1

qαϕα (2.17)
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obr. 2.9

(ϕα je potenciál vytvářený vaemi ostatńımi náboji v mı́stě, kde śıdĺı náboj qα). Je-li náboj rozlol’en spojitě
v objemu V , přejde suma v (2.17) na integrál a s poul’it́ım Laplaceovy - Poissonovy rovnice a Gaussova
zákona můl’eme vyjádřit energii v tomto objemu jako

WV =
1

2

∫
V
ρϕdV = −ε0

2

∫
V
ϕ∆ϕdV = −ε0

2

[∫
V

div(ϕ∇ϕ)dV −
∫
V

(∇ϕ)2dV
]

=

−ε0

2

[∮
S
(ϕ∇ϕ)dS −

∫
V

(∇ϕ)2dV
]
.

Plochu S ohraničuj́ıćı objem V můl’eme nyńı rozṕınat do nekonečna; přitom bude integrand v ploaném
integrálu klesat jako 1

r
a v nekonečnu tento integrál vymiźı. Zbývá tedy objemový integrál, který se nyńı

rozprostře na celý prostor:

W =
ε0

2

∫
∞
E2dV =

∫
∞
wdV . (2.18)

Zde jsme označili hustotu energie elekrostatického pole

w =
ε0E

2

2
. (2.19)

Energii prostorově rozlol’ených statických náboj̊u můl’eme tedy vyjádřit bud’ pomoćı náboj̊u a jejich
vzdálenost́ı nebo na základě znalosti jimi vyztvářeného elektrostatického pole; oba zp̊usoby jsou matem-
aticky ekvivalentńı. Hustotu energie elektrostatického pole nemůl’eme v prostoru nijak zjistit, fyzikálńı
význam má pouze celková energie soustavy daná integrálem (2.18).

Zabývejme se nyńı úlohou určit elektrostatické pole a potenciál daného rozlol’eńı elektrických náboj̊u.
Nech¿¿ tyto náboje jsou rozlol’eny v objemu V a my máme určit pole a potenciál v bodě A o polohovém
vektoru ~r. Podle principu superpozice můl’eme objem V rozdělit na malé, bodové náboje ρdV s polohovými
vektory ~r′. Označme dále vektor pr̊uvodiče daného bodového náboje s bodem A jako ~R = ~r − ~r′ (viz obr.
2.9). Intenzitu elektrostatického pole a potenciál pak najdeme integrováńım

~E(x, y, z) =
1

4πε0

∫
V

ρ(x′, y′, z′)~R dV

R3
, ϕ(x, y, z) =

1

4πε0

∫
V

ρ(x′, y′, z′) dV

R
. (2.20)

Je-li náboj rozlol’en ploaně nebo lineárně, nastouṕı mı́sto objemových integrál̊u a hustot integrály a hustoty
ploané, resp. lineárńı.

Je otázka, zda integrály (2.20) budou poskytovat konečné a spojité hodnoty, zejména v tomto př́ıpadě,
bude-li bod A lel’et uvnitř objemu V . Potom totil’ bude ve jmenovateli integrované funkce nula a integrál
můl’e, ale nemuśı konvergovat. Z obecné teorie potenciálu vyplývá pro objemové rozlol’eńı náboj̊u:
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1. Je-li funkce ρ konečná a dostatečně hladká uvnitř objemu V , bude pole ~E vaude konečné a spojité
a potenciál ϕ bude mı́t nav́ıc i parciálńı derivace alespoň prvńıho řádu.

2. Je-li náboj rozlol’en ploaně s hustotou σ, neńı na nabité ploae intenzita pole definována a potenciál zde
nemá derivaci. Při pr̊uchodu touto plochou z̊ustávaj́ı tečné slol’ky intenzity pole spojité, zat́ımco normálové
se měńı skokem o σ

ε0
.

Uvedené hraničńı podmı́nky na nabité ploae snadno źıskáme z Gaussovy a Stokesovy věty. Představ́ıme-
li si ńızký válcový objem těsně přimykaj́ıćı k této ploae, s osou ve směru normály, potom můl’eme zanedbat
tok pole pláatěm a uval’ovat jen tok podstavami ∆S. Z Gaussova zákona pak máme

(E1n − E2n) ∆S =
σ∆S

ε0

.

Vedeme-li uzavřenou křivku tak, l’e dvě jej́ı větve délky ∆l procházej́ı těsně podél obou stran plochy,
dostaneme ze Stokesovy věty

(E1t − E2t) ∆l = 0 .

Na nabité ploae je tedy potenciál spojitý a pro normálové a tečné slol’ky intenzity pole plat́ı

Div ~E = E1n − E2n =
σ

ε0

, |Rot ~E| = E1t − E2t = 0 . (2.21)

Při výpočtu intenzity pole můl’eme tedy poul’́ıt bud’ př́ımo prvńı z integrál̊u (2.20), nebo můl’eme
vypoč́ıtat potenciál (druhý integrál je skalárńı a tedy jednoduaáı) a pak určit intenzitu ze vztahu (2.12).
Pokud je rozlol’eńı náboj̊u symetrické, můl’e být výhodnějáı poul’́ıt př́ımo Gauss̊uv zákon. V př́ıpadě
nepravidelného rozlol’eńı náboje můl’eme poul’́ıt přiblil’né metody umol’̌nuj́ıćı určit pole v dosti velké
vzdálenosti od náboje; o ńı pojednáme v následuj́ıćım odstavci.

Urč́ıme nyńı pole a potenciály některých nábojových uspořádáńı.

1. Nabitá př́ımka

Mějme elektrický náboj rozlol’ený podél př́ımky s konstantńı lineárńı hustotou τ (obr. 2.10) a určeme
intenzitu elektrostatického pole v bodě A ve vzdálenosti r od př́ımky. Uval’me př́ıspěvky dvou nábojových
element̊u τdl lel’́ıćıch ve stejné vzdálenosti l na obě strany od paty kolmice spuatěné z bodu A na př́ımku.
Jejich vektorový součet bude zřejmě kolmý k př́ımce a bude mı́̌rit od př́ımky, je-li náboj kladný. Jeho
velikost můl’eme jej zapsat jako

dE = 2 cosα
1

4πε0

τdl

R2
,

kde

R =
r

cosα
, l = rtgα, dl =

rdα

cos2 α
.

Po dosazeńı a integraci máme

E =
τ

2πε0r

∫ π/2

0
cosα dα =

τ

2πε0r
. (2.22)

Týl’ výsledek bychom dostali jednoduaáım zp̊usobem př́ımo z Gaussova zákona. Na směr vektoru inten-
zity můl’eme usoudit ze symetrie úlohy a obkloṕıme-li část př́ımky souosým válcem o poloměru podstavy
r a libovolné délky L, máme pro tok intenzity pláatěm válce

E.2πrL =
1

ε0

τL ,

odkud ihned plyne (2.22). Pokud jde o potenciál pole, máme

ϕ = −
∫ r

∞
E dr = − τ

2πε0

ln r + konst . (2.23)
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obr. 2.10

Integračńı konstantu tentokrát nemůl’eme vybrat tak, aby potenciál v nekonečnu byl nulový. Je to pocho-
pitelné, nebo¿¿ jsme do nekonečna umı́stili elektrické náboje! Jinak můl’eme tuto konstantu ovaem volit
libovolně.

2. Nabitá rovina a rovinná vrstva
Mějme elektrický náboj rozlol’ený rovnoměrně na rovině s konstantńı ploanou hustotou σ a určeme

pole a potenciál v bodě A ve vzdálenosti r od roviny. Mohli bychom např́ıklad rozdělit rovinu na dvojice
rovnoběl’ných úzkých př́ımých pás̊u symetricky umı́stěných vzhledem k patě kolmice spuatěné s bodu A na
rovinu, poval’ovat tyto pásy za nabité př́ımky a sč́ıtat jejich př́ıspěvky. Ze symetrie úlohy je vaak zřejmé,
l’e vektor intenzity pole bude mı́̌rit kolmo od kladně nabité roviny. Zvoĺıme-li tedy Gaussovu plochu opět
ve tvaru povrchu válce s osou kolmou k rovině a s podstavami libovolného tvaru a plochy S tak, aby lel’ely
ve vzdálenosti r na obě strany od roviny, dostaneme

E.2S =
1

ε0

σS .

Odtud dostaneme pro intenzitu pole a potenciál nabité roviny

E =
σ

2ε0

, ϕ = − σ

2ε0

r + konst (2.24)

(pole vpravo od svislé roviny budeme brát jako kladné, vlevo jako záporné). Je pozoruhodné, l’e velikost
intenzity pole se neměńı se vzdálenost́ı od roviny; předpoklad o tom, l’e rovina je nekonečná je ovaem
idealizaćı. Pr̊uběh intenzity pole a potenciálu nabité roviny jsou na obr. 2.11. Z něho je patrno, l’e na
nabité rovině má normálová slol’ka intenzity pole nespojitost σ

ε0
.

Nabitou rovinu jsme poval’ovali za nekonečně tenkou. Ve skutečnosti jde vl’dy o nabitou vrstvu konečné
tloua¿¿ky. Je-li taková vrstva nabita s konstantńı objemovou hustotou ρ (viz obr. 2.12) a má-li áı̌rku a,
můl’eme myaleně rozřezat vrstvu na nekonečně tenké roviny s ploanou hustotou náboje dσ = ρdr a podle
principu superpozice sč́ıtat př́ıspěvky takových rovinných náboj̊u. Tak dostaneme vně vrstvy

E =
∫ a/2

−a/2

ρdr

2ε0

=
ρa

2ε0

, ϕ = − ρa
2ε0

r + konst.

Uvnitř vrstvy se odečtou př́ıspěvky vrstev o tloua¿¿ce a
2

+ r a a
2
− r:

E =
ρ

2ε0

[(
a

2
+ r

)
−
(
a

2
− r

)]
=

ρ

ε0

r, ϕ = − ρ

2ε0

r2 + konst .

56



obr. 2.11 obr. 2.12

Protol’e jde o prostorově rozlol’ený náboj, je pole na hranici vrstvy spojité, i kdyl’ tam nemá derivaci.
Potenciál ovaem derivaci má.

Z principu superpozice snadno odvod́ıme pr̊uběh pole a potenciálu buzených dvojicemi souhlasně a ne-
souhlasně nabitých rovin (obr. 2.13). Jsou-li roviny nabité opačnými náboji tél’e velikosti hustoty, bude pole
homogenńı a bude zcela soustředěno mezi rovinami (deskový kondenzátor). Vaimněte si skok̊u intenzity
elektrického pole na nabitých rovinách.
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obr. 2.13

obr. 2.14

3. Nabitá koule
Elektrostatické pole a potenciál objemově či povrchově nabité koule urč́ıme snadno pomoćı Gaussova

zákona.5Uvedeme proto pouze výsledky graficky zachycené na obr. 2.14.
Je-li koule o poloměru R nabita povrchově s ploanou hustotou σ, nese náboj Q = 4πR2σ, je-li nabita

objemově s hustotou ρ, má náboj 4
3
πR3ρ. Pro pole vně koule (r > R) dostáváme v obou př́ıpadech stejné

vztahy jako pro bodový náboj umı́stěný ve středu koule:

E =
1

4πε0

Q

r2
, ϕ =

1

4πε0

Q

r
. (2.25)

Pole uvnitř (r < R) povrchově nabité koule bude zřejmě nulové a konstantńı potenciál roven potenciálu
na povrchu

ϕ =
1

4πε0

Q

R
; (2.26)

pro objemově nabitou kouli dostáváme

E =
1

4πε0

Q

R3
r, ϕ = − 1

8πε0

Q

R3
r2 +

3

8πε0

Q

R
. (2.27)

Snadno se přesvědč́ıme, l’e na hranici koule jsou splněny pol’adavky na normálové slol’ky pole a potenciál.

5A velmi nesnadno bez něho, Newton musel řeait obdobnou úlohu pro gravitačńı pole koule slol’itým integrováńım mnoho
let.
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obr. 2.15

Podobným zp̊usobem bychom mohli naj́ıt pole a potenciál buzený nekonečným povrchově či objemově
nabitým válcem. Zjistili bychom, l’e navenek se válec chová jako lineárńı náboj v ose, pole uvnitř povrchově
nabitého válce je nulové, uvnitř objemově nabitého válce bude

E =
ρ

2ε0

r, ϕ = − ρ

4ε0

r2 + konst .

4. Pole a potenciál na ose nabité krul’nice
Mějme krul’nici poloměru r nabitou s lineárńı hustotou τ . Z d̊uvodu symetrie můl’eme usoudit, l’e pole

na ose této krul’nice bude lel’et v této ose, nad rovinou krul’nice bude kladné (směr vzh̊uru) pod rovinou
záporné (směr dol̊u). Urč́ıme, jak záviśı toto pole na vzdálenosti od středu krul’nice h (viz obr. 2.15).

Rozděĺıme krul’nici na dvojice protilehlých element̊u délky dl, které představuj́ı bodové náboje τdl, a
zintegrujeme př́ıspěvky takových dvojic:

E = 2 cosα
1

4πε0

∫ πr

0

τdl

h2 + r2
=

τrh

2ε0(h2 + r2)3/2
, ϕ =

τr

2ε0

√
h2 + r2

. (2.28)

Intenzita pole nabývá extrémů ve vzdálenostech hm = r/
√

2, ve středu krul’nice je pole samozřejmě nulové.

3. Elektrický dipól a vektor polarizace

Mějme objem V , v něml’ je nějakým zp̊usobem rozmı́stěn elektrický náboj; celkový náboj v tomto
objemu můl’e přitom být nulový i nenulový. Umı́stěme v tomto objemu počátek souřadnic a hledejme
potenciál elektrostatického pole v bodě A lel’́ıćım ve vzdálenosti r od počátku např́ıklad na ose z. Objem
V rozděĺıme na malé elementy dV , s nimil’ budeme zacházet jako s bodovými náboji. Polohové vektory
těchto element̊u označ́ıme ~r′, pr̊uvodič z tohoto elementu do bodu A označ́ıme ~R, takl’e ~R = ~r−~r′. Princip
superpozice dává

ϕA =
1

4πε0

∫
V

ρ(x′, y′, z′)

R
dV .
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obr. 2.16 obr. 2.17

Předpokládejme nyńı, l’e bod A lel’́ı ve vzdálenosti mnohem větáı nel’ jsou rozměry objemu V . Potom
můl’eme poval’ovat poměr r′/r za malý a rozlol’it funkci 1

R
pod integrálem do Taylorova rozvoje. Jinak

můl’eme tél’ poul’́ıt kosinové věty (viz obr. 2.16)

R = (r2 + r′2 − 2rr′ cos θ)1/2

a binomického rozvoje do druhého řádu r′/r 6

1

R
=

1

r

(
1 +

r′2

r2
− 2r′

r
cos θ

)−1/2

=
1

r

1 +
r′

r
cos θ +

1

2

(
r′

r

)2

(3 cos2 θ − 1) + · · ·

 .

Dosad́ıme-li tuto řadu do integrálu pro potenciál, dostaneme takzvaný multipólový rozvoj elektrostat-
ického pole. Potenciál v bodě dostatečně vzdáleném od uval’ovaného objemu můl’eme vyjádřit jako součet
př́ıspěvk̊u, jejichl’ velikost postupně klesá s rostoućımi mocninami vzdálenosti. V teorii elektromagnetického
pole se dokazuje, l’e takový rozvoj vl’dy existuje a je jednoznačný:

ϕ = ϕ(0) + ϕ(1) + ϕ(2) + · · · =
1

4πε0

(
K0

r
+
K1

r2
+ · · ·

)
. (2.29)

Integrály Kn nazýváme elektrickými multipólovými momenty. Jsou to elektrické charakteristiky daného
objemu, které závisej́ı pouze na rozlol’eńı náboje v tomto objemu a jeho symetrii. Pokud je rozlol’eńı
náboje komplikované či neznámé a nemůl’eme ho vypoč́ıtat, můl’eme se pokusit určit multipólové momenty
experimentálně z jimi vyvolávaného pole.

Zaṕıaeme prvńı tři multipólové momenty vzhledem k naáı volbě bodu A:

K0 =
∫
V
ρdV, K1 =

∫
V
r′ cos θρdV, K2 =

1

2

∫
V
r′2(3 cos2 θ − 1)ρdV .

Prvńı z multipólových moment̊u K0 odpov́ıdá elektrickému monopólu, a je to vlastně celkový náboj
daného objemu. Ve velké vzdálenosti se malý nabitý objem jev́ı jako bodový náboj, col’ je pochopitelné.

6Pro α� 1 (1 + α)−1/2 = 1− 1
2α+ 3

8α
2 − 15

48α
3 + · · ·
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V př́ıpadě, l’e objem bude jako celek nenabitý, stane se rozhoduj́ıćım daláı člen K1, který představuje
moment elektrického dipólu.

Pro naai speciálńı volbu bodu A, kdy r′ cos θ = z′, odpov́ıdá integrál K1 z-ové slol’ce vektorové veličiny,
kterou nazýváme elektrický dipólový moment a který můl’eme zapsat pro př́ıpad spojitého a nespojitého
rozlol’eńı náboj̊u jako

~p =
∫
V
~r′ρdV , ~p =

∑
α

r′αqα . (2.30)

Elektrický dipólový moment je tedy vedle náboje daláı charakteristika elektrického p̊usobeńı částice či
tělesa a měř́ı se v coulombech krát metr. Potenciál odpov́ıdaj́ıćı elektrickému dipólovému momentu je

ϕ(1) =
1

4πε0

~p · ~r0

r2
=

1

4πε0

~p · ~r
r3

. (2.31)

Na rozd́ıl od potenciálu náboje klesá potenciál dipólu se čtvercem vzdálenosti.
Důlel’itou je otázka, zda definice elektrického dipólového momentu neńı závislá na volbě počátku

souřadnic. Přejdeme-li od počátku souřadnic O1 k novému počátku O2, a označ́ıme vektor spojuj́ıćı oba
počátky jako ~a, bude transformace souřadnic ~r′1 = ~r′2 + ~a a dipólový moment

~p1 =
∑
α

r′α1qα =
∑
α

~r′α2qα + ~a
∑
α

qα = ~p2 + ~a Q .

Elektrický dipólový moment je tedy invariantńı v̊uči volbě počátku tehdy, je-li celkový náboj v objemu
nulový. Takový objem se nazývá polarizovaný.

Můl’e se stát, l’e jak celkový náboj v objemu, tak dipólový moment budou nulové. Převládaj́ıćım se pak
stane následuj́ıćı člen rozvoje odpov́ıdaj́ıćı elektrickému kvadrupólu. Definujeme jej obecně jako tenzor o
slol’kách

Qij =
∫
V

(3x′ix
′
j − δijr′2)ρ dV , (2.32)

v př́ıpadě bodových náboj̊u ve tvaru sumy. Z této definice je zřejmé, l’e tenzor kvadrupólového momentu
je symetrický a součet jeho diagonálńıch moment̊u je roven nule. V hlavńıch osách budou vaechny nedi-
agonálńı momenty nulové a bude-li nav́ıc náboj rozlol’en symetricky kolem osy z, dostaneme

Qxx = Qyy = −1

2
Qzz .

Potom je kvadrupólový moment určen jediným prvkem. Kvadrupólový moment bude nezávislý na volbě
počátku souřadnic, bude-li jak celkový náboj tak dipólový moment soustavy nulový. V naaem multipólovém
rozvoji pro potenciál v bodě na ose x bude kvadrupólový př́ıspěvěk k potenciálu

ϕ(2) =
1

4πε0

1

2

Qzz

r3

a klesá s třet́ı mocninou vzdálenosti.
Je-li i kvadrupólový moment soustavy nulový, nastupuje moment oktupólový. Tak se s rostoućı symetríı

rozlol’eńı náboje uplatňuj́ı stále vyaáı multipóly. Nejvyaáı symetrii vykazuje sférické rozlol’eńı náboje; v
tom př́ıpadě jsou vaechny multipólové momenty nulové a nabitá koule se navenek chová přesně tak jako
bodový náboj (monopól).

Vaimneme si nyńı bĺıl’e elektrického dipólu. Bodovým dipólem nazýváme elektricky neutrálńı útvar
zanedbatelných rozměr̊u, který v prostoru vytvář́ı elektrické pole o potenciálu daném vztahem (2.31).
Př́ıkladem takových útvar̊u mohou být např́ıklad některé molekuly (nazýváme je polárńı). Intenzita elek-
trického pole bodového dipólu bude tedy

~E = −∇ϕ = − 1

4πε0

[
∇
(

1

r3

)
~p · ~r +

∇(~p · ~r)
r3

]
=

1

4πε0

[
3(~p · ~r)~r
r5

− ~p

r3

]
. (2.33)

Je-li bodový dipól umı́stěn v počátku souřadnic v rovině x, z a orientován ve směru osy z, budou mı́t
siločáry pole pr̊uběh znázorněný na obr. 2.17. Potom pro slol’ky intenzity pole dostaneme

Ex =
1

4πε0

3pxz

r5
, Ey = 0, Ez =

p

4πε0

(
3z2

r5
− 1

r3

)
. (2.34)
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obr. 2.18 obr. 2.19

Na ose z bude x = 0 a

Ex = 0, Ey = 0, Ez =
1

4πε0

2p

r3
, (2.35)

na ose x bude z = 0 a

Ex = 0, Ey = 0, Ez = − 1

4πε0

p

r3
. (2.36)

Bodový elektrický dipól obyčejně aproximujeme dvojićı bodových náboj̊u stejné velikosti a opačných
znameńı ve vzájemné vzdálenosti l. Dipól má pak velikost p = ql a je orientován od záporného náboje ke
kladnému. Pole vytvářené takovou dvojićı náboj̊u ovaem odpov́ıdá poli dipólu (2.33) jen na vzdálenostech
r � l. Umı́st́ıme-li takový dipól do počátku souřadnic a orientujeme ve směru osy z, dostaneme v tomto
přibĺıl’eńı z principu superpozice výrazy, (2.35) resp. (2.36). Takovou dvojici náboj̊u nazýváme konečný
dipól.

Umı́st́ıme-li dipól do vnějáıho homogenńıho elektrického pole, bude výsledná śıla p̊usob́ıćı na dipól
nulová, ale bude naň p̊usobit moment silové dvojice (viz obr. 2.18).

~D = ~p× ~E . (2.37)

Při natáčeńı dipólu v homogenńım poli koná tento moment silové dvojice práci

A =
∫ α

π/2
D dα =

∫ α

π/2
pE sinα dα = −pE cosα

Dipól tak źıská energii závislou na jeho orientaci v̊uči směru pole. Tato energie je rovna

W = −~p · ~E (2.38)

Odečet této energie jsme zvolili tak, l’e ji bereme jako nulovou, je-li dipól orientován kolmo k siločarám
pole, zápornou je-li orientován souhlasně se směrem pole a kladnou mı́̌ŕı-li proti poli (obr. 2.19).

V nehomogenńım elektrickém poli bude na dipól p̊usobit výsledná śıla. Na obr. 2.20 jsou znázorněny
př́ıpady, kdy gradient pole je kolmý na směr siločar a rovnoběl’ný s ńım. V prvńım př́ıpadě můl’eme napsat
pro x-ovou slol’ku výsledné śıly

Fx = F1 − F2 = q(E1 − E2) ≈ q
∂Ex
∂z

∆z = p
∂Ex
∂z

cos β = ~p · grad Ex .

I v obecném př́ıpadě dostaneme př́ımo z (2.38)

~F = −∇W = ∇(~p · ~E) = (~p∇) ~E . (2.39)

Obecně lze ř́ıci, l’e dipól po vlol’eńı do vnějáıho elektrického pole je vl’dy natáčen souhlasně se směrem
pole a pak vtahován do oblasti silnějáıho pole.
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obr. 2.20

Atomy a molekuly mohou mı́t bud’ své vlastńı elektrické dipólové momenty závislé na vnitřńım
uspořádáńı elektrických náboj̊u nebo mohou źıskat dipólový moment tak, l’e se ve vnějáım poli zpolar-
izuj́ı. Takový źıskaný dipólový moment se nazývá indukovaný, bývá o několik řád̊u menáı nel’ vlastńı
momenty atomů a molekul a v prvńım přibĺıl’eńı bude zřejmě úměrný intenzitě vnějáıho elektrického pole.
Koeficient úměrnosti se nazývá atomovou, resp. molekulovou polarizovatelnost́ı:

~pind = α~E . (2.40)

Odhadneme velikost atomové polarizovatelnosti. Poul’ijeme model vod́ıkového atomu jako záporně
nabité koule o Bohrově poloměru rB = 0, 529.l0−10 m, v jej́ıml’ středu śıdĺı proton. Takto symetrické
uspořádáńı náboj̊u zřejmě dipólový momenmt neprojevuje. Nech¿¿ se nyńı vlivem vnějáıho elektrického
pole proton vychýĺı ze své středové polohy na vzdálenost a. Indukovaný dipólový moment bude mı́t tedy
velikost p = ea. Śıla, která vyvolala takové posunut́ı je silou mezi nábojem e a záporným nábojem uvnitř
koule o poloměru a. Tuto śılu snadno urč́ıme jako

F = eE =
1

4πε0

e2a

r3
B

.

Odtud

a =
4πε0r

3
B

e
E, α = 4πε0r

3
B = 1, 65.10−41 CV−1m2 .

Odtud odhadneme, l’e např́ıklad v poli o obrovské intenzitě E = 106 V.m−1 se jádro atomu vod́ıku vychýĺı
o pouhých 10−16 m a indukovaný dipólový moment bude mı́t velikost pind = 1, 6.10−35 C.m. 7 Odtud
si můl’eme učinit představu u velikosti vnitroatomových elektrických poĺı. Molekuly, které maj́ı vlastńı
dipólové momenty se nazývaj́ı polárńı. Typickým př́ıkladem je molekula vody, jej́ıl’ dipólový moment
směřuje od atomu kysĺıku kolmo směrem k linii atomů vod́ıku a má velikost p = 6, 1.10−30 C.m. K
polárńım molekulám patř́ı dále molekula chlorovod́ıku, amoniaku, oxidu uhelnatého a daláı. Velikosti
vlastńıch dipólových moment̊u ukazuj́ı na vnitroatomová elektrická pole řádově 1011V.m−1.

Podobně jako bodové náboje mohou být i dipóly rozlol’eny jakoby spojitě v prostoru či na ploae.
Představme si nejprve obecnou plochu tvořenou dvěma nekonečně tenkými vrstvami, jednou kladně nabitou
s ploanou hustotou náboje σ, druhou záporně nabitou s hustotou−σ. Takovou plochu nazýváme elektrickou
dvojvrstvou. Vzniká např́ıklad na povrchu plazmatu, kde pohyblivějáı elektrony se vzdaluj́ı dále od hranice
plazmatu nel’ ionty, a má dobré elektrické a tepelné izolačńı vlastnosti. Můl’eme na ni pohĺıl’et jako na
ploaně rozlol’ené elektrické dipóly orientované ve směru normály a o ploané hustotě ~pS = σ∆l~n, kde ∆l je
vzdálenost nabitých ploch. Plocha S dvojvrstvy bude budit v bodě o polohovém vektoru ~r elektrické pole
o potenciálu

ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
S

~pS · ~R
R3

dS =
pS

4πε0

∫
S

~R · d~S
R3

=
pSΩ

4πε0

. (2.41)

7Přesný kvantově mechanický výpočet dává hodnotu atomové polarizovatelnosti pro vod́ık 9/2 krát větáı. Hodnoty ato-
mové polarizovatelnosti r̊uzných atomů a molekul najdeme v tabulkách.
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obr. 2.21

Zde Ω představuje prostorový úhel, pod ńıml’ je vidět plochu dvojvrstvy z bodu A. To je pozoruhodná
vlastnost dvojvrstvy - můl’eme ji libovolně zmuchlat a potenciál v daném bodě se přitom nezměńı, za-
chováme li př́ısluaný prostorový úhel. Plyne odtud také, l’e při přechodu dvojvrstvou se potenciál měńı
skokem o pS

ε0
.

Přejdeme nyńı k prostorovému rozlol’eńı elektrických dipól̊u. Mysleme si nějaký objem, kde jsou dipóly
~p rozlol’eny s hustotou N a vaechny jsou souhlasně orientovány. Objemová hustota elektrických dipól̊u
pak bude ~P = N~p a nazýváme ji vektorem elektrické polarizace. Ve skutečnosti nejsou elementárńı dipóly
(např́ıklad molekulárńı dipóly v látce) nikdy vaechny souhlasně orientovány a budeme-li se je snal’it oriento-
vat vnějáım elektrickým polem, bude tepelný chaotický pohyb tuto orientaci opět naruaovat. I tak můl’eme
vaak zavést vektor polarizace ~P a definovat jej jako elektrický dipólový moment jednotky objemu látky. V
př́ıpadě dokonalého uspořádáńı dipól̊u bude mı́t maximálńı velikost, v př́ıpadě dokonale neuspořádaných
dipól̊u bude nulový. Vektor polarizace se měř́ı v jednotkách coulomb na metr čtverečný, a má tedy stejný
rozměr jako ploaná hustota elektrického náboje.

Urč́ıme potenciál elektrostatického pole buzený v bodě o polohovém vektoru ~r polarizovaným objemem
s vektorem polarizace ~P (~r′):

ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
V

~P (~r′) · ~R
R3

dV =
1

4πε0

∫
V

div′

 ~P (~r′)

R

 dV − ∫
V

div′ ~P (~r′)

R
dV

 =

=
1

4πε0

∮
S

~P (~r′) · d~S
R

−
∫
V

div′ ~P (~r′)

R
dV

 =
1

4πε0

[∮
S

σv(~r
′)dS

R
+
∫
V

ρv(~r
′)dV

R

]
,

kde pod div’ se rozumı́ divergence derivovaná podle proměnné ~r′.
Výsledný potenciál je tedy ekvivalentńı potenciálu pole buzeného ploaným nábojem hustoty σv vázaným

na povrch tělesa a objemovým nábojem hustoty ρv vázaným uvnitř tělesa, kde

σv = ~P · ~n, ρv = −div ~P (2.42)

(~n je jednotkový vektor normály k povrchu tělesa).
Polarizovaný objem se tedy chová jako určité ekvivalentńı rozděleńı ploaných a objemových náboj̊u.

Vezměme např́ıklad objem tvaru válce homogenně polarizovaný ve směru osy (~P = konst). Potom div ~P
je nulová, normála na pláati válce je kolmá k vektoru polarizace a pole takového válce bude ekvivalentńı
poli dvou nabitých podstav s opačným znameńım náboje (obr. 2.21). Je-li válec at́ıhlý, bude představovat
konečný elektrický dipól s náboji P∆S a −P∆S na konćıch. Přejde-li válec v nekonečnou rovinnou vrstvu,
bude představovat dvojici nesouhlasně nabitých rovin s hustotami náboje σ = P a σ = −P . Pole uvnitř
takové vrstvy bude tedy mı́̌rit proti směru vektoru polarizace a bude rovno

Ep = −P
ε0

. (2.43)

Pole vně vrstvy bude nulové.
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obr. 2.22

Urč́ıme jeatě pole polarizované koule. Nech¿¿ vektor polarizace mı́̌ŕı ve směru osy z a je opět konstantńı.
Na povrchu koule se vytvoř́ı ploaný náboj s proměnnou hustotou

σv = ~P · ~n = P cos θ .

Vı́me, l’e pole objemově nabité koule se navenek chová jako pole bodového náboje v centru. Lze snadno
ukázat, l’e také pole polarizované koule se navenek chová, jako kdyby celý dipólový moment koule

~p = V ~P =
4

3
πR3 ~P

byl umı́stěn ve středu koule. Ploané rozlol’eńı náboje na povrchu si totil’ lze představit tak, jako kdybychom
měli dvě vzájemně se překrývaj́ıćı koule objemově nabité opačnými náboji s nepatrně posunutými středy.
V mı́stech překryt́ı se náboje kompenzuj́ı, na rovńıku je hustota náboje nulová, na pólech maximálńı a
rovna P a −P (viz obr. 2.22).

Potom bude potenciál vně koule potenciálem dipólu a můl’eme psát

ϕe =
1

4πε0

~p · ~r
r3

=
P

3ε0

R3

r3
z .

Uvnitř koule muśı potenciál splňovat Laplaceovu rovnici a hraničńı podmı́nku spojitosti na povrchu
koule. Tomu vaak vyhov́ı pouze potenciál

ϕi =
1

3ε0

Pz .

Intenzita elektrostatického pole uvnitř koule je tedy konstantńı, mı́̌ŕı proti směru vektoru polarizace a
je rovna

~Ei = −∇ϕi = −
~P

3ε0

. (2.44)

Lze se přesvědčit, l’e tečné slol’ky pole uvnitř a vně koule jsou spojité, normálové slol’ky se měńı skokem o
P/ε0.

Fakt, l’e pole uvnitř polarizované koule je homogenńı se můl’e zdát překvapivý. Ukazuje se, l’e je to
obecná vlastnost vaech polarizovaných těles tvaru elipsoidu, jehol’ jsou koule a nekonečná rovinná vrstva
zvláatńımi př́ıpady.

1. Śıly p̊usob́ıćı mezi elektrickými dipóly

Mějme dva dipóly ~p1, ~p2 v rovině x, z, přičeml’ dipól ~p1 nech¿¿ je umı́stěn v počátku a orientován ve
směru osy z. Pro gradienty slol’ek pole prvńıho dipólu dostaneme

grad Ex =
p1

4πε0

(
3z

r5
− 15x2z

r7
, 0,

3x

r5
− 15xz2

r7

)
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obr. 2.23

grad Ez =
p1

4πε0

(
3x

r5
− 15xz2

r7
, 0,

9z

r5
− 15z3

r7

)
.

Slol’ky śıly, kterou tento dipól p̊usob́ı na obecně umı́stěný a orientovaný dipól ~p2 najdeme jako skalárńı
součiny vektoru ~p2 a gradientu př́ısluané slol’ky pole. Tak bude-li druhý dipól umı́stěn ve vzdálenosti z na
ose z a souhlasně orientován (obr. 2.23), budou slol’ky śıly

Fx = ~p2 · grad Ex = 0, Fz = ~p2 · grad Ez = − 1

4πε0

6p1p2

r4
.

Znaménko minus ukazuje, l’e jde o śılu přital’livou.
Bude-li druhý dipól umı́stěn ve vzdálenosti x na ose x a opět souhlasně orientován, dostaneme odpu-

divou śılu o slol’kách

Fx =
1

4πε0

3p1p2

r4
, Fz = 0.

Nejzaj́ımavějáı je př́ıpad, kdyl’ druhý dipól je opět umı́stěn na ose x, ale orientován kolmo k prvńımu
dipólu, např́ıklad směrem od něho. Pak dostaneme

Fx = 0, Fz =
1

4πε0

3p1p2

r4
.

Ve vaech př́ıpadech klesá śıla se čtvrtou mocninou vzdálenosti, ale jak ukazuje posledńı př́ıpad, neńı obecně
centrálńı, nemuśı mı́̌rit po spojnici obou dipól̊u. Kdybychom např́ıklad druhý dipól přiblil’ovali k prvńımu
z nekonečna kolmo natočený, nemuseli bychom překonávat l’́adnou śılu, nekonali bychom práci.

2. Energie soustavy dvou dipól̊u

Energii soustavy dvou dipól̊u ve vzájemné vzdálenosti r najdeme obecně jako energii jednoho dipólu
ve vnějáım poli vytvářeném druhým dipólem:

W = −~p2 · ~E1 =
1

4πε0

(
~p1 · ~p2

r3
− 3(~p1 · ~r)(~p2 · ~r)

r5

)
.

4. Vodiče v elektrostatickém poli

Zabýváme-li se vlastnostmi elektrostatického pole v látkovém prostřed́ı, muśıme rozliaovat pole mikroskopická
a makroskopická. Mikroskopická pole vyvolávaná vaemi náboji v látce, protony v atomových jádrech,
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elektrony v atomech, atd. nemůl’eme bezprostředně měřit a nadto se rychle měńı v prostoru i čase. Naae
měřićı př́ıstroje udávaj́ı hodnoty vystředovaných, makroskopických poĺı, pro něl’ také formulujeme př́ısluané
Maxwellovy rovnice. S hlediska chováńı látek v elektrostatickém poli můl’eme rozliait dva základńı typy -
vodiče a dielektrika (nevodiče, izolanty). Pod vodičem budeme rozumět těleso, v něml’ existuj́ı volné elek-
trické náboje, které se mohou pod vlivem elektrického pole v celém objemu volně pohybovat, ale nemohou
jej opustit (pak by doalo k takzvané emisi).

Odtud plyne, l’e po vlol’eńı vodiče do vnějáıho elektrostatického pole budou se v něm náboje pohybovat
tak dlouho, dokud makroskopické pole nevymiźı. Stane se to tak, l’e se elektrické náboje budou hromadit
na povrchu vodiče a vytvářet uvnitř pole opačně orientované k poli vnějáımu. Vodič se tak zpolarizuje, na
jeho povrchu se naindukuj́ı elektrické náboje. Kdybychom jej uzemnili a část těchto náboj̊u tak odvedli, a
potom opět odizolovali, mohli bychom vodič nab́ıt, anil’ bychom na něj přivedli náboje z jiného nabitého
tělesa. Tento jev je znám jako elektrostatická indukce.

Rozlol’eńı náboj̊u na povrchu vodiče proběhne téměř okaml’itě a tak je můl’eme opět poval’ovat za
statické. Jev můl’eme popsat také tak, l’e elektrické siločáry vnějáıho pole dopadaj́ıćı na povrch vodiče
se na jeho povrchu zachyt́ı na záporných náboj́ıch a dále budou opět vycházet z kladných povrchových
náboj̊u. Zvětáı-li se intenzita vnějáıho pole, dodá vodič daláı volné náboje, které se rozmı́st́ı tak, aby vnějáı
pole opět vykompenzovaly. V tom spoč́ıvá st́ıńıćı účinek vodič̊u (Faradayova klec). Nejde tedy vlastně o
st́ıněńı, vnějáı pole do prostoru vodiče pronikne, ale je zde vykompenzováno polem polarizačńım.

Je-li vnějáı pole nehomogenńı, indukuje se na nenabitém vodiči elektrický dipólový moment orientovaný
souhlasně se směrem pole a takový vodič bude vtahován do oblasti silnějáıho pole. Z uvedeného chováńı
vodič̊u vyplývá zejména

• elektrické náboje jsou rozlol’eny pouze na povrchu vodiče

• makroskopické elektrostatické pole uvnitř vodiče je nulové

• elektrostatický potenciál je v celém objemu vodiče konstantńı

• povrch vodiče představuje ekvipotenciálńı plochu

• siločáry elektrostatického pole jsou vl’dy kolmé k povrchu vodiče

• v těsné bĺızkosti povrchu vodiče je intenzita pole E = σ/ε0 (takzvaná Coulombova věta, plyne ihned
z Gaussova zákona)

• na hrotech vodič̊u docháźı k prudkým změnám směru siločar a zhuatěńı ekvipotenciálńıch ploch. S
t́ım souviśı sraeńı elektřiny z hrot̊u a efekt hromosvodu.

• v d̊usledku silového p̊usobeńı povrchových náboj̊u vzniká na povrchu vodiče mechanické napět́ı.

Velikost tohoto mechanického napět́ı můl’eme určit následuj́ıćım zp̊usobem. Vyř́ızneme-li na povrchu
vodiče malou ploaku ∆S, můl’eme tuto ploaku poval’ovat za rovinnou a pole v těsné bĺızkosti ploaky na
obou jej́ıch stranách brát rovno σ/2ε0. Protol’e po opětovném vráceńı ploaky na povrch vodiče muśı se
pole uvnitř vodiče vynulovat, znamená to, l’e celý ostatńı povrchový náboj vytvář́ı v mı́stě této ploaky
pole kolmé k povrchu a rovné σ/2ε0. Na ploaku tedy p̊usob́ı śıla

∆F = σ∆S
σ

2ε0

=
σ2

2ε0

∆S

a mechanické napět́ı je rovno

T =
σ2

2ε0

=
ε0

2
E2 , (2.45)

kde E je intenzita elektrického pole v těsné bĺızkosti povrchu vodiče.
Vid́ıme, l’e toto napět́ı je právě rovno objemové hustotě pole v bĺızkosti vodiče. Tuto skutečnost si

můl’eme ujasnit myaleným pokusem. Mějme nabitou vodivou kouli, kterou vaestranně mechanicky stlač́ıme.
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obr. 2.24

Vykonáme t́ım práci proti silám mechanického napět́ı o velikosti 4πr2Tdr. T́ım vaak vytvoř́ıme elektro-
statické pole v objemu kulové slupky tloua¿¿ky dr, kde bylo dř́ıve pole nulové. Energie takto vzniklého
pole se ovaem muśı rovnat vykonané práci.

Mějme nyńı v prostoru soustavu vodič̊u, nabitých či nenabitých. Známe jejich povrchové plochy Si,
vzájemné geometrické uspořádáńı, náboje Qi a potenciály jednotlivých vodič̊u ϕi. Náboje se na povrchu
vodič̊u rozlol’́ı jednoznačným zp̊usobem, a to tak, aby potenciálńı energie celé soustavy byla minimálńı
(Thomsonova věta). Jejich siločáry budou vzájemně provázány, mezi vodiči vznikne tzv. kapacitńı vazba
(obr. 2.24). Přibĺıl’́ıme-li k soustavě daláı, nenabitý vodič, bude se polarizovat a soustava jej bude přitahovat.
T́ım se zmenáı celková potenciálńı energie.

Protol’e povrchy vodič̊u tvoř́ı ekvipotenciálńı plochy, můl’eme formulovat matematickou úlohu na řeaeńı
Laplaceovy rovnice s dobře definovanými okrajovými podmı́nkami. Nazýváme ji základńı úlohou elektro-
statiky:

Naj́ıt elektrostatický potenciál ϕ(~r), definovaný a spojitý i s derivacemi al’ do druhého řádu v daném
uzavřeném objemu (nebo v celém prostoru), aby vyhovoval Laplaceově rovnici

∆ϕ = 0

a okrajovým podmı́nkám na plochách Si

ϕ|Si
= ϕi = konst .

Je-li oborem celý prostor a jsou-li vaechny vodiče v konečnu, muśı platit

lim
r→∞

ϕ(~r) = 0 .

Lze dokázat, l’e řeaeńı základńı úlohy elektrostatiky existuje a je jediné. Jednoznačnost řeaeńı plyne
z věty o středńı hodnotě potenciálu. Uval’me dvě r̊uzná řeaeńı úlohy ϕ, χ, vyhovuj́ıćı týml’ okrajovým
podmı́nkám. Podle principu superpozice muśı pak být řeaeńım Laplaceovy rovnice také funkce ϕ − χ,
která bude ovaem na povrchu vaech vodič̊u nulová. Podle věty o středńı hodnotě potenciálu muśı tato
funkce být identicky rovna nule i v prostoru mezi vodiči, takl’e ϕ = χ, č́ıml’ je jednoznačnost dokázána.

Při řeaeńı základńı úlohy elektrostatiky je problém vybrat z mnoha řeaeńı Laplaceovy rovnice to, které
vyhov́ı okrajovým podmı́nkám. Existuje na to řada metod, které zkoumá matematická fyzika (metoda elek-
trostatického zobrazeńı, metoda konformńıho zobrazeńı, metoda Greenových funkćı aj.) Na konci tohoto
odstavce se seznámı́me s poul’it́ım metody elektrostatického zobrazeńı.

Mějme v prostoru jeden nabitý vodič. Potenciál vytvářený t́ımto vodičem v libovolném bodě prostoru
je zřejmě úměrný jeho náboji a jinak můl’e záviset jen na tvaru a velikosti vodiče. Označ́ıme potenciál na
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povrchu tohoto vodiče jako ϕ0. Poměr náboje a potenciálu na povrchu vodiče

C =
Q

ϕ0

(2.46)

nazýváme kapacitou vodiče a měř́ıme ji v jednotkách coulomb na volt nazývaných farad. Snadno ověř́ıme,
l’e kapacita koule o poloměru R je rovna C = 4πε0R. Farad je př́ılia velká jednotka a v praxi ul’́ıváme
dekadické d́ıly. Tak poval’ujeme-li Zemi za vodivou kouli, zjist́ıme, l’e jej́ı kapacita je pouhých 710 µF.

Přejdeme-li nyńı k soustavě vodič̊u zjist́ıme, l’e náboje na nich budou lineárně záviset na potenciálech
vaech vodič̊u, přičeml’ koeficienty úměrnosti jsou dány pouze geometrickými parametry soustavy:

Qi = C11 ϕ1 + C12 ϕ2 + · · ·
Q2 = C21 ϕ1 + C22 ϕ2 + · · ·
· · ·

neboli zkráceně
Qi = Cik ϕk . (2.47)

Koeficienty Cik nazýváme kapacitńı koeficienty, je-li i 6= k influenčńı koeficienty. Vyjádř́ıme-li naopak
potenciály jako funkce náboj̊u

ϕi = Bik Qk , (2.48)

dostaneme takzvané potenciálové koeficienty Bik.
Při nab́ıjeńı soustavy vodič̊u konáme práci, dodáváme soustavě energii. Tato energie by neměla záviset

na tom v jakém pořad́ı a jakou rychlost́ı vodiče nab́ıj́ıme. Zvolme tedy takový postup, l’e nab́ıj́ıme vaechny
vodiče současně a to tak, aby nab́ıjeńı vaech vodič̊u bylo také současně ukončeno. Potenciály a náboje
vodič̊u muśı tedy být v kal’dém okaml’iku úměrny jejich konečným hodnotám. Jsou-li konečné potenciály
a náboje na vodič́ıch ϕi, Qi a t bezrozměrný časový parametr měńıćı se během nab́ıjeńı od 0 do 1, budou
pr̊uběl’né hodnoty potenciál̊u a náboj̊u ϕ′i = tϕi, Q

′
i = tQi. Výsledná energie pak bude rovna práci vykonané

nab́ıjeńım vaech vodič̊u

W =
∑
i

Ai =
∑
i

∫ Qi

0
ϕ′idQ

′
i =

∑
i

ϕiQi

∫ 1

0
tdt =

1

2

∑
i

ϕiQi . (2.49)

Na základě energetické úvahy zalol’ené na tom, l’e výsledná energie nezáviśı na pořad́ı nab́ıjeńı vodič̊u lze
dokázat, l’e matice Cik a Bik jsou symetrické (věta o vzájemnosti kapacit).

Podle (2.49) bude energie jednoho osamoceného vodiče rovna

W =
1

2
ϕ0Q =

Q2

2C
=

Cϕ0

2
. (2.50)

Mějme nyńı soustavu dvou vodič̊u (budeme jim ř́ıkat elektrody) nabité stejně velkými náboji opačného
znameńı tak, l’e vaechny siločáry, které vycházej́ı z kladné elektrody se uzav́ıraj́ı na záporné. Elektrody
mohou mı́t podobu nekonečně rozlehlých rovnoběl’ných rovinných desek (tj. desek velkých rozměr̊u ve
srovnáńı se vzdálenost́ı mezi deskami), koaxiálńıch válc̊u nebo koncentrických kouĺı apod. (viz obr. 2.25).
Stač́ı nab́ıt jen jednu z desek a druhou uzemnit; na ńı se pak naindukuje stejně velký opačný náboj.
Elektrické pole bude soustředěno (kondenzováno) v ohraničené oblasti prostoru mezi elektrodami. Uvedené
uspořádáńı nazýváme kondenzátorem. Soustava rovnic (2.47) se pak redukuje na

Q = C11 ϕ1 + C12 ϕ2

−Q = C21 ϕ1 + C22 ϕ2 .

Rozd́ıl potenciál̊u na elektrodách kondenzátoru představuje napět́ı U = ϕ1 − ϕ2. Bude-li kondenzátor
nenabitý, bude napět́ı na něm nulové a ϕ1 = ϕ2. Z této podmı́nky a také ze symetrie matice kapacitńıch
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obr. 2.25

obr. 2.26

koeficient̊u dostáváme C11 = −C12 = −C21 = C22 = C a tak můl’eme kapacitńı vlastnosti kondenzátoru
popsat jedinou veličinou zvanou kapacita kondenzátoru:

C =
Q

U
. (2.51)

Podobně zjist́ıme, l’e energie nahromaděná v kondenzátoru bude

W =
1

2
QU =

1

2
CU2 =

1

2

Q2

C
. (2.52)

Rovinný (deskový) kondenzátor vytvář́ı v prostoru mezi deskami homogenńı elektrické pole (s výjimkou
okrajových oblast́ı). Je-li S plocha desek a d vzdálenost mezi deskami, bude intenzita pole v takovém
kondenzátoru

E =
σ

ε0

=
Q

ε0S

a napět́ı

U = Ed =
Qd

ε0S
.

Odtud kapacita deskového kondenzátoru

C = ε0
S

d
. (2.53)

Přesnějáı výpočet by musel započ́ıtat i okrajové efekty (viz obr. 2.26). Lze odhadnout, l’e pokud je poměr
vzdálenosti desek k jejich lineárńımu rozměru řádově 0,01, bude oprava na okrajové efekty činit asi 2%.

Dosad́ıme-li výraz pro kapacitu deskového kondenzátoru do vztahu pro energii kondenzátoru (2.52),
dostaneme

W =
1

2
CU2 =

1

2
ε0
S

d
(Ed)2 =

ε0E
2

2
V = wV ,

kde w je hustota energie elektrického pole a V objem mezi deskami kondenzátoru.
Snadno můl’eme určit kapacitu kulového kondenzátoru tvořeného koncentrickými kulovými elektrodami

o poloměrech R1 < R2. Je-li např́ıklad vnějáı elektroda uzemněna a vnitřńı nabita kladně, bude pole mezi
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obr. 2.27

elektrodami totol’né s polem bodového náboje. Napět́ı urč́ıme jako

U =
∫ R2

R1

Edr =
1

4πε0

∫ R2

R1

Q

r2
dr =

Q

4πε0

R2 −R1

R1R2

,

odkud pro kapacitu máme

C = 4πε0
R1R2

R2 −R1

. (2.54)

Vaimněme si, l’e je-li rozd́ıl poloměr̊u elektrod malý, přecháźı (2.54) ve výraz pro kapacitu deskového
kondenzátoru.

V praxi se poul’́ıvaj́ı tél’ válcové kondenzátory; za válcový kondenzátor můl’eme konec konc̊u poval’ovat
i koaxiálńı kabel s vnitřńı a vnějáı válcovou elektrodou. Vnitřńı válec můl’e být plný (drát) nebo dutý.
Výpočtem analogickým shora provedenému urč́ıme kapacitu válcového kondenzátoru a kapacitu koaxiálńıho
kabelu na jednotku délky:

C =
2πε0l

ln R2

R1

, Cl =
2πε0

ln R2

R1

. (2.55)

Nakonec můl’eme určit kapacitu na jednotku délky dvojlinky, tj.dvojice rovnoběl’ných lineárńıch vodič̊u
nabitých opačnými náboji (viz obr. 2.27). Přitom sice nejde o kondenzátor v pravém smyslu, nebo¿¿ pole
se rozprost́ırá v celém prostoru. Přesto vaak můl’eme určit potenciál integrováńım pouze mezi vodiči a brát
je jako superpozici poĺı buzených oběma vodiči. Při integrováńı je podstatné, l’e vodiče maj́ı vl’dy konečný
pr̊uřez; předpoklad o nekonečně tenkých vodič́ıch by vedl k diverguj́ıćımu integrálu. Je-li R poloměr vodič̊u,
l vzdálenost mezi jejich středy a τ lineárńı hustota náboje na nich, máme

U =
∫ l−R

R

τ

2πε0

[
1

r
+

1

l − r

]
dr =

τ

πε0

ln
l −R
R

,

a
Cl =

πε0

ln l−R
R

. (2.56)

Potřebujeme-li źıskat kondenzátor o značné kapacitě, můl’eme bud’ zvětaovat plochu elektrod (např. u
svitkových kondenzátor̊u), nebo zmenaovat vzdálenost mezi nimi (elektrolytické kondenzátory, kde d
dosahuje 10−5 mm).

Z definice kapacity plynou i známá pravidla o sč́ıtáńı kapacit kondenzátor̊u zapojených sériově (kdy se
sč́ıtaj́ı napět́ı na elektrodách) a paralelně (kdy se sč́ıtaj́ı náboje) (viz obr. 2.28):

Cser =

(∑
i

1

Ci

)−1

, Cpar =
∑
i

Ci . (2.57)
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obr. 2.28

obr. 2.29

1. Elektrostatické zobrazeńı

Ukál’eme na zp̊usob řeaeńı základńı úlohy elektrostatiky metodou elektrostatického zobrazeńı. Mějme
vodivou uzemněnou vodorovnou rovinu o nulovém potenciálu a nad ńı ve výace h bodový elektrický náboj
Q. Máme určit elektrostatické pole v celém poloprostoru nad rovinou (s výjimkou bodu, v něml’ se nacháźı
náboj Q). Úloha modeluje např́ıklad situaci malého nabitého bouřkového mračna nad zemským povrchem.
Potenciál pole muśı splňovat Laplaceovu rovnici a okrajovou podmı́nku ϕ = 0 při h = 0. Této podmı́nce
lze vaak vyhovět tak, l’e umı́st́ıme zrcadlově symetricky na druhou stranu roviny (kde nás řeaeńı stejně
nezaj́ımá) stejně velký náboj opačného znameńı - viz obr. 2.29. Vaimněte si, l’e jsme spolu se zrcadlovým
zobrazeńım změnili i znameńı náboje, tedy zkombinovali prostorovou a nábojovou symetrii. Pak můl’eme
zapomenout na okrajovou podmı́nku a řeait prostě úlohu o superpozici poĺı dvou bodových náboj̊u. Pro
body bĺızko nad uzemněnou rovinou dostaneme řeaeńı

E = − 1

4πε0

2Qh

(r2 + h2)3/2
,

kde r znač́ı vzdálenost od paty kolmice spuatěné z náboje na rovinu. Je zřejmé, l’e pro r � h řeaeńı
přecháźı na pole dipólu. Na rovině se indukuje náboj opačného znameńı s ploanou hustotou σ = ε0E,
která klesá se vzdálenost́ı od paty kolmice. Můl’eme si ověřit, l’e celkový indukovaný náboj bude roven
právě −Q. Lze tél’ spoč́ıtat, l’e polovina celkového indukovaného náboje zaujme plochu kruhu o poloměru
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√
3 h. Náboj Q bude k vodivé uzemněné rovině přitahován silou

F = − 1

4πε0

Q2

4h2

a práce potřebná ke vzdáleńı náboje od vodivé stěny do nekonečna bude

A =
1

4πε0

Q2

4h
.

Vaimněte si, l’e energie dvou náboj̊u Q a −Q ve vzájemné vzdálenosti 2h má velikost dvakrát větáı.
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obr. 2.30

2. Kulové elektrostatické zobrazeńı

Mějme nyńı uzemněnou vodivou kouli poloměru R a ve vzdálenosti x1 od jej́ıho středu na ose x bodový
náboj Q1 a hledejme potenciál pole vně koule (obr. 2.30). Pokusme se splnit podmı́nku nulového potenciálu
na povrchu koule umı́stěńım fiktivńıho náboje Q2 do vzdálenosti x2 uvnitř koule. Jsou-li r1, r2 vzdálenosti
náboj̊u od obecného bodu A na povrchu koule, muśı platit

ϕ =
1

4πε0

(
Q1

r1

+
Q2

r2

)
= 0 .

Fiktivńı náboj Q2 muśı splňovat podmı́nku

Q2 = −r2

r1

Q1 .

Přitom ovaem muśı z̊ustávat poměr r2/r1 konstantńı pro vaechny body na kulové ploae. To lze splnit při
takzvané kulové inverzi, kdy

r2

r1

=
x2

R
=

R

x1

, x1x2 = R2 ,

jak se lze přesvědčit z podobnosti trojúhelńık̊u na obrázku. Hraničńı podmı́nku tedy splńıme, umı́st́ıme-li
do bodu o souřadnici x2 na ose x náboj Q2, přičeml’

x2 =
R2

x1

, Q2 = −x2

R
Q1 .

Na uzemněné kulové ploae se tedy indukuje náboj Q2 a náboj Q1 je ke kouli přitahován silou

F = − 1

4πε0

Q2
1x1R

(x2
1 −R2)2

.

Práce potřebná ke vzdáleńı náboje do nekonečna je

A =
1

4πε0

Q2
1R

2 (x2
1 −R2)

.

Nebude-li koule uzemněna (bude-li izolována), potom zřejmě celkový na ńı indukovaný náboj muśı být
nulový. Muśıme pak doplnit uvnitř koule daláı fiktivńı náboj −Q2 a umı́stit jej do středu kulové plochy,
aby potenciál na ńı z̊ustal konstantńı, tj. roven

ϕ =
1

4πε0

Q1

x1

.
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obr. 2.31

Snadno zjist́ıme, l’e silové p̊usobeńı mezi nábojem Q1 a izolovanou vodivou kouĺı bude nyńı

F = − 1

4πε0

Q2
1R

3 (2x2
1 −R2)

x3
1 (x2

1 −R2)2
.

Práce potřebná ke vzdáleńı náboje je

A =
1

4πε0

Q2
1R

3

2x2
1 (x2

1 −R2)
.

5. Dielektrika v elektrostatickém poli

Dielektrika budeme poval’ovat za tělesa tvořená elementárńımi elektrickými dipóly; jejich dipólové mo-
menty odpov́ıdaj́ı moment̊um atomů a molekul, z nichl’ dielektrikum sestává. Elektrické náboje jsou tedy v
dielektriku vázány a nemohou se volně přemis¿¿ovat. Ve vnějáım elektrostatickém poli se tyto dipóly budou
snal’it orientovat ve směru siločar pole a dielektrikum se bude polarizovat. Naproti tomu chaotický tepelný
pohyb atomů a molekul bude p̊usobit proti polarizaci. Dielektrikum bude vytvářet vlastńı polarizačńı
pole, které bude oslabovat pole vnějáı. Nemůl’e ho vaak zcela vykompenzovat jako v př́ıpadě vodič̊u. Je to
dáno t́ım, l’e u vodič̊u se na vytvářeńı vlastńıho polarizačńıho pole pod́ılej́ı náboje z celého objemu, které
putuj́ı na povrch, kdel’to u dielektrik se mohou uplatnit pouze nevykompenzované náboje na povrchu. Je
to vidět na obrázku 2.31. V dielektriku mohou být ovaem vedle vázaných také volné náboje. Budeme proto
rozliaovat objemovou hustotu náboj̊u volných (ρ), vázaných (ρv) , a celkovou hustotu ρc = ρ + ρv. Hus-
tota vázaných náboj̊u vaak souviśı s vektorem polarizace vztahem (2.42). Můl’eme tedy psát Maxwellovu
rovnici

div ~E =
1

ε0

(ρ+ ρv) =
1

ε0

(ρ− div~P ) .

Vynásob́ıme-li tuto rovnici ε0, převedeme - div~P na levou stranu a zavedeme vektor

~D = ε0
~E + ~P , (2.58)

můl’eme zapsat soustavu Maxwellových rovnic pro elektrostatické pole v dielektriku jako

div ~D = ρ , rot ~E = 0 . (2.59)
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Účelnost zavedeńı vektoru ~D, který nazýváme vektorem elektrické indukce, je v tom, l’e se pak můl’eme
omezit pouze na zadáńı objemové hustoty volných náboj̊u; vlastnosti vázaných náboj̊u v dielektriku jsou
jil’ ve vektoru ~D obsal’eny. Tak Gauss̊uv zákon pro tok elektrické indukce bude zńıt

Ψ =
∮
S

~D · d~S =
∫
V
ρ dV , (2.60)

kde ρ je hustota volných náboj̊u. Nejsou-li v dielektriku volné náboje, nemaj́ı indukčńı čáry zdroje a musej́ı
se uzav́ırat do sebe. Také je odtud zřejmo, l’e na hranici dvou dielektrik, tj. na ploae, kde jsou pouze vázané
ploané náboje, budou normálové slol’ky vektoru elektrické indukce spojité na rozd́ıl od slol’ek intenzity pole,
které zde maj́ı skok σv/ε0. Naproti tomu vektor elektrické indukce nemá tak obecný význam jako vektor
intenzity elektrického pole, který určuje śılu mezi náboji. Nemůl’eme také např́ıklad udat obecný vztah
pro rotaci ~D.

Soustava rovnic (2.60) nemá plně určené řeaeńı a bylo by ji třeba jeatě doplnit o vztah mezi vektory
~E a ~D. Z definice je patrno l’e tyto vektory nemuśı mı́t obecně ani stejný směr. Vektor ~P můl’e být
konstantńı, nezávislý na vnějáım elektrickém poli. Taková dielektrika nazýváme ideálně tvrdými. Př́ıkladem
ideálně tvrdých dielektrik mohou být takzvané elektrety, které představuj́ı obdobu permanentńıch magnet̊u.
Źıskávaj́ı se např́ıklad při tuhnut́ı směsi určitých pryskyřic, vosk̊u a daláıch látek ve vnějáım elektrickém
poli.

Větaina dielektrik se vaak polarizuje teprve pod vlivem vnějáıho elektrického pole. Pokud atomy či
molekuly dielektrika maj́ı vlastńı elektrické dipólové momenty (takovým dielektrik̊um se ř́ıká polárńı),
budou se tyto dipóly ve vnějáım elektrickém poli natáčet ve směru pole. Mluv́ı o tzv. orientačńı polarizaci.
Pokud tyto částice vlastńı momenty nemaj́ı, budou se v elektrickém poli indukovat. Jak v́ıme, indukované
momenty jsou o několik řád̊u menáı nel’ vlastńı. V obou př́ıpadech můl’eme očekávat, l’e pro nepř́ılia silná
pole bude vektor polarizace úměrný intenzitě pole; taková dielektrika nazýváme ideálně měkkými. Potom

~P = ε0χ~E . (2.61)

Konstantu úměrnosti χ nazýváme elektrickou susceptibilitou.
Pro dostatečně silná pole u některých dielektrik (nazývaných feroelektrika) pozorujeme jev hystereze.

Spoč́ıvá v tom, l’e při r̊ustu intenzity pole se př́ımá úměrnost (2.61) naruauje, docháźı k nasyceńı (saturaci)
polarizace, která se bĺıl’́ı určité hodnotě Ps. při zmenaováńı intenzity neklesá jil’polarizace po p̊uvodńı křivce
(takzvaná panenská křivka), ale dielektrikum z̊ustává i při nulovém poli zpolarizováno na úrovni takzvané
remanentńı polarizace Pr. Teprve při reverzaci pole na hodnotu koercitivńıho pole Ek vraćı se polarizace k
nule. Proces se opakuje s polarizaćı v opačném směru a hodnota polarizace tak opisuje uzavřenou hysterezńı
křivku (obr. 2.32).

Vra¿¿me se k předpokladu, l’e mezi polarizaćı a intenzitou pole plat́ı vztah př́ımé úměrnosti. Potom
můl’eme psát

~D = ε0
~E + ~P = ε0

~E + ε0χ~E = ε0(1 + χ) ~E = ε0εr ~E = ε ~E . (2.62)

Vektor elektrické indukce je tedy úměrný vektoru intenzity elektrického pole s koeficientem úměrnosti
ε, který nazýváme absolutńı permitivitou dielektrika. V soustavě jednotek SI, kde byla formálně zavedena
rozměrná konstanta ε0, nazývaná permitivitou vakua, je absolutńı permitivita součinem této konstanty
a bezrozměrné tzv. relativńı permitivity dielektrika εr. Pokud vektory elektrické indukce a intenzity pole
nemaj́ı týl’ směr (např́ıklad v krystalech nebo v plazmatu umı́stěném v magnetickém poli), bude mı́t
permitivita charakter tenzoru a dostaneme

Di = εik Ek . (2.63)

V dielektriku jsme tedy zavedli veličinu zvanou elektrická indukce, která má v soustavě SI rozměr [D]=L−2TI
a měř́ı se v coulombech na čtverečný metr a elektrický indukčńı tok Ψ s rozměrem [Ψ] = TI a měřený v
coulombech.

Podle (2.62) plat́ı mezi relativńı permitivitou a elektrickou susceptibilitou vztah

εr = 1 + χ ; (2.64)
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obr. 2.32 obr. 2.33

Protol’e v elektrostatice je elektrická susceptibilita vl’dy kladná, bude relativńı permitivita dielektrik větáı
nel’1. Relativńı permitivita dielektrika je d̊ulel’itou makroskopickou charakteristikou jeho elektrických vlast-
nost́ı. Vlol’́ıme-li dielektrikum do homogenńıho elektrického pole mezi deskami rovinného kondenzátoru,
vzroste jeho kapacita εr - krát na

C = εrε0
S

d
. (2.65)

Protol’e náboj na deskách kondenzátoru z̊ustává stejný, klesne napět́ı a intenzita pole v kondenzátoru -
dielektrikum pole oslab́ı. Názorně je to vidět na obr. 2.33. Dielektrikum se polarizuje ve směru p̊uvodńıho
pole ~E0 a na hranićıch dielektrika vznikaj́ı ploané polarizačńı náboje opačného znameńı nel’ jsou náboje
na př́ısluaných deskách kondenzátoru. Ploaná hustota těchto polarizačńıch náboj̊u je přitom rovna ±P .
Ty vytvoř́ı polarizačńı pole ~Ep = −~P/ε0 a pro výsledné pole a polarizaci můl’eme psát

~E = ~E0 + ~Ep = ~E0 −
~P

ε0

, ~P = ε0 (εr − 1) ~E . (2.66)

Vyjádř́ıme-li odtud výsledné pole a polarizaci vzhledem k p̊uvodńımu poli ve vakuu, dostaneme

~E =
1

εr
~E0 , ~P = ε0

εr − 1

εr
~E0 (2.67)

Odtud je zřejmo, l’e elektrické pole v dielektriku je oslabováno εr - krát. V př́ıpadě nehomogenńıho pole
můl’eme vl’dy vźıt dostatečně malý objem, v něml’ lze pole poval’ovat za homogenńı (obr. 2.34). Tak pro
Coulomb̊uv zákon a objemovou hustotu elektrického pole v dielektriku můl’eme nyńı psát

F =
1

4πεrε0

q1q2

r2
, w =

εrε0E
2

2
=

~E · ~D
2

. (2.68)

Z vlastnost́ı vektor̊u ~E, ~D plynou tél’ podmı́nky pro změnu jejich slol’ek na rozhrańı dvou dielektrik o
permitivitách ε1, ε2 (viz obr. 2.35). Na tomto rozhrańı jsou ploaně rozlol’eny pouze vázané náboje, takl’e

normálové slol’ky ~D jsou spojité. Spojitými z̊ustávaj́ı také tečné slol’ky vektoru ~E = ~D/ε, takl’e máme

D1n = D2n ,
D1t

ε1

=
D2t

ε2

, (2.69)
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obr. 2.34 obr. 2.35

neboli
D1 cos θ1 = D2 cos θ2 , E1 sin θ1 = E2 sin θ2 .

Děleńım těchto vztah̊u dostáváme ”zákon lomu” elektrických siločar (indukčńıch čar), který se liáı od
Snelliova zákona lomu světla:

tgθ1

tgθ2

=
ε1

ε2

. (2.70)

Měřeńım relativńı permitivity dielektrik zjist́ıme, l’e existuj́ı r̊uzné skupiny takových látek, které se
svým chováńım, v elektrickém poli značně liáı. Nav́ıc tato permitivita jev́ı i teplotńı závislost, kterou
můl’eme v prvńım přibĺıl’eńı vyjádřit jako

εr = C1 +
C2

T
. (2.71)

Tak pro nepolárńı dielektrika nacháźıme C2 ≈ 0 a hodnoty statické permitivity εr ≈ 1 − 10 :

látka εr

vod́ık 1, 00026
vzduch 1, 00060
oxid uhličitý 1, 00097
olej 2, 24
benzen 2, 28
skla 3, 7 − 7, 0
chlorid sodný 6, 0x

Pro polárńı dielektrika C1 ≈ 1 a εr ≈ 10 − 100:

ethanol 25, 0
nitrobenzen 35, 7
voda 81

Ve dvacátých letech byla zkoumána nová skupina látek zvaných feroelektrika (někdy tél’ seignettoelek-
trika), které jevily extrémně vysoké hodnoty relativńı permitivity (řádově 104) a u nichl’ byl pozorován
jev hystereze. Poprvé byly tyto vlastnosti pozorovány u Seignettovy soli (v́ınan sodnodraselný), jiným
feroelektrikem je titaničitan barnatý aj. Ve feroelektrickém stavu existuj́ı v látce celé oblasti spontánńı
polarizace, zvané domény, které se pak ve vnějáım poli orientuj́ı. Feroelektrický stav trvá jen pod tzv.
Curieovou tepolotou, při ńıl’ látka přecháźı do paraelektrického stavu a jej́ı permitivita prudce klesá.

Permitivita dielektrik se měńı v př́ıpadě časově proměnných elektrických poĺı; např́ıklad permitivita
vody ve vysokofrekvenčńım poli (optických frekvenćı) klesá al’ na hodnotu 1,77. Vedle feroelektrik existuj́ı
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tél’ látky zvané antiferoelektrika, u nichl’ permitivita pod Curieovým bodem s rostoućı teplotou roste.
Feroelektrické látky vykazuj́ı tél’ takzvaný piezoelektrický jev spoč́ıvaj́ıćı v tom, l’e elastickou deformaćı
se měńı elektrická polarizace krystalu. Inverzńı jev se nazývá elektrostrikćı; při změně pole, které má za
následek změnu elektrické polarizace, nastává elektrostrikčńı deformace. Piezoelektrický jev jev́ı i některé
krystaly, které nejsou feroelektrické; klasickým př́ıkladem je křemen, u něhol’ byl tento jev P. Curiem v r.
1880 poprvé pozorován. Povrchová hustota náboje u piezoelektrických krystal̊u je úměrná mechanickému
napět́ı. Piezoelektrická konstanta čińı pro křemen 2, 3.10−12 CN−1, pro krystal ADP 5, 0.10−11 CN−1, pro
Seignettovu s̊ul 2, 3.10−9 CN−1 apod. Piezoelektrický jev má značné uplatněńı při generaci ultrazvuku,
stabilizaci kmitočtu apod. Souviśı s daláım, tzv. pyroelektrickým jevem, který byl poprvé pozorován u
turmaĺınu, kdy při zahřát́ı dielektrika docháźı k objemovým změnám a objevuj́ı se povrchové náboje.

1. Dielektrická koule ve vnějáım elektrostatickém poli

Urč́ıme intenzitu elektrického pole a polarizaci v objemu dielektrika kulového tvaru ve vnějáım elek-
trostatickém poli ~E. Budeme řeait napřed obecnějáı úlohu o kouli poloměru R z dielektrika s permitivitou
εi obklopené dielektrikem o permitivitě εe. Na základě řeaeńı (2.44) budeme předpokládat, l’e pole uvnitř

koule bude homogenńı a úměrné vnějáımu poli ~E, pole vně koule bude superpozićı homogenńıho pole ~E a
pole dipólu, jehol’ moment bude rovněl’ úměrný poli ~E. Do středu koule umı́st́ıme počátek sférické soustavy
souřadnic, osu z vedeme ve směru elektrického pole ~E a úhel θ odeč́ıtáme od tohoto směru. Pro pole uvnitř
a vně koule máme tedy

~Ei = a ~E , ~Ee = ~E + b

3Ez~r

r5
−

~E

r3

 ,

kde a a b jsou konstanty, které muśıme určit z hraničńıch podmı́nek Eti = Ete, Dni = Dne při r = R.
Máme tedy

a E sin θ = E sin θ − b E sin θ

R3
,

εia E cos θ = εe

[
E cos θ +

3bE cos θ

R3
− bE cos θ

R3

]
.

Z prvńı podmı́nky dostaneme vztah mezi konstantami a, b

a = 1− b

R3

a z druhé

εi

(
1− b

R3

)
= εe

(
1 +

2b

R3

)
,

odkud
b

R3
=

εi − εe
2εe + εi

,

takl’e

Ei =
3εe

2εe + εi
E . (2.72)

Mějme nyńı kouli z měkkého dielektrika, kterou vlol’́ıme do vnějáıho elektrického pole (obr. 3.36).
Pole uvnitř této koule bude homogenńı, bude mı́̌rit ve směru vnějáıho pole E0 a polol’́ıme-li v (2.72)
εe = ε0, εi = εrε0, dostaneme pro pole uvnitř koule

Ek =
3

εr + 2
E0 . (2.73)

K témul’ výsledku dospějeme, budeme-li pole uvnitř koule poval’ovat za superpozici pole E0 a pole polari-
zované koule (2.44). Ze vztah̊u

Ek = E0 −
1

3ε0

P, P = ε0(εr − 1) Ek
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obr. 2.36 obr. 2.37

plyne

Ek =
3

εr + 2
E0 , P = 3ε0

εr − 1

εr + 2
E0 . (2.74)

Bude-li dielektrikum tvrdé, bude vektor ~P konstantńı, na vnějáım poli nezávislý.
Máme-li v elektrickém poli obecně dielektrický elipsoid, bude pole uvnitř elipsoidu

~Eel = ~E0 −N
~P

ε0

, (2.75)

kde N se nazývá depolarizačńı faktor. Př́ıpad N = 0 odpov́ıdá nekonečně dlouhému válci, jehol’ osa je
rovnoběl’ná s polem, N = 1/3 kouli, N = 1/2 válci s osou kolmou k poli, N = 1 rovinné vrstvě. Je-li
elipsoid obecně velmi protáhlý ve směru pole, depolarizačńı faktor klesá. Naopak v plochém elipsoidu je
depolarizačńı faktor bĺızký jedničce a pole v něm je bĺızké E0/εr.

Urč́ıme jeatě energii polarizované dielektrické koule ve vnějáım poli. U tvrdého dielektrika jde zřejmě
o energii dipólu ve vnějáım poli:

W = −(~P · ~E0) V , (2.76)

kde V je objem koule. V př́ıpadě měkkého dielektrika se přič́ıtá energie potřebná ke zpolarizováńı dielek-
trika. Změńı-li se vektor polarizace o d~P , změńı se energie koule o (E0 · d~P ) V . Protol’e ~P = k ~E0, bude
celková práce

A = V
∫ P

0

~E0 · d~P = kV
∫ P

0

~P · d~P =
1

2
( ~E0 · ~P )V .

Energie koule z měkkého dielektrika tedy bude

W = −1

2
(~P · ~E0) V . (2.77)

2. Kulová dutina v dielektriku

Mějme nyńı nekonečné měkké dielektrikum, v něml’ je homogenńı elektrické pole s intenzitou ~E, a v něm
kulovou dutinu poloměru R (obr. 2.37). Pole uvnitř dutiny urč́ıme z (2.72), kde polol’́ıme εi = ε0, εe = εrε0:

Ed =
3εr

2εr + 1
E . (2.78)

Někdy je třeba určit pole v kulové dutině v tvrdém dielektriku, které z̊ustává homogenně zpolarizováno i
po vyř́ıznut́ı dutiny nebo v dutině vyř́ıznuté pouze myalenně. Potom pole v dutině bude superpozićı ho-
mogenńıho pole ~E od něhol’ odeč́ıtáme pole polarizované koule (na hranićıch dutiny z̊ustávaj́ı naindukovány
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povrchové náboje opačného znameńı nel’ náboje odebrané s kouĺı). Potom z rovnic

Ed = E +
1

3ε0

P, P = ε0(εr − 1)E

dostaneme

Ed =
εr + 2

3
E . (2.79)

3. Clausi̊uv - Mosottiho vztah

Z mikroskopické teorie dielektrika lze určit vztah mezi atomovou polarizovatelnost́ı a elektrickou sus-
ceptibilitou, resp. relativńı permitivitou dielektrika. U nepolárńıch látek jej vyjadřuje tzv. Clausi̊uv -
Mosottiho vztah. Výsledná polarizace je zřejmě dána součtem indukovaných elektrických dipól̊u v jednotce
objemu. Je-li koncentrace atomů rovna n, dostáváme s poul’it́ım (2.40)

~P = ε0(εr − 1) ~E = αn~E .

Odtud
εr = 1 +

αn

ε0

, χ =
αn

ε0

. (2.80)

Přitom jsme vaak nebrali v úvahu polarizačńı pole, tj. vzájemné p̊usobeńı mezi dipóly. Při malé koncentraci
částic (plyny) je můl’eme zanedbat. Ne tak u kapalin a pevných látek. Za předpokladu, l’e vliv ostatńıch
dipól̊u můl’eme vyjádřit makroskopicky, tj. zanedbat v podstatě chaotická mikroskopická pole vyvolávaná
nejblil’áımi sousedńımi atomy, obkloṕıme daný atom myalenou kulovou plochou a poul’ijeme výrazu pro
pole uvnitř kulové dutiny v dielektriku (2.79). Tak dostaneme

P = ε0(εr − 1) E = 3ε0
εr − 1

εr + 2
Ed = α n Ed ,

takl’e

εr =
1 + 2αn

3ε0

1− αn
3ε0

, χ =
αn
ε0

1− αn
3ε0

. (2.81)

Uvedené výrazy vyjadřuj́ı Clausi̊uv - Mosottiho vztah. Vid́ıme, l’e takto určená hodnota permitivity dielek-
trika je teplotně nezávislá (pokud se neměńı koncentrace). Při malých hodnotách n přecháźı výsledek (2.80)
v (2.81).

4. Debyeova - Langevinova teorie orientačńı polarizace

Vaimněme si nyńı permitivity polárńıch dielektrik. Vedle konstantńı, teplotně nezávislé slol’ky atomové
polarizovatelnosti se zřejmě uplatńı uspořádáváńı jil’ existuj́ıćıch dipólových moment̊u ve vnějáım poli, tj.
orientačńı polarizovatelnost. Je mol’no očekávat, l’e s r̊ustem teploty a rychlosti chaotického pohybu se
bude toto uspořádáńı naruaovat a celková polarizace se bude zmenaovat. Je-li koncentrace dipól̊u n, jejich
velikost p a označ́ıme-li θ úhel, který sv́ırá dipól se směrem pole, bude zřejmě velikost vektoru polarizace
dána vztahem

P = n p 〈cos θ〉 .

Je tedy třeba určit středńı hodnotu cos θ. Protol’e na tomto kosinu záviśı energie dipólu v elektrickém poli
vztahem

〈cos θ〉 = − 1

pE
〈W 〉,

jde o to určit středńı hodnotu energie. Předpokládáme-li Boltzmannovo rozděleńı pro počet dipól̊u s energíı
W

nW = konst e−
W
kT
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(k je Boltzmannova konstanta), dostaneme integrováńım

〈cos θ〉 = − 1

pE

∫∞
0 W e−

W
kT dW∫∞

0 e−
W
kT dW

=

∫ π
0 cos θ ea cos θ sin θ dθ∫ π

0 ea cos θ sin θ dθ
= cotgh a − 1

a
= L(a) .

Zde jsme označili bezrozměrnou proměnnou a = (pE)/(kT ). Výsledek integrováńı dá takzvanou Langevi-
novu funkci L(a), kterou lze rozlol’it do řady pro malé hodnoty a:

La =
a

3
− a3

45
+ · · · .

Uvál’́ıme-li jen prvńı člen tohoto rozvoje, dostaneme

P =
npa

3
=

np2

3kT
E, χ =

np2

3ε0kT
, εr = 1 +

np2

3ε0kT
. (2.82)

Jev́ı-li dielektrikum atomovou i orientačńı polarizovatelnost, bude teplotńı závislost relativńı permitiv-
ity dána jako (2.71) s konstantami

C1 = 1 +
αn

ε0

, C2 =
np2

3ε0k
. (2.83)

Źıskaný výsledek plat́ı ovaem za řady zjednoduauj́ıćıch předpoklad̊u (pE � kT , nepř́ılia velká koncentrace
dipól̊u, mol’nost jejich volného otáčeńı, mol’nost zanedbat vzájemné p̊usobeńı mezi dipóly), které nemuśı
být vl’dy splněny.

Př́ıklady

2.1 Dvě stejné malé kuličky o hmotnostech m = 1 g viśı na dvou nit́ıch délky l = 1 m. Nabijeme-li je
souhlasným nábojem stejné velikosti q, rozestouṕı se tak, l’e niti budou sv́ırat pravý úhel. Určete velikost
náboje q.

[1, 5.10−6 C ]

2.2 Na dvou stejných vodńıch kapkách je po jednom přebytečném elektronu, přičeml’ śıla elektrického
odpuzováńı je stejně velká jako śıla gravitačńıho přitahováńı. Určete poloměr kapek.

[7, 63.10−5 m ]

2.3 Tři náboje −e, e, −e jsou umı́stěny v uvedeném pořad́ı ve stejných vzdálenostech a. Určete śıly
p̊usob́ıćı na kal’dý náboj a elektrostatickou energii soustavy. [

1
4πε0

3e2

4a2 , − 1
8πε0

3e2

a

]

2.4 Najděte takové geometrické uspořádáńı jednoho protonu a dvou elektron̊u na jedné př́ımce, aby
elektrostatická energie soustavy byla nulová. [

− e,− e, e, poměr vzdálenost́ı 1+
√

5
2

]
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2.5 Najděte energii potřebnou k umı́stěńı čtyř elektron̊u do vrchol̊u čtyřstěnu o hraně a = 10−10m, v
jehol’ středu je proton.

[− 1, 226.10−18 J ]

2.6 Atomová jádra těl’kých prvk̊u můl’eme poval’ovat za koule nabité s objemovou hustotou náboje
ρ = 4

3
.1025C.m−3. Jak se změńı elektrostatická energie při symetrickém rozpadu jádra uranu na dvě stejná

jádra palladia? [
∆W = 1

4πε0
3
5
Q2

R

(
1− 1

3√4

)
= 6, 65.10−11 J

]
2.7 Bodový náboj je umı́stěn a) ve středu krychle, b) v jednom z roh̊u krychle. Určete tok intenzity

elektrického pole kal’dou ze stěn krychle. [
1
6

q
ε0

; 1
24

q
ε0
, 0

]
2.8 Tenká tyč nabitá s lineárńı hustotou náboje τ je umı́stěna na ose z mezi body z = a, z = −a.

Určete potenciál v bodech na ose x > 0. [
τ

2πε0
ln a+

√
a2+x2

x

]
2.9 Určete potenciál ve středu destičky nabité nábojem Q, má-li destička tvar a) kruhu o poloměru R,

b) čtverce o straně a. [
Q

2πε0R
, Q

πε0a
ln(1 +

√
2)
]

2.10 Určete potenciál a velikost intenzity elektrického pole na ose kruhového kotouče poloměru R
nabitého s ploanou hustotou náboje σ. [

σ
2ε0

(
√
R2 + h2 − |h|), σ

2ε0

(
±1− h√

R2+h2

) ]
2.11 Určete velikost intenzity elektrického pole ve středu kulové slupky poloměru R, je-li jedna jej́ı

polovina nabita s ploanou hustotou σ. [
σ

4ε0

]
2.12 Z vodivé mýdlové bubliny poloměru R = 2cm nabité na potenciál ϕ = 104V vznikne po prasknut́ı

kapka vody o poloměru r = 0, 05cm. Určete potenciál kapky.

[4.105 V ]

2.13 Tenká tyč je ohnuta do tvaru téměř uzavřené krul’nice poloměru r = 0, 5m. Mezi konci z̊ustává
mezera áı̌rky d = 2 cm, tyč nese náboj q = 3, 34.10−10 C. Určete velikost a směr elektrického pole ve středu
krul’nice.

[7, 6.10−2 V.m−1 ]

2.14 Mějme kulovou slupku poloměru R nabitou s ploanou hustotou σ. V okoĺı vybraného bodu na
této ploae seř́ızneme malý kulový vrchĺık o poloměru a � R. Určete velikost elektrického pole uprostřed
otvoru. [

σ
2ε0

(
1 + 1

4
a2

R2

) ]
2.15 Intenzita elektrostatického pole u povrchu Země je 100 V.m−1 a mı́̌ŕı směrem dol̊u. Určete náboj

a potenciál Země.

[−4.105 C, −6.108 V ]
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2.16 Jaký maximálńı náboj se udrl’́ı na kovové kouli o poloměru R = 10 cm, je-li dielektrická pevnost
vzduchu 30 kV.cm−1?

[3, 3.10−6 C ]

2.17 Bodové náboje jsou uspořádány a) ve vrcholech rovnostranného trojúhelńıka o straně a v pořad́ı
q, q, −2q, b) ve vrcholech čtverce o straně a v pořad́ı −q, q, q, −q, c) v pořad́ı −q, q, −q, q. Určete
elektrický dipólový moment soustavy.

[aq
√

3, 2aq, 0 ]

2.18 Určete elektrický dipólový moment tenké tyče délky l a) jej́ıl’ jedna polovina je nabita kladně a
druhá záporně s lineárńı hustotou náboje τ , b) jej́ıl’ nábojová hustota roste lineárně od −τ0 na jednom
konci k +τ0 na druhém konci. [

l2τ
4
, l2τ0

6

]

2.19 Náboj je rozlol’en na povrchu koule o poloměru R tak, l’e na jedné polokouli je kladný náboj s hus-
totou σ, na druhé polokouli záporný náboj s hustotou −σ. Určete elektrický dipólový moment koule. Jaký
bude tento moment, budou-li obě polokoule nabity objemově s opačnými náboji tél’e velikosti objemové
hustoty ρ ? [

2πσR3, 1
2
πρR4

]

2.20 Elektrický dipól o momentu ~p ≡ (0, p, 0) lel’́ı v bodě (x, 0, 0) v elektrickém poli bodového náboje

q umı́stěného v počátku. Určete śılu ~F a moment silové dvojice ~D, které budou na dipól p̊usobit.[
Fy = qp

4πε0x3 , Dz = − qp
4πε0x2

]

2.21 Čtyři náboje q, −q, q, −q jsou v tomto pořad́ı rozmı́stěny v roźıch čtverce o straně a. Určete
hlavńı kvadrupólové momenty soustavy.

[3qa2, −3qa2, 0 ]

2.22 Určete elektrický kvadrupólový moment rotačńıho elipsoidu. [
2
5
q (c2 − a2)

]

2.23 Mračno malých rozměr̊u nesoućı náboj Q = 20 C je ve výace h = 1 km nad povrchem Země. Určete
intenzitu elektrostatického pole vzbuzeného t́ımto nábojem na povrchu Země ve vzdálenosti l = 3 km od
mı́sta nad ńıml’ se vznááı mrak.

[1, 14.104 V.m−1 ]
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2.24 Náboj q je ve vzdálenosti 2R od středu uzemněné vodivé koule poloměru R. Jakou práci vykonáme,
vzdáĺıme-li tento náboj do nekonečna? Jaký bude výsledek, bude-li koule izolována?[

1
4πε0

q2

6R
, 1

4πε0

q2

24R

]

2.25 Malá kulička nesoućı náboj 1, 67.10−8 C je ve vzdálenosti 3 cm od rovinné kovové stěny, která je
uzemněna. Jakou silou je kulička ke stěně přitahována?

[6, 9.10−4 N ]

2.26 Kolik elektron̊u tvoř́ı náboj kuličky o hmotnosti 10−11 g, jestlil’e je udrl’ována v rovnováze v
deskovém kondenzátoru jehol’ desky jsou od sebe vzdáleny 5 mm a jsou nabity na napět́ı 76,5 V ?

[40]

2.27 Kovová koule poloměru R je uzemněna. Ve vzdálenosti 2R od středu koule je umı́stěn bodový
náboj q. Určete náboj q′ indukovaný na kouli. [

− q
2

]

2.28 Jakou plochu by musely mı́t elektrody deskového kondenzátoru o vzdálenosti 1 mm aby kon-
denzátor měl kapacitu 1 F ?

[113 km2 ]

2.29 Jakou silou se přitahuj́ı desky kondenzátoru? [
− Q2

2ε0S

]

2.30 Mějme válcový kondenzátor o poloměrech elektrod R1 = 3 cm, R2 = 10 cm nabitý na napět́ı 450
V. Určete náboj připadaj́ıćı na jednotkovou délku, ploanou hustotu náboje na kal’dém z válc̊u a intenzitu
elektrostatického pole ve středu vzdálenosti mezi válci.

[2, 1.10−8 C.m−1, 1, 1.10−7 C.m−2, 3, 3.10−8 C.m−2, 58, 1 V.cm−1 ]

2.31 Určete napět́ı mezi dvěma koncentrickými koulemi o poloměrech R1 < R2 a náboj́ıch Q1, Q2.[
Q1

4πε0
R2−R1

R1R2

]

2.32 Určete kapacitu vedeńı tvořeného dvěma rovnoběl’nými dráty délky 9 km, poloměru 1 mm a
vzájemné vzdálenosti 15 cm.

[0, 05 µF ]
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obr. 2.38 obr. 2.39

2.33 Kondenzátor (Geiger̊uv - Müller̊uv poč́ıtač) je tvořen drátem o poloměru 5 mm a koaxiálńım
válcem poloměru 5 cm. Na jaké maximálńı napět́ı můl’eme kondenzátor nab́ıt, je-li pr̊urazné napět́ı vzduchu
30 kV.cm−1 ? Jak se bude měnit rozlol’eńı pr̊uběhu napět́ı mezi elektrodami, budeme-li zmenaovat poloměr
vnitřńı elektrody?

[3, 45.104 V ]

2.34 Určete kapacitu mezi body A, B soustavy kondenátor̊u na obr. 2.38. Vaechny kondenzátory maj́ı
stejnou kapacitu C. [

11
5
C
]

2.35 Deskový kondenzátor je z poloviny zaplněn dielektrikem o relativńı permitivitě εr, a to a) rovnoběl’ně
s deskami, b) kolmo k deskám (viz obr. 2.40). Jak se změńı jeho kapacita? [

2εr

εr+1
, εr+2

2
krát

]

2.36 Prostor mezi deskami kondenzátoru je zaplněn dielektrikem, jehol’ permitivita se měńı lineárně od
hodnoty ε1 u jedné desky k ε2 u druhé desky. Určete jeho kapacitu. [

(ε2−ε1) S
ln(ε2/ε1) d

]

2.37 Deskový vzduchový kondenzátor má kapacitu C0. Je připojen ke zdroji napět́ı U0 a je na něm
nashromál’děna energie W0. Potom je ponořen do oleje o relativńı permitivitě εr, přičeml’ z̊ustává připojen
ke zdroji napět́ı. Jeho energie se změńı na W1. Nakonec jej odpoj́ıme od zdroje a vyjmeme z oleje. Bude
na něm napět́ı U2 a energie W2.Určete W1, U2, W2.

[εr W0, εr U0, ε2
r W0 ]

2.38 Určete polarizovatelnost α atomu helia, je-li jeho relativńı permitivita za normálńıch podmı́nek
εr = 1, 000074. [

α
4πε0

= 0, 219.10−30 m3
]

2.39 Indukovaný elektrický dipólový moment kuličky z vosku (εr = 3) v elektrickém poli je 1,5 krát
menáı nel’ u stejně velké skleněné kuličky. Jaká je relativńı permitivita skla?
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[5,5]

2.40 Jaká bude velikost indukovaného dipólového momenmtu vodivé kuličky poloměru R v poli E0,
budeme-li brát εr →∞?.

[4πε0R
3E0 ]

2.41 Máme kondenzátor s olejovým dielektrikem (εr = 2, 24) a intenzitou elektrického pole E =
9.106 V.m−1. V oleji vznikne bublina plynu. Jaká bude intenzita pole v bublině?

[1, 1.107 V.m−1 ]
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3. S T A C I O N Á R N Í

E L E K T R I C K É P O L E

1. Elektrický proud

Dosud jsme se zabývali vlastnostmi a vzájemným p̊usobeńım statických náboj̊u, tedy takových, které
byly v̊uči dané soustavě souřadnic v klidu. Vı́me, že je to pouze modelová situace, nebot’ reálné náboje
jsou vždy v pohybu. Přejdeme nyńı ke zkoumáńı pohybuj́ıćıch se náboj̊u. Uvažujme nějakou plochu S,
např́ıklad pr̊uřez vodiče a předpokládejme, že touto plochou prošel elektrický náboj Q. Tok náboje danou
plochou, tedy náboj prošlý touto plochou za jednotku času, nazýváme elektrickým proudem. Termı́nem
”elektrický proud” budeme podobně jako u náboje označovat jak sám jev (tedy pr̊uchod náboje), tak
fyzikálńı veličinu, tok náboje.

Tok náboje může být obecně proměnný v čase. Vezmeme-li do ruky nabitou kouli a proběhneme-li s ńı
dveřmi, proteče otvorem dveř́ı krátkodobý proudový impuls. Přeneseme-li však nabitý kondenzátor, proud
neproteče, nebot’ přenáš́ıme současně stejně velký kladný a záporný náboj.

Ve vodiči jsou volné náboje v neustálém tepelném pohybu značnými rychlostmi. Tak elektrony se při
pokojové teplotě pohybuj́ı středńı rychlost́ı

v =

√
3kT

m
= 1, 1.105 m.s−1 , (3.1)

kde k = 1, 38.10−23 J.K−1 je Boltzmannova konstanta a m hmotnost elektronu. Je-li však tento pohyb
dokonale chaotický, nebude pr̊uřezem vodiče protékat proud, nebot’ tok náboje z jedné i druhé strany
plochy se vzájemně vyrovnávaj́ı. Proud začne téci, jakmile se na tento neuspořádaný, chaotický pohyb
superponuje pohyb uspořádaný, to jest źıskaj́ı-li elektrony převládaj́ıćı složku rychlosti kolmou k pr̊uřezu,
byt’ malou. Pokud jde o velikost elektrického proudu, můžeme definovat bud’ jeho středńı hodnotu:

〈I〉 =
∆Q

∆t

nebo okamžitou hodnotu

I =
dQ

dt
. (3.2)

Pokud jde o směr proudu, muśıme definovat, který směr normály k ploše považujeme za kladný. Proteče-
li plochou v kladném směru kladný náboj, je to zřejmě ekvivalentńı situaci, kdy proteče v záporném směru
náboj záporný. Můžeme i uvažovat i proud uzavřenou plochou; potom považujeme podle dohody vytékaj́ıćı
proud za kladný.

Elektrický proud byl zvolen v soustavě jednotek SI za jednu ze základńıch veličin a jeho jednotkou
je ampér (A), který budeme definovat později. Zřejmě je A = C.s−1. Proud jako tok náboje je vázán na
určitou plochu a je podobně jako náboj veličinou integrálńı. Můžeme zavést též hustotu proudu ~j(x, y, z)
jako odpov́ıdaj́ıćı veličinu diferenciálńı vztahy

d I = ~j · d ~S , I =
∫
S

~j · d ~S . (3.3)

Vektor d~S má velikost diferenciálně malé plošky a mı́̌ŕı směrem normály.
Elektrický proud může téci též po dané ploše, např́ıklad po povrchu nějakého tělesa. Potom můžeme

zavést lineárńı hustotu proudu ~α vztahem

d I = ~α · ~n d l, (3.4)
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obr. 3.1 obr. 3.2

kde dl je diferenciálně malá část nějaké křivky na proudové ploše prot́ınaná proudem a vektor ~n jednotkový
vektor normály k ńı. Hustota proudu se zřejmě měř́ı v ampérech na metr čtverečńı (A.m−2), lineárńı hustota
proudu v ampérech na metr (A.m−1).

Existuje př́ımý vztah mezi proudovou hustotou a koncentraćı a rychlost́ı elektrických náboj̊u. Předpokládejme,
že všechny náboje jsou rovnoměrně rozloženy v prostoru s koncentraćı n a pohybuj́ı se touž rychlost́ı ~v tak,
že procházej́ı rovinnou plochou ∆S. Necht’ středńı proud za dobu ∆t je ∆I. Sestroj́ıme-li z plochy ∆S a
vektoru ~v ∆t rovnoběžnostěn (obr. 3.1), potom za dobu ∆t projdou plochou ∆S všechny náboje obsažené
v objemu tohoto rovnoběžnostěnu.

Protože objem rovnoběžnostěnu bude ∆V = ~v ·∆~S ∆t, dostaneme

∆I =
∆Q

∆t
=

qn∆V

∆t
= qn~v ·∆~S = ~j ·∆~S .

Proto
~j = q n ~v = ρ ~v, ~α = σ ~v , (3.5)

kde ρ a σ jsou objemová a plošná hustota hustota náboje. Pokud bude proud vytvářen v́ıce druhy náboj̊u
velikosti qα s r̊uznými koncentracemi nα a r̊uznou středńı uspořádanou rychlost́ı ~uα, bude výsledná hustota
náboje a hustota proudu

ρ =
∑
α

qαnα , ~j =
∑
α

qαnα~uα . (3.6)

Všimněme si, že může nastat situace, kdy celková hustota náboje bude nulová (hustota kladných a
záporných náboj̊u se vzájemně vyrovnaj́ı) a hustota proudu přitom může být nenulová (pohybuj́ı-li se
kladné a záporné náboje r̊uznými uspořádanými rychlostmi).

Mezi hustotou náboje a hustotou proudu plat́ı d̊uležitý vztah nazývaný rovnice kontinuity proudu. Je
matematickým vyjádřeńım zákona zachováńı elektrického náboje. S rovnićı kontinuity jsme se již setkali
v hydrodynamice, kde vyjadřovala zákon zachováńı hmotnosti proud́ıćı kapaliny, rovnice kontinuity plat́ı,
jak uvid́ıme, i pro hustotu energie a hustotu toku energie. Rovnici kontinuity lze formulovat v integrálńım
nebo diferenciálńım tvaru. Uvažujme objem V ohraničený uzavřenou plochou S. Vytéká-li z tohoto objemu
proud I, neńı možno jinak, než že stejnou měrou ubývá elektrický náboj Q v tomto objemu. Matematicky
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to lze vyjádřit následovně:

I =
∮
S

~j · d~S = − d

dt

∫
V
ρdV = − dQ

dt
. (3.7)

Aplikujeme-li na plošný integrál Gaussovu větu, dostaneme rovnici kontinuity ve tvaru∫
V

div~j dV = − d

dt

∫
V
ρdV .

Protože tento vztah muśı platit obecně pro libovolný objem v okoĺı libovolného bodu, muśı se rovnat i
integrované funkce. Při přechodu k diferenciálńım veličinám definovaným v daném bodě prostoru muśıme
ovšem nahradit totálńı časovou derivaci derivaćı parciálńı. T́ım dostáváme rovnici kontinuity v difer-
enciálńım tvaru

div ~j = − ∂ ρ

∂ t
. (3.8)

Pod elektrickým proudem jsme dosud rozuměli přemist’ováńı volných elektrických náboj̊u v prostoru.
Charakter pohybu náboj̊u však může být obecně mnohem složitěǰśı. Předevš́ım můžeme rozlǐsovat elek-
trické proudy podle jejich časové závislosti jako proudy stacionárńı, kvazistacionárńı a nestacionárńı. Sta-
cionárńı proudy představuj́ı ustálené, laminárńı prouděńı elektrických náboj̊u, které můžeme podobně jako
v hydrodynamice popisovat pomoćı proudových čar a uzavřených proudových trubic. Všechny makroskopické
veličiny, zejména nábojová a proudová hustota, koncentrace a rychlost náboj̊u a ovšem i stacionárńı elek-
trické pole jsou funkcemi pouze prostorových souřadnic a všechny parciálńı derivace podle času jsou přitom
rovny nule. Proudy kvazistacionárńı se sice měńı v čase, ale natolik pomalu, že nedocháźı k vyzařováńı elek-
tromagnetických vln. Př́ıkladem mohou být stř́ıdavé proudy už́ıvaných frekvenćı 50, resp. 60 Hz. Obecně
nestacionárńı proudy se měńı v čase libovolně, může j́ıt např́ıklad o proudy vysokofrekvenčńı, o krátkodobé
proudové impulsy apod.

Podle jiného hlediska můžeme rozlǐsovat proudy stejnosměrné a proudy stř́ıdavé, které v čase měńı sv̊uj
směr. Měńı-li jej podle zákona sinu, jde o proudy harmonické.
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Důležité je rovněž tř́ıděńı proud̊u podle charakteru pohybu náboj̊u. Pak můžeme rozlǐsovat

1) proudy volné
a) kondukčńı (vodivostńı),
b) konvekčńı

2) proudy vázané
a) polarizačńı
b) magnetizačńı

3) proud posuvný (Maxwell̊uv).

Volné proudy jsou vyvolány pohybem volných náboj̊u v prostoru. Jde-li o pohyb náboj̊u ve vodiči pod
vlivem přiloženého napět́ı, mluv́ıme o proudech kondukčńıch, které se, alespoň v některých př́ıpadech,
podřizuj́ı např́ıklad Ohmovu zákonu. Proudy konvekčńı jsou zprostředkovány mechanickým pohybem
nabitých těles nebo částic v prostoru. Může j́ıt např́ıklad o pohyb nabitého pásu van de Graaffova
urychlovače, rotuj́ıćı nabitý kotouč, svazek nabitých částic pohybuj́ıćıch se v urychlovači a podobně.

U vázaných proud̊u se náboje nemohou volně přemist’ovat; tvoř́ı např́ıklad součást molekulárńıch či
atomárńıch dipól̊u. V kapitole o elektrostatice jsme tyto dipóly považovali za tuhé, nedeformovatelné. Ve
skutečnosti se však mohou dipóly pod vlivem elektrického pole deformovat a vzdálenost mezi náboji se
může měnit. Na obr. 3.2 je znázorněn takový dipól a rovina S taková, že např́ıklad kladný náboj při
deformaci touto rovinou procháźı. Bude-li se dipól v proměnném elektrrickém poli stř́ıdavě smršt’ovat a
roztahovat, bude rovinou S protékat stř́ıdavý proud. Takový proud nazýváme polarizačńım. Je-li např́ıklad
koncentrace dipól̊u v dokonale polarizovaném dielektriku N , bude hustota polarizačńıho proudu

~jp = ρ~v = Nq
d~l

dt
= N

d~p

dt
=

d~P

dt
, (3.9)

kde ~p je jednotlivý dipólový moment ~P vektor polarizace. Protože proudová hustota a vektor polarizace jsou
diferenciálńı veličiny definované v každém bodě prostoru, muśıme nahradit obyčejnou derivaci parciálńı a
vyjádřit polarizačńı proud jako časovou změnu vektoru polarizace:

~jp =
∂ ~P

∂t
. (3.10)

Polarizačńı proud nazýváme někdy také posuvným proudem v dielektriku a je zřejmé, že muśı být prin-
cipiálně časově proměnný. Výraz 3.10 využijeme v kapitole o obecném elektromagnetickém poli.

Jiným druhem vázaných proud̊u jsou proudy magnetizačńı, které jsou vyvolány mikroskopickými
smyčkovými proudy v atomech a molekulách magnetických látek. Tyto proudy mohou vznikat i d́ıky spinu
nabitých částic, kdy v̊ubec nedocháźı k pohybu náboj̊u v prostoru. Přesto však mohou po vystředováńı
přisṕıvat k celkovému makroskopickému proudu.

Konečně posledńım typem proudu, který může být principiálně také jen časově proměnný, je takzvaný
posuvný proud ve vakuu nazývaný též proud Maxwell̊uv. V tomto př́ıpadě jej nepřenášej́ı elektrické náboje
a je zprostředkován proměnným elektrickým polem. Takový proud umožńı uzavř́ıt stř́ıdavý elektrický
obvod s kondenzátorem (obr. 3.3).

Pro volný pohyb náboj̊u představuje kondenzátor přerušeńı obvodu, takže ustálený proud zde téci
nemůže. V př́ıpadě časově proměnného, např́ıklad harmonického proudu, budou náboje přicházej́ıćı na
jednu z desek kondenzátoru vyvolávat proměnné elektrické pole, a to bude indukovat pohyb náboj̊u na
druhé desce. Obvod se tak uzavře, podobně jako se bude přenášet pulzuj́ıćı pohyb kapaliny trubićı, která
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obr. 3.3

je přerušena pružnou membránou.

2. Vlastnosti stacionárńıho proudu

Předpokládejme, že se elektrické náboje pohybuj́ı v nějaké oblasti prostoru ustáleným zp̊usobem a
vytvářej́ı tak stacionárńı elektrický proud. Bude tedy pro něj platit rovnice kontinuity (3.8) ve tvaru

div ~j = 0 . (3.11)

Pohybuj́ıćı se náboje budou kolem sebe vyvolávat elektrické pole, které bude silově p̊usobit na daľśı
elektrické náboje, at’ již nehybné nebo pohybuj́ıćı se. Také toto stacionárńı elektrické pole bude splňovat
př́ıslušné Maxwellovy rovnice. Protože jsme postulovali, že Gauss̊uv zákon bude platit i pro pohybuj́ıćı se
náboje počet siločar vycházej́ıćıch z náboje se neměńı, můžeme očekávat, že rovnice pro divergenci ~E bude
mı́t stejný tvar jako pro pole elektrostatické.

K určeńı rovnice pro rotaci ~E je třeba usoudit, zda stacionárńı elektrické pole je potenciálńı či nikoliv.
O elektrostatickém poli v́ıme, že práce, kterou koná nad elektrickými náboji nezáviśı na dráze a jde-li o
dráhu uzavřenou, je práce pole rovna nule. Vyplývá to z toho, že pole statického bodového náboje je v
prostoru centrálńı a izotropńı. Pokud se bodové náboje začnou pohybovat rovnoměrně př́ımočaře malými
rychlostmi, můžeme mı́t za to, že siločáry si uchovaj́ı izotropńı rozložeńı v prostoru a budou se s nábojem
prostě přemist’ovat. Neńı to sice již pole Coulombovo, ale v každém daném okamžiku jej lze za takové
považovat. Podotkněme, že náboje v běžných vodič́ıch se skutečně pohybuj́ı velmi malými rychlostmi, jak
dále uvid́ıme. 8

Uvažujme uzavřenou proudovou smyčku 1 na obr. 3.4, j́ıž protéká stacionárńı elektrický proud. Pokud se
náboje pohybuj́ı pomalu, bude jejich pole v každém okamžiku Coulombovo. Při relativistických rychlostech
se d́ıky invarianci náboje počet siločar neměńı, ale uplatńı se relativistická kontrakce délek, která povede
pouze ke změně hustoty náboje. Elektrické pole vytvářené obvodem stacionárńıho proudu můžeme proto
v každém př́ıpadě považovat za potenciálńı a jeho rotaci za nulovou.

Uvedené zd̊uvodněńı je ovšem pouze kvalitativńı. Mı́sto teoretických úvah bychom se však mohli opř́ıt
o experimentálńı fakt a uvažovat druhou vodivou smyčku 2 na obr. 3.4. Kdyby stacionárńı elektrické

8Náboje se ovšem mohou pohybovat i rychlostmi relativistickými, např́ıklad v urychlovač́ıch a vytvářet také stacionárńı
proudy. Z relativistických transformaćı v př́ı̌st́ı kapitole odvod́ıme prostorové rozložeńı siločar rychle se pohybuj́ıćıch náboj̊u.
Uvid́ıme, že tyto siločáry jsou zhuštěny ve směru kolmém k pohybu a takové pole již potenciálńı neńı. Pohybuje-li se však
jeden jednotlivý náboj, nebude přesně vzato vytvářet stacionárńı proud, nýbrž proudový impuls. Stacionárńı proud vyžaduje
časově neměnné rozložeńı hustoty náboj̊u v prostoru. Nav́ıc v kruhových urychlovač́ıch, kde se relativistické náboje pohybuj́ı
po uzavřených kruhových drahách, se uplatńı jejich dostředivé zrychleńı a takové náboje budou vyzařovat elektromagnetické
vlny v podobě tzv. synchrotronového zářeńı.
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obr. 3.4 obr. 3.5

pole vyvolávané proudem ve smyčce 1 nebylo potenciálńı, potom by při vhodné poloze vodivé smyčky 2
konalo práci nad volnými náboji ve smyčce 2 a mohlo by zde indukovat proud. Taková indukce proudu
stacionárńım polem však pozorována neńı. Můžeme tedy pro stacionárńı elektrické pole napsat soustavu
Maxwellových rovnic

div ~E =
ρ

ε0

rot ~E = 0 . (3.12)

Tato soustava je formálně shodná se soustavou rovnic pro elektrostatické pole (2.11) a vyjadřuje
skutečně určité analogie mezi elektrostatickým a stacionárńım polem. Jsou zde však dva zásadńı rozd́ıly:

1. Pro stacionárńı pole plat́ı jiné okrajové podmı́nky než pro pole elektrostatické. Uvnitř vodič̊u neńı
stacionárńı pole nulové, na povrchu vodič̊u neńı potenciál konstantńı. To právě vede ke vzniku elektrického
proudu.9

2. V elektrostatice na sebe náboje p̊usob́ı pouze elektrickými silami. V př́ıpadě pohybuj́ıćıch se náboj̊u
vytvářej́ıćıch elektrický proud již nemůžeme toto tvrzeńı automaticky zobecnit. Vrat’me se ke dvěma
smyčkám na obr. 3.4 a předpokládejme, že jimi protékaj́ı stacionárńı elektrické proudy. Vı́me, že takové
proudy mohou protékat i tehdy, bude-li hustota elektrického náboje v objemu obou smyček nulová. Potom
by mezi smyčkami elektrické śıly nep̊usobily. Experiment však ukazuje, že dvě smyčky protékané proudem
na sebe silově p̊usob́ı a tato śıla záviśı na směru proudu. Nazýváme ji silou magnetickou a je na ńı založena
celá elektrotechnika. Teoretické zd̊uvodněńı vzniku magnetické śıly dává právě speciálńı teorie relativity
a budeme se j́ı zabývat v následuj́ıćı kapitole.

V řadě d̊uležitých př́ıpad̊u se stacionárńı proud podřizuje Ohmovu zákonu. Tento zákon sice patř́ı k
obecně nejznáměǰśım, ale ve skutečnosti nepředstavuje př́ırodńı zákon takového významu, jako je třeba
zákon Gauss̊uv. Ohmův zákon je vlastně materiálový vztah, který udává závislost mezi proudem a napět́ım
na konćıch vodiče pro některé materiály za určitých podmı́nek. Uvažme úsek homogenńıho vodiče na obr.
3.5 na jehož konćıch je udržován rozd́ıl potenciál̊u. Je-li L délka vodiče, bude uvnitř p̊usobit stacionárńı
elektrické pole velikosti

E =
ϕ1 − ϕ2

L
=

U

L
.

Působeńım tohoto pole dojde k pohybu náboj̊u a úsekem vodiče (rezistorem) bude protékat stacionárńı
proud. Je možno očekávat, že mezi napět́ım U na konćıch vodiče a mezi proudem I bude existovat závislost
určovaná pouze geometríı a materiálem vodiče. Tuto závislost lze naj́ıt bud’ experimentálně nebo na základě
mikroskopické teorie pohybu elektrických náboj̊u v př́ıslušné látce. Takovou teoríı vodivosti se budeme
krátce zabývat v daľśıch odstavćıch.

9Při přibližně stejných okrajových podmı́nkách jsou siločáry elektrostatického a stacionárńıho pole totožné a splývaj́ı s
proudovými čarami stacionárńıho proudu. Toho se někdy využ́ıvá k modelováńı elektrostatického pole pomoćı tzv. elektrolyt-
ické vany. Elektrody daného tvaru jsou přitom ponořeny do slabě vodivého prostřed́ı a proudové čáry pak sleduj́ı siločáry
pole.
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obr. 3.6 obr. 3.7

Použijeme-li jako materiál vodiče kov (stř́ıbro, měd’, hlińık), zjist́ıme, že proud je v širokých meźıch
úměrný napět́ı (při dané teplotě). To je právě Ohmův zákon:

I =
U

R
= G U . (3.13)

Voltampérová charakteristika takového rezistoru má pak charakter př́ımé úměrnosti (obr. 3.6).
Konstanta úměrnosti G se nazývá vodivost (konduktance) a měř́ı se v siemensech (S), jej́ı převrácená

hodnota je odpor (rezistance), kterou měř́ıme v ohmech (Ω).
Experimentálně lze zjistit, že odpor je př́ımo úměrný délce vodiče L, nepř́ımo úměrný pr̊uřezu vodiče

S a konstanta úměrnosti, která charakterizuje vlastnosti materiálu vodiče, se nazývá měrným odporem
(rezistivitou) a označuje se ρ. Převrácenou hodnotu měrného odporu nazýváme měrnou vodivost́ı (kon-
duktivitou) a označujeme σ. Je ovšem třeba dát pozor, abychom nezaměnili označeńı ρ, σ s objemovou a
plošnou hustotou náboje. Je zřejmé, že rezistivitu měř́ıme v jednotkách ohm metr (Ω.m), konduktivitu v
jednotkách siemens na metr (S.m−1). Můžeme tedy psát

R = ρ
L

S
G =

1

R
= σ

S

L
. (3.14)

Bude-li pr̊uřez a př́ıpadně i měrný odpor podél vodiče proměnný, muśıme integrovat

R =
∫ L

0

ρ(l)

S(l)
dl . (3.15)

Ohmův zákon můžeme vyjádřit též v diferenciálńım tvaru. V úseku homogenńıho vodiče na obr. 3.5
vyčleńıme proudové vlákno o malém pr̊uřezu ∆S, a tedy malé vodivosti ∆G. Potom

∆I = U ∆G = U
σ

L
∆S = σE ∆S = σ ~E ·∆~S .

Uváž́ıme-li definici proudové hustoty (3.3), dostaneme Ohmův zákon ve tvaru

~j = σ ~E . (3.16)

. Konduktivita je podobně jako permitivita jednou z tzv. materiálových konstant. Vektory ~j a ~E nemuśı
mı́t obecně týž směr a potom se konduktivita stává tenzorem σik. V takovém anizotropńım prostřed́ı má
pak Ohmův zákon tvar

ji = σik Ek . (3.17)
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obr. 3.8

Ohmův zákon v podobě př́ımé úměrnosti (3.13) vyjadřuje lineárńı vztah mezi proudem a napět́ım a
předpokládá, že pr̊uchod proudu sám neovlivňuje vlastnosti vodiče. Lze proto uplatnit i princip superpozice
a proudy vyvolávané ve vodiči v́ıce napět’ovými zdroji nezávisle sč́ıtat. Taková situace může ovšem existovat
jen v určitých meźıch, u tzv. lineárńıch prvk̊u. S nimi bychom ovšem v elektrotechnice nevystačili. Chceme-
li elektrické proudy a napět́ı zesilovat, generovat a r̊uzně ovlivňovat, muśıme použ́ıt právě nelineárńıch
prvk̊u, kde Ohmův zákon neplat́ı.Veškeré tvořeńı a vznik nového jsou založeny na nelinearitách.

Na obr. 3.8 jsou naznačeny voltampérové charakteristiky některých nelineárńıch prvk̊u. Na prvńım z
nich docháźı k nasyceńı (saturaci) proudu. Po dosažeńı určité hodnoty proud dále neroste, i když napět́ı
stoupá. Na druhém obrázku mále charakteristiku usměrňovaćıho prvku, který propoušt́ı proud jen jedńım
směrem. Konečně na třet́ım existuje úsek se záporným odporem, kdy při rostoućım napět́ı proud dokonce
klesá. Takové prvky se uplatńı v některých generátorech.

Ohmův zákon má tedy své meze platnosti. U kovových vodič̊u je dobře splněn až pro pole o intenzitách
několika milion̊u volt̊u na metr; u zředěných plyn̊u přestává platit už při několika voltech či deśıtek volt̊u na
metr. Nelze jej také aplikovat pro př́ılǐs krátké proudové impulsy (kolem 10−10 s) a při teplotách bĺızkých
absolutńı nule, kdy se uplatńı jev supravodivosti.

Zmı́ńıme se ještě o známých pravidlech pro sč́ıtáńı sériově a paralelně spojených odpor̊u, která jsou
opačná než při sč́ıtáńı kapacit (obr. 3.7).

Při sériovém spojeńı se sč́ıtaj́ı napět́ı, a tedy i odpory. Při paralelńım spojeńı se sč́ıtaj́ı proudy, a tedy
převrácené hodnoty odpor̊u:

Rser =
∑
i

Ri , Rpar =

(∑
i

1

Ri

)−1

. (3.18)

Dosud jsme uvažovali pr̊uchod proudu rezistorem, který jsme si představovali jako úsek homogenńıho
vodiče. Nezabývali jsme se otázkou, co se stane s náboji, když dojdou na konec vodiče. K tomu, aby mohl
protékat stacionárńı proud, muśı být obvod zřejmě uzavřen, muśı tvořit kompletńı smyčku. Uzavřeme-
li homogenńı vodič tak, že spoj́ıme oba jeho konce, vznikne daľśı pot́ıž. Maj́ı-li se náboje pohybovat
ustálenou rychlost́ı, muśı výsledná středńı śıla na ně p̊usob́ıćı být nulová. Śıla se strany stacionárńıho
elektrického pole muśı tedy být kompenzována silou třeńı při pohybu ve vodiči doprovázaném srážkami s
daľśımi částicemi. Pak by ovšem stacionárńı elektrické pole muselo konat práci nad náboji pohybuj́ıćımi
se po uzavřené dráze, dodávat jim energii. 10 To je ovšem v rozporu se skutečnost́ı, že stacionárńı pole je
potenciálńı. Z takové analýzy vyplyne, že v uzavřeném obvodu muśı existovat potenciálové skoky, muśı
zde p̊usobit nějaký zdroj energie. Situace je znázorněna na obr. 3.9.

Uzavřený obvod tvoř́ı vněǰśı odpor (rezistor R), a zdroj elektromotorického napět́ı (zkráceně emn)
o vnitřńım odporu Ri. Zdroj emn vyvolává v obvodu nepotenciálńı elektromotorickou (vtǐstěnou) śılu

10Vyj́ımku tvoř́ı supravodivý prstenec, kde proud protéká po povrchu bez měřitelného odporu a bez vněǰśıho zdroje energie
po velmi dlouhou dobu.
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obr. 3.9

p̊usob́ıćı na náboje, a to takovou že jej́ı práce po uzavřené dráze je r̊uzná od nuly:

A =
∮
l

~F · d~l 6= 0

Předpokládejme, že velikost této śıly je úměrná náboji. Potom můžeme zavést veličinu zvanou emn vztahem

E =
1

q

∮
l

~F · d~l . (3.19)

Poměr ~F/q někdy nazýváme vtǐstěnou (elektromotorickou) intenzitou. Na konćıch rezistoru (svorkách
zdroje) p̊usob́ı takzvané svorkové napět́ı

U =
∫ 2

1

~E · d~l . (3.20)

Je zřejmé, že emn měř́ıme stejně jako svorkové napět́ı ve voltech.
Zdroj emn tedy představuje úsek obvodu, v́ıce nebo méně lokalizovaný, kde na náboje p̊usob́ı śıly,

které zvyšuj́ı jejich potenciál. Je samozřejmě třeba, aby proud protékal i úsekem zdroje, který vykazuje
rovněž vlastńı, tzv. vnitřńı odpor. Schematicky je to naznačeno na obr. 3.9. Má-li náboj na svorce 1
potenciál ϕ1, klesne tento potenciál po pr̊uchodu vněǰśı část́ı obvodu na ϕ2. Svorkové napět́ı je tedy rovno
potenciálovému spádu na odporu R a podle Ohmova zákona

U = ϕ1 − ϕ2 = R I .

Na vstupu a výstupu zdroje (elektrodách článku či baterie) dojde k potenciálovým skok̊um - z ϕ2 na ϕ′2
a z ϕ′1 na ϕ1. Také na vnitřńım odporu zdroje nastane potenciálový spád

ϕ′2 − ϕ′1 = Ri I .

Potenciálové spády muśı být kompenzovány potenciálovými skoky v obvodu, takže práce při přenosu
náboje uzavřeným obvodem je rovna

A = q(ϕ1 − ϕ2) + q(ϕ′2 − ϕ′1) = R I + Ri I = q[(ϕ1 − ϕ′1) + (ϕ′2 − ϕ2)] = q E . (3.21)

Elektromotorické napět́ı tak představuje součet potenciálových skok̊u v obvodu. Pro uzavřený obvod
můžeme Ohmův zákon psát ve tvaru

E = U + Ri I = (R + Ri) I

neboli

I =
E

R +Ri

. (3.22)
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obr. 3.10

Známe-li svorkové napět́ı, můžeme použ́ıvat Ohmův zákon ve tvaru (3.13). Je-li zadáno elektromo-
torické napět́ı, muśıme znát též vnitřńı odpor zdroje a psát Ohmův zákon ve tvaru (3.22). Je zřejmé, že
elektromotorické a svorkové napět́ı jsou si rovny, neprotéká-li obvodem proud. Po zapojeńı vněǰśıho odporu
může svorkové napět́ı podstatně klesnout pod napět́ı elektromotorické a pak hovoř́ıme o ”měkkém” zdroji.

Odpory a zdroje emn mohou být v́ıce či méně složitě propojeny a mohou vytvářet śıtě stacionárńıch
proud̊u (obr. 3.10).

Teorie elektrických śıt́ı představuje zvláštńı, rozsáhlou část elektrotechniky a matematicky souviśı s
teoríı graf̊u. Śıtě jsou tvořeny větvemi o daném odporu, v nichž mohou p̊usobit zdroje emn. Body, v nichž
se stýkaj́ı alespoň tři větve, nazýváme uzly, uzavřenou soustavu větv́ı nazýváme smyčkou. Úkolem teorie
śıt́ı je určit proudy ve všech větv́ıch, jsou-li známy bud’ potenciály ve všech uzlech nebo velikosti emn a
vnitřńı odpory zdroj̊u.

Při řešeńı śıt́ı využ́ıváme známá Kirchhoffova pravidla někdy nazývaná Kirchhoffovými zákony. Ve
skutečnosti nejde o nové fyzikálńı zákony, ale o aplikaci rovnice kontinuity a Ohmova zákona pro uzavřené
smyčky. Prvńı Kirchhoffovo pravidlo (pro uzly) požaduje, aby součet všech proud̊u v každém uzlu byl roven
nule; vystupuj́ıćı proudy budeme přitom považovat za kladné, vstupuj́ıćı za záporné:∑

α

Iα = 0 . (3.23)

Jde vlastně o integrálńı tvar rovnice kontinuity (3.11); kdyby př́ısun náboje do uzlu nebyl v rovnováze v
jeho odvodem, náboj by se v uzlu hromadil a proud by nemohl být stacionárńı.

Druhé Kirchhoffovo pravidlo (pro smyčky) ř́ıká, že součet potenciálových spád̊u na všech odporech
(včetně vnitřńıch odpor̊u zdroj̊u) podél uzavřené smyčky je roven součtu elektromotorických napět́ı p̊usob́ıćıch
v této smyčce. Opět muśıme znaménka proud̊u a polarizace emn přizp̊usobit zvolenému směru obcházeńı
smyčky. Tedy ∑

α

Rα Iα =
∑
α

Eα . (3.24)

Jde tedy o řešeńı soustavy rovnic vyjadřuj́ıćıch Kirchhoffova pravidla. Těchto rovnic může být velmi
mnoho a jejich řešeńı může být i pro poč́ıtače zdlouhavou záležitost́ı. Snaž́ıme se samozřejmě využ́ıt
maximálně Kirchhoffových pravidel pro uzly, která jsou jednodušš́ı. Má-li śıt’ např́ıklad m uzl̊u a n větv́ı,
poskytuje nám prvńı Kirchhoffovo pravidlo m - 1 nezávislých rovnic pro uzly a zbývá vybrat n - (m - 1)
rovnic pro smyčky. Tyto smyčky je třeba ovšem volit tak, aby źıskané rovnice byly nezávislé, což neńı
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obr. 3.11

triviálńı. K tomu slouž́ı např́ıklad metoda úplného stromu. Vyčleńıme v śıti takovou soustavu větv́ı, aby po
nich bylo možno proj́ıt od každého uzlu k libovolnému jinému a aby těchto větv́ı byl právě nezbytný počet.
Smyčky pak vybereme tak aby každá z nich obsahovala jednu větev, která nepatř́ı k úplnému stromu. Na
obr. 3.11 je znázorněna śıt’ s 6 uzly a 9 větvemi a vybrán jeden z možných úplných stromů. Vid́ıme, že
větv́ı, které k němu nepatř́ı je právě n - (m - 1) = 4 a ty nám umožńı vybrat 4 smyčky.

Při řešeńı śıt́ı se uplatńı řada matematických metod, které zde nebudeme rozeb́ırat. U metody smyčkových
proud̊u se využ́ıvá principu superpozice a každé nezávislé smyčce se přǐrazuje myšlený smyčkový proud.
Skutečný proud v dané větvi je pak součtem smyčkových proud̊u těch smyček, jejichž součást́ı je uvažovaná
větev. U metody uzlových napět́ı využ́ıváme prvńıho Kirchhoffova pravidla a mı́sto smyčkových proud̊u se
snaž́ıme určit napět́ı ve všech uzlech vzhledem k nějakému uzlu referenčńımu. Pak je již snadné naj́ıt proud
v jednotlivých větv́ıch.

V řadě př́ıpad̊u nepotřebujeme znát řešeńı celé śıtě, ale jen proud tekoućı určitou větv́ı. Pokud v této
větvi neńı žádný zdroj, chová se celý zbytek śıtě jako zdroj emn s určitým vnitřńım odporem a dodává do
této větve energii.

Stač́ı tedy určit velikost emn tohoto zdroje a jeho vnitřńı odpor. K tomu slouž́ı Thévéninova věta, která
prav́ı:
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Proud libovolnou větv́ı śıtě se nezměńı, vyjmeme-li ji ze śıtě a připoj́ıme ke zdroji, jehož emn se rovná
napět́ı, které je na uzlech śıtě, mezi nimǐz větev p̊uvodně byla, a jehož vnitřńı odpor se rovná odporu śıtě
měřenému na těchto dvou uzlech po nahrazeńı všech zdroj̊u jejich sériovými vnitřńımi odpory.

Energie, kterou zdroj emn dodává do śıtě stacionárńıch proud̊u, se na odporech měńı nevratně v energii
tepelnou. Protože práce při přeneseńı náboje Q mezi body o napět́ı U je A = QU , bude tepelný výkon
uvolňovaný na odporu R roven

P =
dA

dt
= U

dQ

dt
= U I = R I2 =

U2

R
= G U2 . (3.25)

Za dobu ∆t se tedy uvolńı tepelná energie

W = R I2 ∆t . (3.26)

Uvedený vztah se nazývá Joule̊uv zákon (někdy též Joule̊uv - Lenz̊uv zákon) a uvolněná energie je
známa jako ”Jouleovo teplo”. 11

V uzavřeném obvodu bude výkon na vněǰśım odporu R

P (R) = R I2 =
E2 R

(R + Ri)2
.

Je snadné ověřit, že tento výkon jako funkce R bude mı́t maximum při R = Ri, kdy bude roven Pmax =
E2/4R. Ř́ıkáme, že zátěž je přizp̊usobena zdroji.

Joule̊uv zákon lze źıskat i v diferenciálńım tvaru. Mějme proudové vlákno pr̊uřezu ∆S v němž se vyv́ıj́ı
výkon ∆P . Potom

∆P = U ∆I = E L ~j ·∆~S = ~j · ~E ∆V ,

kde ∆V je objem vlákna.
Hustota tepelného výkonu, tj. výkon uvolňovaný v jednotce objemu vodiče je pak

p =
dP

dV
= ~j · ~E = σE2 = ρj2 . (3.27)

Uvedeme nyńı př́ıklady řešeńı některých méně obvyklých śıt́ı.

1. Nekonečná jednorozměná śıt’

Na obr. 3.12 je znázorněn nekonečný řetězec sériově a paralelně spojených odpor̊u. Máme určit vstupńı
odpor mezi body A a B.

Využijeme k tomu právě vlastnost řetězce, která se zdá úlohu komplikovat, totiž jeho nekonečnou délku.
Předřad́ıme-li bod̊um A,B ještě jeden článek z odpor̊u R1, R2, nemůže se vstupńı odpor změnit. Máme
pak ekvivalentńı obvod na obr. 3.13, jehož vstupńı odpor snadno najdeme.

Máme

RA′B′ = RAB = R1 +
R2RAB

R2 +RAB

,

odkud

RAB =
1

2
(R1 +

√
R2

1 + 4R1R2) .

2. Nekonečná rovinná śıt’
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obr. 3.12

obr. 3.13

obr. 3.14

106



obr. 3.15

Na obr. 3.14 je znázorněna nekonečná rovinná śıt’ tvořená pravoúhlým uspořádáńım stejných odpor̊u
R. Máme určit vstupńı odpor mezi dvěma sousedńımi uzly śıtě A,B. Taková śıt’ může modelovat některé
vlastnosti śıt́ı využ́ıvaných v poč́ıtač́ıch nebo neuronových śıt́ı v mozku.

Využijeme princip̊u symetrie a superpozice. Uvažme dva stavy. Ve stavu 1 necht’ proud I vtéká do
bodu A a rozlévá se śıt́ı do nekonečna. Pak z d̊uvodu symetrie muśı každou ze čtyř větv́ı stýkaj́ıćıch se v
bodě A protékat týž proud I/4. Ve stavu 2 necht’ proud posb́ıraný v nekonečnu vytéká v bodě B. Z téhož
d̊uvodu bude větvemi stýkaj́ıćımi se v bodě B protékat opět proud I/4. Superpozićı obou stav̊u zjist́ıme,
že vtéká-li proud do bodu A a vytéká-li z bodu B, poteče odporem R mezi těmito body proud I/2. Zbytek
śıtě tedy představuje stejně velký paralelńı odpor a plat́ı RAB = R/2.

3. Prostorová śıt’ ve tvaru krychle

Uplatněńı principu symetrie můžeme demonstrovat na prostorových śıt́ıch, kdy stejné odpory R jsou
umı́stěny v hranách krychle (obr. 3.15).

Ptejme se např́ıklad na odpor mezi dvěma protilehlými vrcholy jedné ze stěn krychle E,B. Proud I
vtékaj́ıćı do bodu E se z d̊uvodu symetrie rozděĺı na dvě stejné části αI směřuj́ıćı k vrchol̊um A,F a třet́ı
část βI směřuj́ıćı k vrcholu H. Ve vrcholu H se proud βI rozděĺı symetricky na dva proudy γI. Stejným
zp̊usobem můžeme označit proudy stékaj́ıćı se do bodu B. Tak zjist́ıme, že hranami FG a AD žádné
proudy téci nemohou. Spád napět́ı mezi body E a B bude jednak 2αI R, jednak 2(β + γ)I R. Dostáváme
tak soustavu tř́ı rovnic

α = β + γ 2α + β = 1 β = 2γ ,

odkud

α =
3

8
, β =

1

4
, γ =

1

8
.

Odtud zřejmě hledaný odpor REB = 3/4 R.

4. Kapacita a odpor soustavy elektrod

Mějme dvě elektrody určitého geometrického uspořádáńı a prostor mezi nimi zaplněn prostřed́ım o
malé vodivosti. Tato soustava vytvoř́ı tedy kondenzátor o určité kapacitě C a určitém svodovém odporu
R.

11Ve starš́ı literatuře se toto teplo měřilo v kaloríıch a ve vztahu pro energii se udával č́ıselný koeficient 0,24.
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obr. 3.16 obr. 3.17

Uvažme napřed elektrody ve tvaru dvou vodivých rovinných desek plochy S ve vzdálenosti d. Protože
C = εS

d
a R = 1

σ
d
S

, dostáváme

R C =
ε

σ
.

Tento vztah plat́ı pro elektrody jakéhokoli tvaru. Předpokládejme, že náboj je rozložen na elektrodách
s (proměnnou) plošnou hustotou Σ a ved’me plochu S v těsné bĺızkosti tohoto povrchu. Potom z Ohmova
a Gaussova zákona dostaneme

I =
U

R
=
∫
S

~j · d~S = σ
∫
S

~E · d~S = σ
∫
S

Σ

ε
dS =

σ Q

ε
=

σ

ε
CU .

Odtud plyne opět RC = ε/σ. Známe-li tedy odpor mezi elektrodami, můžeme určit kapacitu a naopak.
Všimněte si, že součin RC má rozměr času a vyjadřuje takzvanou časovou konstantu obvodu.

5. Trojúhelńık a hvězda

Někdy je třeba provést takové transformace śıt́ı, aby odpor mezi určitými body z̊ustal nezměněn.
Typickým př́ıkladem je přechod od uspořádáńı tř́ı odpor̊u do trojúhelńıka (obr. 3.16) k uspořádáńı do
hvězdy (obr. 3.17).

Naṕı̌seme-li soustavu tř́ı podmı́nek, aby odpory mezi bodyAB, AC, BC byly stejné v obou uspořádáńıch,
dostaneme výsledek

RI =
R2R3

R1 +R2 +R3

, RII =
R1R3

R1 +R2 +R3

, RIII =
R1R2

R1 +R2 +R3

.

6. Wheatstone̊uv můstek

Pro přesné měřeńı neznámých odpor̊u se už́ıvá r̊uzných můstkových uspořádáńı. Jejich přesnost je dána
t́ım, že při vyváženém můstku přestane některou z větv́ı protékat proud, což lze dobře indikovat. Přesná
metoda měřeńı odporu může být pak využita např́ıklad k měřeńı teploty a daľśıch fyzikálńıch veličin.

Na obr. 3.18 je znázorněn takzvaný Wheatstone̊uv můstek. Při řešeńı pomoćı Kirchhoffových zákon̊u
bychom museli sestavit rovnice pro 3 uzly a 3 smyčky a hledat proudy v 6 větv́ıch. Nás však zaj́ımá pouze
velikost neznámého odporu Rn v situaci, kdy je můstek vyvážen, tj. jeho diagonálou Rg neprotéká proud.

Situaci lze zjednodušit, přetransformujeme-li trojúhelńık ACD na hvězdu. Pak dostaneme obvod na
obr. 3.19, kde

RI =
RgR2

R1 +Rg +R2

, . . . .

Z takto transformovaného obvodu snadno najdeme

RAB = RII +
(RIII +R3)(R1 +Rn)

RI +RIII +R3 +Rn

.
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obr. 3.18

obr. 3.19
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Proud v obvodu je pak

I =
E

Ri +RAB

Z Kirchhoffových zákon̊u pro smyčky ACD a CBD a uzly A, B, C najdeme proud Ig v závislosti na I:

Ig =
R2R3 − R1Rn

Rg(R1 +R2 +R3 +Rn) + (R1 +R2)(R3 +Rn)
I .

Je-li můstek vyvážen, bude Ig = 0 a neznámý odpor urč́ıme jako

Rn =
R2R3

R1

.

Definujeme-li proudovou a napět’ovou citlivost můstku v̊uči změně R1 jako Si = ∂Ig
∂R1

, Su = ∂Ug

∂R1
,

zjist́ıme že obě nabývaj́ı maximálńı hodnoty při vyváženém můstku.

3. Základy teorie vodivosti

Měrná vodivost (konduktivita), resp. jej́ı převrácená hodnota, rezistivita, charakterizuje schopnost
látky vést elektrický proud, záviśı na jej́ı vnitřńı struktuře a mechanismu přenosu náboje. Nelze ji tedy
určit teoreticky obecně, ale vždy jen pro určitý model konkretńıho látkového prostřed́ı.

Podle představ klasické fyziky můžeme vytvořit model plynu tvořeného volnými nabitými částicemi
(např́ıklad elektrony), které se pohybuj́ı chaoticky velkými tepelnými rychlostmi (3.1) a p̊usobeńım elek-

trického pole intenzity ~E źıskaj́ı složku uspořádané rychlosti. Uvažme např́ıklad měděný vodič délky l a
pr̊uřezu S, k jehož konc̊um je přiloženo napět́ı U . Z Ohmova zákona zjist́ıme velikost uspořádané rychlosti
elektron̊u v tomto vodiči:

u =
j

ne
=

I

Sne
=

U

RSne
=

U

ρlne
. (3.28)

Dosad́ıme-li typické hodnoty U = 220 V, l = 10 km, koncentraci elektron̊u v mědi n = 8, 47.1028 m−3 a hod-
notu rezistivity mědi ρ = 1, 7.10−8 Ω.m, vyjde nám rychlost pohybu elektron̊u ve vodiči 9, 55.10−5 m.s−1.
Srovnáme-li tuto rychlost se středńı tepelnou rychlost́ı elektron̊u (3.1), zjist́ıme, že se elektrony přemist’uj́ı
ve vodiči velmi pomalu, řádově desetiny milimetru za sekundu.

Uvedeme nyńı základńı myšlenky tzv. klasické teorie vodivosti. Budeme předpokládat, že proud je
zprostředkován volnými nabitými částicemi o náboji q a hmotnosti m. Má-li platit Ohmův zákon, muśı
být rychlost těchto částic konstantńı a úměrná intenzitě pole E:

u =
j

nq
=

σ

nq
E . (3.29)

Kdyby se však částice pohybovaly pouze pod vlivem konstantńıho elektrického poli, jejich rychlost by stále
nar̊ustala. Muśı na ně tedy p̊usobit ještě daľśı śıla, která kompenzuje śılu elektrickou a výsledkem je pak
ustálený pohyb. Tato śıla je vyvolána srážkami s ionty a atomy v krystalické mř́ıžce a jde o disipativńı śılu
třeńı, která též zp̊usobuje přeměnu elektrické energie na energii tepelnou. Tuto disipativńı śılu budeme
nazývat silou Langevinovou ~FL.

Předpokládejme, že částice se mezi srážkami pohybuje pod vlivem pole rovnoměrně zrychleným po-
hybem, při srážce odevzdává všechnu svou kinetickou energii, ztráćı rychlost a zač́ıná se znovu urychlovat.
Vzdálenost, kterou uběhne mezi srážkami nazýváme středńı volnou dráhou λ, dobu potřebnou k uběhnut́ı
této dráhy středńı dobou života τ a počet srážek za jednotku času středńı srážkovou frekvenćı ν. Je-li v
středńı tepelná rychlost, plat́ı

ν =
1

τ
=

v

λ
. (3.30)
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obr. 3.20

Modelový pr̊uběh rychlosti částice v čase je na obr. 3.20.
Vid́ıme, že středńı uspořádaná rychlost u je rovna polovině dosahované rychlosti maximálńı. Podle

Newtonova pohybového zákona bude tedy Langevinova śıla rovna

~FL = − m~umax
τ

= − 2mν~u . (3.31)

Na druhé straně tato śıla muśı kompenzovat elektrickou śılu

~FE = q ~E =
q2n

σ
~u . (3.32)

Odtud dostáváme výraz pro konduktivitu daného prostřed́ı

σ =
1

2

q2n

mν
=

1

2

q2nλ

mv
. (3.33)

To je výsledek, který dává klasická teorie vodivosti založená na představě o srážkách nabitých částic.
Pojem srážky je ovšem velmi obecný a charakter srážek může být r̊uzný. Srážky mezi nabitými a nen-
abitými částicemi jsou bĺızké a binárńı, tj. nejčastěji se srážej́ı vždy dvě částice, a to tehdy, dostanou-li se
bezprostředńı bĺızkosti. Středńı volná dráha λ je přitom v́ıceméně konstantńı, pokud se částice při srážce
př́ılǐs nedeformuj́ı. Naproti tomu srážky mezi nabitými částicemi navzájem (např́ıklad elektrony s ionty
plazmatu nebo krystalové mř́ıžky) jsou kolektivńı a daleké, tj. na částici p̊usob́ı současně v́ıce nabitých
částic, a to již dř́ıve, než se částice přibĺıž́ı (Rutherford̊uv rozptyl). V tom př́ıpadě se středńı volná dráha
měńı s teplotou úměrně T 2. Protože středńı tepelná rychlost v záviśı na teplotě jako T 1/2, můžeme z
klasické teorie (3.33) určit závislost konduktivity na teplotě. 12 Pro srážky s neutrálńımi částicemi máme

σ ∼ T−
1
2 , (3.34)

pro srážky s nabitými částicemi
σ ∼ T

3
2 . (3.35)

Použitelnost klasické teorie záviśı na tom, zda můžeme operovat s představou srážky částic a vhodně
definovat středńı srážkovou frekvenci. Koeficient 1/2 v (3.33) neńı samozřejmě přesný, pomoćı kinetické
teorie částic můžeme źıskat přesněǰśı hodnoty, ale závislost na ostatńıch veličinách z̊ustává přitom za-
chována. Někdy neńı dost dobře možné srážky poč́ıtat a použ́ıvat pojem srážkové frekvence. Je tomu tak
např́ıklad u plyn̊u a elektrolyt̊u, kdy se nabité částice prod́ıraj́ı mezi atomy nebo molekulami o vysoké
koncentraci. 13. Pak zavád́ıme nový d̊uležitý pojem pohyblivost µ iont̊u nebo elektron̊u v daném prostřed́ı.
Konduktivitu pak zapisujeme pro jeden druh nabitých částic jako

σ = q n µ , (3.36)

12Přitom zanedbáme závislost koncentrace na teplotě.
13Názorně si lze představit situaci se srážkami jako běh lesem, kde můžeme poč́ıtat nárazy na stromy, prod́ıráńı v hustém

prostřed́ı jako pohyb v davu demonstrant̊u, kde nelze jednotlivé interakce oddělovat
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takže srovnáńım s (3.33) vid́ıme, že µ = q/(2mν) = u/E. Pohyblivost tedy udává poměr uspořádané
rychlosti náboj̊u k intenzitě pole a měř́ı se v jednotkách m2.s−1.V−1, které budeme dále zjednodušeně
označovat SI. Určovat pohyblivosti nabitých částic výpočtem je ovšem obt́ıžné, proto se měř́ı experi-
mentálně a lze je naj́ıt v tabulkách.

Z klasické teorie dostaneme také zákon Joule̊uv v diferenciálńım tvaru. Předávaj́ı-li nabité částice při
každé srážce všechnu svou energii a je-li počet srážek za jednotku času v jednotce objemu nν, bude hustota
tepelného výkonu

p
mu2

max

2
nν = σE2 ,

což souhlaśı s (3.27).
Můžeme též odhadnout meze platnosti Ohmova zákona, tj. podmı́nky, kdy konduktivita σ přestane být

konstantńı. Nastane to zřejmě tehdy, když středńı volná dráha začne záviset na intenzitě pole a vztah mezi
proudovou hustotou a polem přestane být lineárńı. Energie źıskaná částićı od pole na vzdálenosti rovné
délce volné dráhy se přitom přibĺıž́ı středńı tepelné energii. Ohmův zákon tedy plat́ı, dokud je splněna
podmı́nka

qEλ� kT .

Vezmeme-li pro kovový vodič délku volné dráhy rovnu řádově vzdálenosti mezi ionty krystalové mř́ıžku
λ ≈ 10−8 m, dostaneme při pokojové teplotě kritickou intenzitu pole, při ńıž Ohmův zákon přestává platit
řádově Ek = 2.106 V.m−1. S prodlužováńım volné dráhy však hodnota kritického pole rychle klesá. U plyn̊u
je délka volné dráhy nepř́ımo úměrná koncentraci, a tedy tlaku plynu. Při tlaku 100 Pa bude volná dráha
řádově 0,1 mm a kritické pole kolem 100 volt na metr, pro 1 Pa kolem 1 cm a Ohmův zákon přestane
platit pro pole 1 volt na metr. U velmi zředěných plyn̊u odpov́ıdá pak volná dráha rozměr̊um nádoby. Z
klasické teorie je též zřejmé, že Ohmův zákon nemůžeme použ́ıt na proudové impulsy kratš́ı, než je středńı
doba mezi srážkami částic; uspořádaná rychlost se totiž nestač́ı ustálit.

Probereme nyńı stručně vlastnosti jednotlivých látkových prostřed́ı s hlediska jejich elektrické vodi-
vosti. Obecně přitom plat́ı, že představy a výsledky klasické teorie můžeme použ́ıt tehdy, neńı-li koncen-
trace nosič̊u náboje př́ılǐs vysoká a neńı-li absolutńı teplota př́ılǐs ńızká.

A) Plazma
Plazma je částečně nebo úplně ionizovaný plyn tvořený volnými elektrony, ionty a př́ıpadně i neutrálńımi

atomy. Pokud plazma neńı př́ılǐs husté (aby se uplatnily kvantové jevy) ani př́ılǐs horké (aby se uplatnily
relativistické jevy), lze na ně dobře aplikovat klasickou teorii coulombovských srážek. Jsou-li atomy plaz-
matu Z-násobně ionizovány, plat́ı mezi koncentraćı elektron̊u a koncentraćı iont̊u vztah ne = Zni. Vodivost
plazmatu je zprostředkována jak elektrony, tak ionty, přičemž hmotnost iont̊u je mnohem větš́ı než hmot-
nost elektron̊u M � m. Jsou-li srážkové frekvence pro elektrony a ionty přibližně stejné, dostáváme z
klasické teorie

σ =
1

2
e2ne

(
1

mνe
+

Z

Mνi

)
≈ 1

2

e2ne
mνe

. (3.37)

Vid́ıme, že vodivost plazmatu je zprostředkována předevš́ım pohyblivěǰśımi elektrony a klasická teorie
dává dobrý souhlas s experimentem.

Také teplotńı závislost vodivosti plazmatu dobře souhlaśı s klasickou teoríı. Vodivost plazmatu s teplo-
tou roste, což omezuje možnost ohřát plazma v termojaderných zař́ızeńıch ohmickým teplem na v́ıce než
asi 5 milion̊u kelvin̊u.

B) Elektrolyty
Klasická teorie vodivosti byla vytvořena začátkem našeho stolet́ı právě k vysvětleńı vodivosti elek-

trolyt̊u. Elektrolyty představuj́ı vodńı roztoky látek, jejichž molekuly se zde disociuj́ı na kladné (anionty)
a záporné (kationty) ionty. Tyto ionty mohou ovšem též zpětně rekombinovat na neutrálńı molekuly, takže
vzniká dynamická disociačńı rovnováha a ustaluje se určitá iontová koncentrace. Protéká-li elektrolytem
proud, tj. jsou-li ionty z roztoku odváděny, tato rovnováha se neustále obnovuje.
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obr. 3.21

Podle klasické teorie je vodivost elektrolytu dána vztahem

σ = q+n+µ+ + q−n−µ− . (3.38)

Pohyblivost iont̊u ve vodě najdeme v tabulkách (např́ıklad pro Na+ je µ = 4, 5.10−8 SI, pro Cl− je
µ = 6, 8.10−8 SI), a je tedy třeba znát koncentraci iont̊u. Poměr disociovaných molekul k celkovému počtu
molekul rozpuštěné látky nazýváme stupněm disociace α a určujeme jej právě na základě měřené vodivosti
elektrolytu.

Tato vodivost silně záviśı na koncentraci rozpuštěné látky c. Je-li koncentrace roztoku ńızká, bude
vodivost malá, nebot’ je k dispozici málo iont̊u. Je-li naopak koncentrace př́ılǐs vysoká, bude vodivost
rovněž malá, nebot’ stupeň disociace klesne a rovněž pohyblivost iont̊u se sńıž́ı. Tuto závislost ukazuje obr.
3.21.

V rovnovážném stavu se vyrovnává př́ır̊ustek iont̊u disociaćı (úměrný počtu nedisociovaných molekul
k1(1 − α)c ) a úbytek rekombinaćı (úměrný součinu počtu kladných a záporných iont̊u k2α

2c2 ). Odtud
dostáváme takzvanou disociačńı konstantu

K = c
α2

1− α
,

která vyjadřuje pod́ıl pravděpodobnosti disociace a rekombinace v daném roztoku.
Je-li n0 koncentrace molekul rozpuštěné látky a α stupeň disociace, bude př́ıspěvek jednoho druhu

iont̊u nesoućıch náboj Ze k vodivosti
σ = Z e α n0 µ. (3.39)

Známe-li koncentraci roztoku a změř́ıme-li vodivost, můžeme odtud určit stupeň disociace a disociačńı
konstantu.

Při měřeńı však obvykle postupujeme tak, že zavád́ıme tzv. molárńı vodivost (ekvivalentovou vodivost)
Λ vztahem

Λ =
σ

η
,

kde η je molárńı koncentrace, tj. počet mol̊u rozpuštěné látky v jednotce objemu s uvážeńım valence iont̊u:

η =
Z n0

NA

, (3.40)

kde NA je Avogadrova konstanta. Úpravou (3.39) dostaneme

σ = α µ NA e
Z n0

NA

= α µ F η , (3.41)
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kde F = NAe je Faradaẙuv náboj.
Molárńı vodivost je tedy rovna Λ = αµF . Extrapolujeme-li ji do oblasti velmi malých koncentraćı,

kdy můžeme očekávat úplnou disociaci (α = 1), dostáváme tzv. molárńı vodivost při nekonečném zředěńı
Λ∞ = µF . Stupeň disociace tedy zjist́ıme experimentálně jako pod́ıl

α =
Λ

Λ∞
(3.42)

(Arrheni̊uv vztah) a disociačńı konstantu jako

K = c
Λ2

Λ∞(Λ∞ − Λ)
(3.43)

(Ostwald̊uv zřed’ovaćı zákon).
Uvedená teorie disociace elektrolyt̊u nálež́ı S. Arrheniovi (1887) a plat́ı dobře pro slabé elektrolyty o

nepř́ılǐs velké vodivosti. U silných elektrolyt̊u je třeba vźıt v úvahu i vzájemnou interakci mezi ionty (P.
Debye, E. Hückel).

Připomeneme ještě známé dva Faradayovy zákony elektrolýzy. Projde-li elektrolytem náboj Q přenesený
např́ıklad N ionty o hmotnosti mi, molárńı hmotnosti Mi a náboji Ze, potom hmotnost přenesené látky
M je úměrné prošlému náboji (1. zákon):

M = mi N =
Mi

NA

Q

Ze
= A Q. (3.44)

Konstanta úměrnosti A = Mi/(ZF ) se nazývá elektrochemický ekvivalent a udává se v kilogramech na
coulomb. Jeho význam je patrný z 2. zákona: Projde-li dvěma roztoky r̊uzných elektrolyt̊u týž náboj Q,
bude poměr hmotnost́ı vyloučených látek roven poměru jejich chemických ekvivalent̊u. Plyne odtud, že k
vyloučeńı jednoho molu chemických ekvivalent̊u libovolné látky (tj. jednoho molu jednovalentńıch iont̊u se
Z = 0) je zapotřeb́ı právě Faradayova náboje.

Jako př́ıklad stanov́ıme konduktivitu čisté destilované vody. Předpokládejme zjednodušeně, že ji zprostředkuj́ı
kationty vod́ıku H+ a anionty hydroxylu OH−, jejichž pohyblivosti ve vodě při pokojové teplotě jsou
µ+ = 3, 2.10−7 SI, µ− = 1, 8.10−7 SI. Tyto ionty jsou v čisté vodě stále př́ıtomny, a to v rovnovážné
molárńı koncentraci Nmi = 10−4 mol.m−3 (10−7mol.l−1). Stanov́ıme nejdř́ıve stupeň disociace. Protože 1
mol představuje 18 g vody, je v jednom kubickém metru 106/18 = 5, 5.104 mol nedisociovaných molekul.
Stupeň disociace je tedy nepatrný, α = 1, 8.10−9. Dosad́ıme-li do výrazu pro vodivost elektrolyt̊u (3.38)
koncentraci iont̊u ni = Nmi.NA = 6, 02.1019, dostaneme σ = 4, 8.10−6 (Ω.m)−1.

Vodivost vody se ovšem drasticky zvýš́ı, rozpust́ıme-li v ńı nepatrné množstv́ı soli. Roztok chloridu
sodného v koncentraci pouhé desetitiśıciny procenta (1 gram v kubickém metru vody) dá koncentraci
iont̊u 1022 m−3 a vodivost 1, 8.10−4 (Ω.m)−1, tedy o dva řády vyšš́ı než u čisté vody. Při tak malé kon-
centraci jsme předpokládali stupeň disociace rovný jedné. Můžete nyńı sami odhadnout vodivost mořské
vody a uvědomit si, že Země je na svém povrchu velmi dobře vodivá koule.

C) Plyny
K tomu, aby čistý plyn mohl vést elektrický proud je zapotřeb́ı př́ıtomnosti alespoň malé koncentrace

iont̊u. 14 Tyto ionty vznikaj́ı bud’ uměle p̊usobeńım r̊uzných ionizačńıch činitel (uf, rtg, gamma zářeńı)
nebo přirozeně vlivem všudypř́ıtomného zářeńı kosmického a zářeńı radioaktivńıch nuklid̊u obsažených v
zemské k̊uře. Tak se ve vzduchu v 1 kubickém metru každou sekundu stále tvoř́ı v pr̊uměru ∆n = 5.106

iont̊u; nad mořskou hladinou o něco méně, nad souš́ı o něco v́ıce. Tyto ionty opět zanikaj́ı rekombinaćı
a setkáváme se opět s rovnovážným stavem mezi ionizaćı a rekombinaćı jako v př́ıpadě elektrolyt̊u. Je-li
koncentrace molekul neionizovaného plynu n a α stupeň ionizace, dostáváme rovnici ionizačńı rovnováhy

∆n = k1 (1− α) n = k2(αn)2, K = n
α2

1− α)
.

14Pokud ionty ve velmi malém objemu nejsou př́ıtomny v̊ubec, je podle kvantové fyziky možná ionizace v extrémně silném
elektrickém poli, vytvářeném např́ıklad laserovým paprskem. Pak docháźı k jiskrovému výboji.
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obr. 3.22

Při malých napět́ıch tak bude ve vzduchu protékat elektrický proud podle Ohmova zákona - mluv́ıme
o nesamostatné vodivosti plyn̊u. S rostoućım napět́ım se ovšem dostav́ı jev saturace. Až všechny vznikaj́ıćı
náboje začnou putovat k elektrodám, nemůže se již proud dále zvětšovat. Mezi hodnotou nasyceného
proudu a tvorbou iont̊u existuje jednoduchý vztah. Je-li l vzdálenost elektrod a S jejich plocha, plat́ı

∆n =
js
ql

=
Is
qlS

=
Is
qV

.

Rychlost tvorby iont̊u můžeme tedy určit ze změřeného nasyceného proudu. Rovnovážná iontová koncen-
trace pak souviśı s ∆n vztahem

ni = αn =

√
∆n

k2

,

kde k2 je koeficient rekombinace, který můžeme pro čistý vzduch odhadnout na k2 = 1, 67.10−12 m3s−1. 15

Pak již můžeme určit vodivost plynu podle (3.38).

Jako př́ıklad odhadneme konduktivitu čistého vzduchu. Jestliže ji zprostředkuj́ı kladné a záporné ionty
duśıku, najdeme v tabulkách jejich pohyblivosti ve vzduchu za normálńıch podmı́nek: µ+ = 1, 2.10−4 SI,
µ− = 1, 8.10−4 SI. Potom máme

σ = e ni(µ+ + µ−) = 3, 7.10−17
√

∆n = 8, 3.10−14 (Ω.m)−1 .

Tento výsledek je ovšem pouze orientačńı a záviśı na mnoha faktorech. Nicméně je skutečnost́ı, že zemská
atmosféra je vodivá, tato vodivost se měńı s výškou a atmosférou neustále protékaj́ı proudy mezi dvěma
obrovskými kulovými elektrodami - ionosférou a zemským povrchem.

Voltampérová charakteristika elektrického výboje v plynu je na obr. 3.22. Pro malá napět́ı plat́ı Ohmův
zákon, pak nastupuje oblast nasyceného proudu. Při daľśım r̊ustu napět́ı sice proud neroste, ale nabité
částice (ionty, elektrony) zvětšuj́ı svou energii. Dosáhnou-li energie potřebné k ionizaci neutrálńıch atomů,
začne se počet nosič̊u lavinovitě rozr̊ustat a výboj přejde do oblasti samostatného výboje (prudký vzr̊ust
proudu na obr. 3.22).

Samostatné stacionárńı výboje v plynech mohou mı́t r̊uzný charakter. Při sńıženém tlaku plynu (1− 103) Pa
vzniká po dosažeńı zápalného napět́ı takzvaný doutnavý výboj doprovázený světelným zářeńım charakter-
istického zbarveńı a spektra. Typické proudy u doutnavého výboje jsou (10−1 − 10) A.m−2. Rozložeńı
napět́ı podél výbojové dráhy je velmi nerovnoměrné, největš́ı spád je soustředěn v bĺızkosti katody.

Jiným typem samostatného výboje je obloukový výboj, který vzniká při atmosférickém tlaku mezi dvojićı
uhĺıkových elektrod. Elektrody se muśı nejdř́ıve dotknout a zahřát se Jouleovým teplem. Po oddáleńı pak

15Jsou-li ve vzduchu částice prachu, mohou ionty zanikat na nich, a to podstatně rychleji. Potom ∆n = kni, k ∼ 10−2 s−1.
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již výboj hoř́ı samostatně při relativně malých napět́ıch (20 - 50 V) a velkých proudech (105 A.m−2 a v́ıce).
Elektrody se přitom silně zahř́ıvaj́ı a poskytuj́ı výkonný světelný zdroj.

Při vysokém napět́ı může existovat celá řada samostatných nestacionárńıch výboj̊u (jiskrový výboj),
jejichž studium má velký praktický význam.

D) Vakuum
Mějme dvě rovinné deskové elektrody ve vzdálenosti l, v prostoru mezi nimi vakuum a na nich přiloženo

napět́ı U . S takovou situaćı se setkáváme v elektronkách. Aby mezi elektrodami mohl protékat proud,
muśı se jedna z nich, katoda, stát zdrojem elektron̊u. Elektrony se obecně mohou uvolňovat z povrchu
pevných látek v procesu, který nazýváme emiśı. K výstupu elektronu z kovu či polovodiče je třeba mu
dodat energii odpov́ıdaj́ıćı takzvané výstupńı práci. Podle charakteru této energie mluv́ıme o termoemisi,
fotoemisi, autoemisi v silném elektrickém poli, sekundárńı emisi vyvolané dopadem rychlých částic atd.

Emituje-li katoda elektrony, můžeme zřejmě opět rozlǐsovat oblast nenasyceného proudu při ńızkých
napět́ıch a nasyceného proudu při vyšš́ıch napět́ıch. Hodnota nasyceného proudu bude záviset na materiálu
katody a jej́ı teplotě. 16

V oblasti nenasyceného proudu nebude proud dán vlastnostmi katody a také se nebude ř́ıdit Ohmovým
zákonem, protože zde neexistuj́ı srážky s částicemi prostřed́ı. Je proto nanejvýš zaj́ımavé zjistit, jak bude
proud mezi elektrodami v tomto př́ıpadě záviset na napět́ı. Požadujeme, aby se mezi elektrodami ustavil
stacionárńı proud a všechny veličiny byly pouze funkćı vzdálenosti od katody x. Předpokládáme přitom,
že elektrony vyletuj́ı z katody nulovou rychlost́ı a dále že potenciál a intenzita pole u katody jsou nulové:

ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = E(0) = 0 .

Funkce ϕ představuje potenciál stacionárńıho elektrického pole a muśı proto vyhovovat Laplaceově-
Poissonově rovnici:

d2 ϕ

d x2
= − ρ

ε0

. (3.45)

Dále muśı platit rovnice kontinuity pro stacionárńı proud a zákon zachováńı energie:

div ~j =
d j

d x
= 0, j = − ρv = konst,

m v2

2
= e ϕ .

(Vzali jsme v úvahu, že záporný elektronový náboj se pohybuje v kladném směru osy x.) Dosad́ıme-li do
(3.45) za ρ pomoćı j a ϕ, dostaneme obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu

d2 ϕ

d x2
=

1

ε0

√
m

2e
j

1
√
ϕ

= C
1
√
ϕ
.

Vynásobeńım této rovnice dϕ/dx a zintegrováńım dostaneme

1

2

(
d ϕ

d x

)2

= 2C
√
ϕ .

Odtud vypoč́ıtáme dϕ/dx a ještě jednou zintegrujeme. Dostaneme

ϕ =
(

9

4

1

ε0

√
m

2e
j
)2/3

x4/3 .

Vid́ıme, že v prostoru mezi elektrodami je proudová hustota j všude konstantńı, potenciál se měńı podle
zákona ∼ x4/3, rychlost jako ∼ x2/3 a hustota náboje jako ∼ x−2/3.

16Z kvantové fyziky vyplývá pro hodnotu nasyceného proudu vztah Richardson̊uv-Dushman̊uv:

js = A T 2 exp
(
− e ϕ

k T

)
,

kde eϕ je výstupńı práce, k Boltzmannova konstanta a A konstanta téměř stejná pro všechny látky a rovná přibližně
A = 1, 2.106 A.m−2.K−2.
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Dosad́ıme-li za x = l a vynásob́ıme proudovou hustotu plochou elektrod, dostaneme takzvaný Lang-
muir̊uv tř́ıpolovinový zákon:

I = K U
3
2 , K =

4ε0S

9l2

√
2e

m
, (3.46)

který zde nahrazuje zákon Ohmův.

E) Pevné látky
Pokusme se aplikovat klasickou teorii vodivosti na typický kovový, např́ıklad stř́ıbrný vodič. Předně

muśıme vědět, které nabité částice jsou zde nositelem proudu. Experimentálně to lze ověřit vtipnou
metodou, kterou použili R.G.Tolman a T.D.Stewart v roce 1917. Vyšli z předpokladu, že jsou-li ve vodiči
volně pohyblivé částice, muśı se podřizovat zákonu setrvačnosti a uvedeme-li vodič do pohybu a prudce
zbrzd́ıme, muśı být vrženy ve směru pohybu vodiče stejně jako pasažéři v dopravńım prostředku. Tuto
metodu použ́ıváme, když třepeme krabičkou zápalek, abychom zjistili, zda je plná.

Pohybuje-li se vodič délky l rychlost́ı v a je-li zbrzděn za dobu ∆t, p̊usob́ı na volné nabité částice
setrvačná śıla, která je ekvivalentńı śıle elektrického pole E:

m a = m
v

∆t
= q E .

Napět́ı U = El vyvolá proudový impuls I = U/R a na konćıch bude možno balistickým galvanometrem
změřit objevivš́ı se náboj

Q = I ∆t =
m v l

q R
.

V tomto vztahu známe všechny veličiny kromě měrného náboje částic q/m, který můžeme právě t́ımto
pokusem určit. Přesnost měřeńı bude zřejmě t́ım větš́ı, č́ım bude vodič deľśı, č́ım rychleji se bude pohybovat
a č́ım prudčeji jej zbrzd́ıme. Tolman a Stewart použili zař́ızeńı na obr. 3.23.

Ćıvku s navinutým dlouhým drátem uvedli
do rychlé rotace, pak ji prudce zbrzdili
a změřili náboj na konćıch drátu. Délka
drátu byla asi 500 m, obvodová rychlost
300 ms−1 a doba brzděńı 0,1 s. Pro měd’,
stř́ıbro a hlińık tato měřeńı potvrdila, že
elektrický proud je přenášen volnými elek-
trony. U všech kov̊u tomu tak ale neńı,
může se uplatnit např́ıklad i děrová vodi-
vost nebo dokonce i iontová (pevné elek-
trolyty). S Tolmanovým - Stewartovým
jevem se setkáváme i jindy. Např́ıklad u
dělostřeleckého granátu, který je náhle za-
staven v panćı̌ri, se na předńım konci ob-
jev́ı záporný náboj.

obr. 3.23

Použijeme nyńı výraz pro vodivost (3.33). Vezmeme-li experimentálńı hodnotu konduktivity stř́ıbra σ =
6, 2.107 S.m−1, elektronovou koncentraci 5, 8.1028 m−3, středńı tepelnou rychlost 1, 1.105m.s−1, dostaneme
středńı délku volné dráhy λ = 8, 3.10−9 ≈ 10−8m. Snadno však zjist́ıme, že vzdálenost mezi ionty krys-
talové mř́ıžky (mř́ıžková konstanta) je o dva řády menš́ı, ∼ 10−10 m! To by znamenalo, že elektron mine při
pohybu krystalem stř́ıbra stovky iont̊u, aniž by došlo k jediné srážce. Také teplotńı závislost konduktivity
nesouhlaśı s klasickou teoríı. Při srážkách s ionty by měla elektrická vodivost s rostoućı teplotou r̊ust,
zat́ımco u kov̊u klesá.

Takový nesouhlas nasvědčuje tomu, že vodivost kov̊u nemůžeme popsat pomoćı zákon̊u klasické fyziky.
Souviśı to s vysokou hustotou částic, řádově 1028 m−3 a v́ıce, kdy se již uplatńı kvantové jevy. Elektrony
přitom projevuj́ı vlnové vlastnosti, mı́sto srážek v klasickém smyslu prob́ıhá rozptyl vln a také ionty
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obr. 3.24

krystalové mř́ıžky jsou v oscilačńım pohybu. Podle zákon̊u kvantové fyziky energie těchto vln a kmit̊u
je kvantována, tj. může nabývat jen určitých dovolených hodnot. Je známo, že v atomech a molekulách
exstuje vždy celá soustava dovolených kvantových hladin. Řeš́ıme-li úlohu o pohybu elektronu v periodické
struktuře krystalu, dostali bychom v modelu nekonečně rozlehlého krystalu dovolené a zakázané energetické
pásy (zóny). Prostože krystal má konečné rozměry, jsou dovolené pásy tvořeny velkým množstv́ım těsně
přiléhaj́ıćıch energetických hladin. Obsazováńı těchto hladin se děje v souladu s Pauliho principem, takže
v každém pásu může být jen určitý konečný počet elektron̊u. Pás s nižš́ı energíı, kde jsou elektrony pevněji
vázány, nazýváme valenčńım, periferńı pás s vyšš́ı energíı vodivostńım. Oba pásy jsou odděleny zakázaným
pásem, který elektrony nemohou překonat, pokud jim neńı dodána energie odpov́ıdaj́ıćı š́ı̌rce tohoto pásu.

U kov̊u je valenčńı pás zcela zaplněn a ve vodivostńım pásu je určitý počet elektron̊u až po tzv.
Fermiho hladinu, která je u r̊uzných kov̊u r̊uzná. Elektrony ve vodivostńım pásu mohou źıskávat dodatečnou
kinetickou energii, přecházet na vyšš́ı hladiny a vést tak proud. Naproti tomu u polovodič̊u a dielektrik
nejsou ve vodivostńım pásu k dispozici volné elektrony a mohou se sem dostat jen z valenčńıho pásu po
źıskáńı potřebné energie. Tak u polovodič̊u je možno vyvolat vodivost osvětleńım, zahřát́ım, elektrickým
polem apod. Vodivost polovodič̊u záviśı také silně na jejich čistotě. Právě dodáńım př́ıměśı (donor̊u nebo
akceptor̊u elektron̊u) vytvář́ıme dodatečné úzké př́ıměsové pásy uvnitř zakázaného pásu, které usnadňuj́ı
vznik vodivosti. Vodivost polovodič̊u může přitom být jednak elektronová (typu n), jednak děrová (typu
p), kdy se přemist’uj́ı d́ıry po chyběj́ıćıch elektronech. Situace je zjednodušeně znázorněna na obr. 3.24.

Důležité je též zkoumat, jak záviśı konduktivita pevných látek na teplotě. Je zaj́ımavé, že zat́ımco
teplotńı závislost konduktivity neńı v souhlase s klasickou teoríı, je při vyšš́ıch teplotách dobře splněn
Wiedemann̊uv - Franz̊uv zákon, nazývaný též zákon Lorentz̊uv - Lorenz̊uv. Ten udává poměr mezi tepelnou
a elektrickou vodivost́ı kov̊u jako úměrný absolutńı teplotě a lze jej odvodit z klasických představ:

Λ

σ
=

π2k2

3e2
T = L T. (3.47)

Zde Λ je součinitel tepelné vodivosti, k Boltzmannova konstanta a tzv. Lorenz̊uv součinitel L je stejný pro
všechny kovy a roven L = (2, 3 − 2, 5).10−8 V2.K−2. Wiedemann̊uv - Franz̊uv zákon ukazuje, že elektricky
dobře vodivé kovy jsou také dobrými vodiči tepla.

Pro teploty vyšš́ı než tzv. Debyeova teplota 17 roste měrný odpor kov̊u lineárně s Celsiovou teplotou
podle známého zákona 18

ρ = ρ0 (1 + αt) = ρ0(1− 273, 15α + αT ) ≈ α ρ0 T . (3.48)

Teplotńı součinitel odporu α má hodnotu α ≈ 0, 004 ' 1/273, 15K−1, takže dostáváme téměř př́ımou
úměrnost v absolutńı teplotě (obr. 3.25).

17Debyeova teplota souviśı se spektrem kmit̊u krystalové mř́ıžky a odpov́ıdá pro měd’ asi 330 K.
18Přesněji se uvažuje ještě kvadratický člen βt2
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Při teplotách podstatně nižš́ıch než Debyeova
lze teplotńı závislost měrného odporu aprox-
imovat závislost́ı ∼ T 5; obecně dává kvan-
tová fyzika poměrně komplikovanou závislost
vyjádřenou tzv. Grüneisenovou funkćı. Při
dosažeńı tzv.kritické teploty Tc docháźı u mnoha
látek k náhlému poklesu odporu a projevuje se
jev supravodivosti, o němž pojednáme dále.

obr. 3.25

Na rozd́ıl od kov̊u měrný odpor polovodič̊u s rostoućı teplotou klesá, a to podle funkce

ρ = ρ0 exp
(
Eg

2kT

)
, (3.49)

kde Eg je š́ı̌rka zakázaného pásu. V praxi se ovšem využ́ıvá př́ıměsové vodivosti polovodič̊u. Zvláštńı
význam pak maj́ı přechody mezi polovodiči o r̊uzném typu vodivosti (n, p), které umožňuj́ı vytvářet
polovodičové diody, triody, tranzistory a daľśı prvky, jimiž se zabývá elektronika.

Uvedeme některé orientačńı hodnoty rezistivity ρ při pokojové teplotě a teplotńıho koeficientu odporu
α r̊uzných pevných látek:

látka ρ[Ω.m] 103 α[K−1]

stř́ıbro 1, 6.10−8 3, 8
měd’ 1, 7.10−8 3, 9
hlińık 2, 8.10−8 4, 9
wolfram 5, 5.10−8 4, 5
železo 9, 8.10−8 5, 0
platina 1, 1.10−7 3, 9
olovo 2, 1.10−7 4, 2
rtut’ 9, 6.10−7 1, 0
bismut 1, 2.10−6 4, 5
manganin 4, 2.10−7 0, 02
konstantan 5, 0.10−7 0, 05
uhĺık 5, 0.10−5 − 0, 8
sklo 109 − 1012 −
polystyrol 1010 − 1015 −

F) Supravodiče
Při poklesu teploty k absolutńı nule docháźı u mnoha látek k náhlému vymizeńı elektrického odporu.

Tento jev se nazývá supravodivost́ı a byl poprvé pozorován v roce 1911 H. Kammerlinghem Onnesem v
holandském Leidenu. Zkapalněńım helia se podařilo dosáhnout teploty 4,12 K, při ńıž odpor rtuti klesl
na nulovou hodnotu (řádově 10−25 Ω.m). Neńı třeba zd̊urazňovat, že jev supravodivosti, kdyby se jej
podařilo technicky běžně zvládnout, by znamenal revoluci v elektrotechnice, umožnil by odstranit ztráty
energie Jouleovým teplem, usnadnil by přenos elektrické energie na velké vzdálenosti, vytvářeńı silných
magnetických poĺı, zvýšeńı jakosti rezonančńıch obvod̊u atd.

Od chv́ıle objevu byl jev intenzivně studován, teoreticky i experimentálně. Vedle rtuti byla pozorována
supravodivost u řady daľśıch prvk̊u, slitin a sloučenin. Úsiĺı se soustředilo předevš́ım na zvýšeńı kritické
teploty, při ńıž supravodivost nastává, aby nebylo nutné provádět náročné chlazeńı vodič̊u kapalným
heliem. Byla též zjǐstěna d̊uležitá závislost supravodivých vlastnost́ı na vněǰśım magnetickém poli, které
může za určitých podmı́nek supravodivost zrušit. U tzv. supravodič̊u prvńıho typu se kritické teploty
pohybuj́ı pod 10 K (Al 1,17 K, Sn 3,70 K, Pb 7,20 K, Nb 9,25 K) a kritické magnetické pole je řádově
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10−1 − 10−2 T . Uplatňuje se zde též Meissner̊uv - Ochsenfeld̊uv jev, podle něhož je uvnitř supravodiče
magnetické pole vždy nulové. Takový supravodič tedy vytěsňuje magnetické pole ze svého objemu a chová
se v̊uči magnetickému poli podobně jako vodič v̊uči poli elektrostatickému.

U supravodič̊u druhého typu může supravodivost trvat i při vyšš́ıch magnetických poĺıch (několik
deśıtek tesla), přičemž v supravodivém stavu je jen část pr̊uřezu supravodiče. Proudová hustota zde může
dosahovat obrovských hodnot až 109 A.m−2, což má nesmı́rný technický význam. K takovým supravodič̊um
patř́ı řada speciálńıch slitin (Nb-Zr, Nb-Ti, Nb3Sn) a daľśı. Rekordně vysoké kritické teploty se podařilo
dosáhnout u Nb3Ge, a to 23,2 K. Tato teplota již přesahuje bod varu vod́ıku (20,4 K).

Velké překvapeńı vyvolal objev tzv. ”vysokoteplotńı supravodivosti” některých keramik (jinak typ-
ických izolant̊u), chemického složeńı BaLaCuO, BaYCuO, připravených poměrně nenáročným technolog-
ickým postupem J.G.Bednorzem a K.A.Müllerem v Zürichu v roce 1986. Kritické teploty těchto materiál̊u
přesahuj́ı bod varu duśıku (77,3K) a prob́ıhá intenzivńı úsiĺı připravit z nich technicky využitelné materiály,
př́ıpadně udržet jejich supravodivé vlastnosti při pokojových teplotách.

Pokusy o teoretické vysvětleńı supravodivosti prob́ıhaj́ı již několik desetilet́ı. Jejich úspěšným vyvrc-
holeńım byla kvantová mikroskopická teorie BCS (J.Bardeen, L.N.Cooper, J.R.Schriffer) z roku 1957. Je
založena na představě o vzájemném p̊usobeńı elektron̊u s kmity krystalické mř́ıžky při ńızkých teplotách,
která vede k vytvářeńı elektronových Cooperových pár̊u. Tyto elektronové páry s vykompenzovanými spiny
se chovaj́ı jeko bosony, nepodřizuj́ı se Pauliho principu a jejich vzájemná korelace z̊ustává zachována na
značné vzdálenosti.19

Supravodivost úzce souviśı s tzv. Josephsonovými jevy, které jsou založeny na korelaci elektron̊u ve
dvou částech supravodiče oddělených tenkou vrstvou nevodiče. Na základě těchto jev̊u se podařilo sestrojit
zař́ızeńı umožňuj́ıćı měřit nepatrná napět́ı a magnetická pole.

4. Zdroje elektromotorického napět́ı

Uvedli jsme, že stacionárńı proud může protékat obvodem jen p̊usob́ı-li zde zdroj elektromotorického
napět́ı, existuj́ı-li zde potenciálové skoky a je-li náboj̊um dodávána energie. Taková situace vzniká v neho-
mogenńıch obvodech, kde se stýkaj́ı vodiče r̊uzných druh̊u nebo vystavené r̊uzným podmı́nkám. Obvykle
přitom rozlǐsujeme vodiče prvńıho druhu, které se při pr̊uchodu proudu chemicky neměńı a vodiče druhého
druhu, jako např́ıklad elektrolyty, v nichž při pr̊uchodu proudu docháźı k chemickým reakćım. Všimneme
si krátce jen dvou typ̊u zdroj̊u emn, a to článk̊u galvanických a termočlánk̊u.

Články galvanické

Historicky prvńım zdrojem elektromotorického napět́ı byl Volt̊uv galvanický článek, k němuž byl Volta
inspirován Galvaniho pokusy s živočǐsnou elektřinou. Volt̊uv článek pocháźı z roku 1800 a představoval
soustavu tvořenou měděnou a olověnou elektrodou oddělených kartonem nasyceným slanou vodou. Ba-
terie takových článk̊u spojených v sérii (Volt̊uv sloup) dávaly napět́ı stovek a tiśıc̊u volt̊u a umožňovaly
demonstrovat efektńı experimenty. Vedle toho bylo s jejich pomoćı provádět elektrolýzu, což mělo velký
význam pro elektrochemii a umožnilo objev několika nových prvk̊u. Volta sám nedovedl objasnit, kde se
bere energie k udržováńı stacionárńıho proudu; dnes v́ıme, že jde o energii chemických reakćı prob́ıhaj́ıćıch
na elektrodách.

Ponoř́ıme-li do elektrolytu dvě elektrody z r̊uzných kov̊u, vzniknou na nich potenciálové skoky nazývané
elektrodovými potenciály. Kov má tendenci se rozpouštet, jeho kladné ionty přecházej́ı do roztoku a elek-
troda (katoda) se nab́ıj́ı záporně. Na druhé elektrodě (anodě) se kladné ionty opět zabudovávaj́ı do krys-
talické mř́ıžky elektrody a vzniká zde nedostatek elektron̊u. Postupně se vytvoř́ı stacionárńı stav a proud
se uzav́ırá elektrony v kovu a ionty v elektrolytu.

19K boson̊um patř́ı např́ıklad fotony, které vytvářej́ı elektromagnetickou vlnu a pohybuj́ı se zde bez vzájemného ”třeńı”.
Podobně i pohyb částic vytvářej́ıćıch atomové jádro odpov́ıdá supravodivému stavu.
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obr. 3.26 obr. 3.27

Elektrodové potenciály se obvykle udávaj́ı jako tzv. standartńı nebo normálńı potenciály vztažené k
vod́ıkové elektrodě. Vod́ıková elektroda je platinová elektroda nasycená vod́ıkem a ponořená do roztoku
s normálńı koncentraćı vod́ıkových iont̊u. Uvedeme normálńı potenciály pro některé elektrody (ve voltech):

Zn +0,76 Fe +0,43 Cd 0,40 Ni +0,22 Pb +0,12 Cu -0,34 Ag -0,80 Hg -0,86.

Odtud snadno urč́ıme, že např́ıklad článek s jednou zinkovou a jednou měděnou elektrodou bude dávat
napět́ı 1,1 V.

Důležitým jevem, který se uplatňuje u galvanických článk̊u je tzv. polarizace elektrod. V d̊usledku
chemických proces̊u se měńı povrch elektrod, ty se pokrývaj́ı povlakem kovu, prob́ıhaj́ı chemické změny v
elektrolytu pobĺıž elektrod. T́ım se měńı elektrodové potenciály a obecně docháźı k poklesu napět́ı článku.
Výsledek se jev́ı tak, jako by v obvodu p̊usobilo dodatečné tzv. polarizačńı napět́ı Ep a voltampérová
charakteristika je znázorněna na obr. 3.26. Ohmův a Joule̊uv zákon můžeme psát ve tvaru

I =
U − Ep
R

, A = (R I2 + Ep I) ∆t. (3.50)

Rozlǐsujeme dva typy galvanických článk̊u - primárńı, nevratné a sekundárńı, vratné, nazývané též
akumulátory. U primárńıch článk̊u je polarizace elektrod nežádoućı, nebot’ vede k poměrně rychlému
poklesu emn. Snaž́ıme se proto r̊uzným zp̊usobem této polarizaci bránit. Tak u Daniellova článku (obr.
3.27) je zinková elektroda ponořena do roztoku śıranu zinečnatého, měděná elektroda do roztoku śıranu
měd’natého a oba roztoky jsou odděleny pórovitou membránou. Důmyslná konstrukce Westonova článku,
kde katodu představuje amalgam kadmia, anoda je rtut’ová a elektrolytem je roztok śıranu kademnatého,
téměř vylučuje změny na elektrodách a slouž́ı dokonce jako etalon emn (1,01865 V při 20 stupńıch C).
Grenet̊uv článek má zinkovou a uhĺıkovou elektrodu a za elektrolyt roztok dvojchromanu draselného s
kyselinou śırovou (emn 2,0 V). V praxi se nejčastěji použ́ıvá Leclanché̊uv suchý článek. Je tvořen zinkovou
nádobkou, která obsahuje vodný roztok pastovité konzistence salmiaku a chloridu zinečnatého; jako anoda
slouž́ı uhĺıková tyčinka obklopená vrstvou burelu. Při odběru proudu se zinková elektroda rozpoušt́ı. V
okoĺı uhĺıkové elektrody se burel redukuje vyloučeným vod́ıkem na Mn2O3 a vzniklý amoniak spolu s ionty
zinku vytvář́ı komplexńı kationty [Zn(NH3)3]2+. Elektromotorické napět́ı je 1,5 V.

Ze sekundárńıch článk̊u je nejčastěji použ́ıván olověný akumulátor. Obě elektrody jsou olověné, elek-
trolytem je 25 - 30 % kyselina śırová, která vytvoř́ı na elektrodách vrstvu śıranu olovnatého. Při nab́ıjeńı
se na katodě śıran olovnatý redukuje na olovo a na anodě se oxiduje na oxid olovičitý. Při odběru proudu
se opět vytvář́ı śıran olovnatý. Emn je asi 2,1 V a s vyb́ıjeńım postupně klesá. Už́ıvá se též akumulátor̊u
Ni - Fe a Ni - Cd, které jsou trvanlivěǰśı, jsou však dražš́ı a maj́ı větš́ı vnitřńı odpor.

Vedle galvanických článk̊u s elektrolytem se od 60. let úspěšně využ́ıvá takzvaných palivových článk̊u,
které pracuj́ı vlastně na principu opačném k elektrolýze. V nich prob́ıhaj́ı bouřlivé chemické reakce v
plynném prostřed́ı (např́ıklad mezi kysĺıkem a vod́ıkem), a to ve dvou prostorově oddělených oblastech při
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obr. 3.28

elektrodách. Palivové články se uplatňuj́ı v pohonu ponorek, kosmických aparatur apod. Vyřešeńı úkolu
konstrukce vhodných chemických zdroj̊u k elektrickému pohonu dopravńıch prostředk̊u by mělo obrovský
ekonomický a ekologický význam.

Termočlánky

V roce 1821 pozoroval T.J.Seebeck poprvé takzvaný termoelektrický jev. Mějme v nehomogenńım ob-
vodu dva r̊uzné vodiče prvńıho druhu. Na jejich styku vzniká tzv. kontaktńı napět́ı. Zjistil to už Volta a
sestavil řadu kov̊u, z nichž každý se při dotyku s libovolným následuj́ıćım nab́ıj́ı kladně (v závorce uvedena
orientačńı hodnota výstupńı práce elektron̊u v elektronvoltech; elektrony snáze přecházej́ı z kovu o nižš́ı
výstupńı práce do kovu o vyšš́ı výstupńı práci):

Al(4,2), Zn(4,3), Sn(4,4), Pb(4,4), Hg(4,5), Fe(4,7), Cu(4,8), Ag(4,8), Au(4,9), Pt(5,3).

Vid́ıme, že velikosti kontaktńıho napět́ı dané rozd́ılem výstupńıch praćı dosahuj́ı desetin voltu až volt̊u.
Je-li přitom spojeno v́ıce r̊uzných kov̊u v sérii, zálež́ı podle Voltova zákona jen na prvńım a posledńım
kovu v řadě. Vznik kontaktńıho napět́ı je možno přič́ıst jednak rozd́ılné výstupńı práci elektron̊u z r̊uzných
kov̊u, jednak r̊uzné elektronové koncentraci. Představme si situaci na přechodu mezi kovovými vodiči 1 a
2 pr̊uřezu ∆S, kdy elektronové koncentrace v těchto kovech jsou n1, n2 (obr. 3.28).

Použijme klasickou představu o elektronovém plynu a vyjádřeme jeho tlak pomoćı stavové rovnice pro
ideálńı plyn jako

p = k n T ,

kde k je Boltzmannova konstanta. Na přechodu mezi oběma kovy, kde se elektronové koncentrace vy-
rovnávaj́ı, zvolme tenkou vrstvu tloušt’ky dx a vyjádřeme rozd́ıl tlakových sil, které na tuto vrstvu p̊usob́ı:

dF = ∆S dp = k T ∆S dn .

V rovnováze muśı být tato śıla kompenzována silou elektrickou

dF = q E = −e n∆S dx
dϕ

dx
.

Porovnáńım těchto sil dostaneme

dϕ = −kT
e

dn

n

a po integraci

ϕ =
kT

e
ln
n2

n1

. (3.51)
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obr. 3.29

Uzavřeme-li nyńı obvod, budou v něm dva kontaktńı přechody a napět́ı na nich právě opačná. Výstupńı
práci ani elektronovou koncentraci ovlivnit nemůžeme. Můžeme však využ́ıt toho, že kontaktńı napět́ı (3.51)
záviśı na teplotě. Budeme-li jeden spoj ohř́ıvat a druhý ochlazovat, vznikne v obvodu elektromotorické
napět́ı

ET =
k

e
ln
n2

n1

(T2 − T1) = σ1 ∆T. (3.52)

Koeficient σ1 se nazývá Seebeck̊uv koeficient a čińı např́ıklad pro termočlánek měd’ - konstantan 4.10−5

volt na stupeň. 20

Vznik emn v nehomogenńım obvodu tvořeném dvěma r̊uznými kovy při udržováńı jejich spoj̊u při
r̊uzných teplotách se nazývá Seebeck̊uv termoelektrický jev. Vzniklé emn je sice malé (milivolty na sto
stupň̊u), ale stálé. Takto konstruované termočlánky lze spojovat do termobateríı. Je to jeden ze zp̊usob̊u jak
měnit tepelnou energii na elektrickou. Termobaterie mohou přitom využ́ıvat nejr̊uzněǰśıch tepelných zdroj̊u
- mohou být zahř́ıvány slunečńım teplem, teplem uvolňovaným při radioaktivńıch přeměnách, teplem z
jaderného reaktoru, a sloužit tak jako autonomńı zdroj elektrické energie na odlehlých mı́stech, v kosmu
apod. Na druhé straně můžeme termočlánky použ́ıt k přesnému měřeńı zvláště vysokých teplot.

V roce 1834 byl objeven tzv. Peltier̊uv jev, opačný k jevu Seebeckovu. Necháme-li nehomogenńım
obvodem procházet proud, bude se jeden ze spoj̊u ohř́ıvat a druhý ochlazovat a tak můžeme vytvořit
např́ıklad chladničku. Seebeck̊uv a Peltier̊uv jevy jsou znázorněny na obr. 3.29.

V roce 1851 objevil W. Thomson ještě třet́ı, tzv. Thomson̊uv jev, který spoč́ıvá v tom, že i v ho-
mogenńım vodiči může vznikat elektromotorické napět́ı udržujeme-li jeho části pod r̊uznými teplotami.
Je to pochopitelné, uváž́ıme-li, že vlastně vytvář́ıme pro elektrony teplotńı spád. Thomson také podal
teoretické vysvětleńı termoelektrických jev̊u.

Vedle galvanických článk̊u a termočlánk̊u existuje celá řada daľśıch fyzikálńıch jev̊u, které umožňuj́ı
vytvářet zdroje emn. Tak např́ıklad fotočlánky jsou založeny na jevu fotoelektrickém a využ́ıvaj́ı se v
moderńı elektronice často ve spojeńı s lasery, v termoemisńıch měnič́ıch se využ́ıvá energie elektron̊u vyle-
tuj́ıćıch z povrchu zahřátých kov̊u, v magnetohydrodynamických generátorech (MHD) se kladné a záporné
ionty prudce let́ıćıch ionizovaných plyn̊u v magnetickém poli separuj́ı a jejich kinetická energie se tak stává
zdrojem stejnosměrného emn, využ́ıvá se piezoelektrického a daľśıch jev̊u.

Př́ıklady

3.1 Na třech stejně dlouhých úsećıch se změńı pr̊uřez vodiče v poměru 1:2:3. Jak se na těchto úsećıch
změńı napět́ı?

20Přesněji se tato závislost aproximuje až po kvadratický člen ET = σ1∆T + σ2∆T 2.
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obr. 3.30

[6:3:2]

3.2 Jak se změńı odpor měděného drátu, napneme-li jej tak, že se prodlouž́ı o 0,1 %?

[vzroste o 0,2 %]

3.3 Krychle o hraně a je umı́stěna tak, že jeden roh lež́ı v počátku souřadné soustavy a celá krychle
v oktantu určeném kladnými směry os. Rezistivita materiálu se měńı ve směru osy x lineárně jako ρ =
ρ0(1 + x/x0). Určete odpor mezi stěnami krychle rovnoběžnými s osami y, z a osami x, z.R = ρ0

a2

(
a+ a2

2x0

)
, R = ρ0

x0 ln

(
1+ a

x0

)

3.4 V obvodu na obr. 3.30 je dán odpor R0. Určete odpor R1 tak, aby vstupńı odpor mezi body A,B
byl opět R0. [

R0√
3

]

3.5 Určete odpor mezi body A,B śıtě na obr. 3.31. Všechny odpory maj́ı touž velikost R. [
5
11
R
]

3.6 V každé hraně krychle je odpor R. Určete výsledný odpor mezi dvěma protilehlými vrcholy krychle.[
5
6
R
]

3.7 Jaký proud poteče mezi body A,B na obr. 3.32?

[20 mA]

3.8 St́ıněný koaxiálńı kabel délky l = 10 m má poloměr vodiče R1 = 1 mm a st́ıněńı R2 = 10 mm.
Izolace je z polystyrolu o rezistivitě ρ = 1017 Ω.cm a dielektrické pevnosti 250 kV.cm−1. Určete maximálńı
napět́ı mezi vodičem a st́ıněńım, svodový odpor a proud při tomto napět́ı.

[5, 75.104 V, 3, 66.1013 Ω, 1, 57.10−9 A]

3.9 Určete svodový odpor kulového kondenzátoru (R1 = 10 cm, R2 = 20 cm), je-li prostor mezi
elektrodami zaplněn olejem o měrném odporu ρ = 1, 0.1016 Ω.cm.
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obr. 3.31

obr. 3.32 obr. 3.33
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obr. 3.34

[4,0.1013 Ω]

3.10 Homogenńı telegrafńı vedeńı je poškozeno t́ım, že je uzemněno odporem R. Dokažte, že proud na
straně přij́ımaćıho př́ıstroje bude nejmenš́ı, bude-li porucha uprostřed vedeńı (odpor př́ıstroje zanedbejte).

3.11 Na jaké napět́ı se nabije kondenzátor C na obr. 3.34, je-li svorkové napět́ı mezi A,B rovno U?[
UC =

∣∣∣ R1R4−R2R3

(R1+R3)(R2+R4

∣∣∣ U]

3.12 Vnitřńı odpor galvanického článku Ri je pětkrát menš́ı než vněǰśı odpor R, kterým je obvod
uzavřen. Kolikrát bude svorkové napět́ı U menš́ı, než emn článku? [

5
6
krát

]

3.13 Proud I0 se rozvětv́ı mezi dva paralelńı odpory R1, R2 a pak se opět spoj́ı (obr. 3.33). Určete
proudy I1, I2 tekoućı po těchto odporech a ukažte, že rozděleńı proud̊u odpov́ıdá minimu rozptýleného
tepelného výkonu.
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obr. 3.35

3.14 U śıtě na obr. 3.35 jsou všechny odpory dimenzovány na 0,5 W. Určete odpor a maximálńı
př́ıpustné napět́ı mezi body A,B.

[400 Ω, 20 V]

3.15 Zdroj emn E=110 V má dodávat výkon 5 kW do vzdálenosti 5 km. Jaký muśı být pr̊uměr měděného
drátu, aby ztráty energie v śıti nepřevyšovaly 10 % přenášeného výkonu?

[> 3, 3cm!]

3.16 Př́ıstroj má stupnici o 100 d́ılćıch a vnitřńı odpor 100 Ω. Při pr̊uchodu proudu 10 µA ukáže
výchylku jednoho d́ılku. Jaké uspořádáńı muśıme zvolit, chceme-li př́ıstroj použ́ıt jako voltmetr s rozsahem
do 100 V a jako ampérmetr pro proudy do 1 A?

[sériově R = 105 Ω, paralelně R = 0, 1 Ω]

3.17 Dva olověné akumulátory maj́ı E1 = 12 V, Ri1 = 0, 04 Ω, E2 = 6 V, Ri2 = 0, 02 Ω . Nějaký
blbec je zapojil omylem vedle sebe. Jaký poteče akumulátory proud a jaké napět́ı bude na jejich svorkách?

[100 A, 8 V nebo 300 A, 0 V, podle zp̊usobu zapojeńı]

3.18 Máme baterii o neznámém emn a vnitřńım odporu. Připoj́ıme-li na ni odpor R1 = 30 Ω, poteče
proud I1 = 125 mA, připoj́ıme-li odpor R2 = 40 Ω, poteče proud I2 = 100 mA. Určete E a Ri baterie.

[5 V, 10 Ω]

3.19 Vodičem o pr̊uřezu 10 mm2 teče proud I=1 A. Koncentrace elektron̊u je 2, 5.1028 m−3. Určete
proudovou hustotu a středńı uspořádanou rychlost elektron̊u.

[105 A.m−2, 2, 5.10−5 m.s−1]
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3.20 V elektronovém synchrotronu elektrony ob́ıhaj́ı po kruhové dráze délky 240 m. Na dráze se nacháźı
celkem 1011 elektron̊u, jejichž rychlost se prakticky rovná rychlosti světla. Jaký proud protéká urychlovaćı
dráhou?

[20 mA]

3.21 Ve van de Graaffově urychlovači se pohybuje pás široký 20 cm rychlost́ı 15 m/s. Povrchový náboj
pásu vyvolává po obou stranách pole o inmtenzitě E = 12 kV.cm−1. Jaký je proud přenášený pásem?

[63,7 µA]

3.22 Roztok KCl ve vodě o 10 % koncentraci má rezistivitu ρ = 0, 074Ω.m. Pohyblivosti iont̊u drasĺıku
a chloru ve vodě jsou 6, 6.10−8 SI a 6, 8.10−8 SI. Určete stupeň disociace.

[α = 0, 77]

3.23 Žárovka s wolframovým vláknem má při 20o C odpor 9,7 Ω. Když sv́ıt́ı, zvětš́ı se jej́ı odpor na 121
Ω. Určete teplotu vlákna je-li teplotńı koeficient odporu pro wolfram α = 4, 5.10−3 K−1.

[2 799o C]

3.24 Teplotu peci měř́ıme termočlánkem o termoelektrické konstantě α = 5, 5.10−5 V.K−1. Proud
měř́ıme galvanometrem o vnitřńım odporu 2 kΩ a citlivosti 1µA na d́ılek. Teplota spoje mimo pec je
t1 = 20o C. Galvanometr ukazuje výchylku 25 d́ılk̊u. Jaká je teplota peci t2?

[929o C]
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4. S T A C I O N Á R N Í

M A G N E T I C K É P O L E

1. Śıly p̊usob́ıćı mezi pohybuj́ıćımi se náboji

Nejdř́ıve urč́ıme intenzitu elektrického pole pohybuj́ıćıho se bodového náboje. V elektrostatice je ve-
likost náboje určována z Coulombovy śıly, kterou tento náboj p̊usob́ı na zkušebńı jednotkový náboj v dané
vzdálenosti r. Pro pohybuj́ıćı se náboj však Coulomb̊uv zákon neplat́ı a śıla mezi dvěma náboji může nyńı
záviset na jejich vzájemné poloze vzhledem ke směru pohybu, př́ıpadně na rychlosti náboj̊u. Ocitáme se
tak v situaci, že vlastně nev́ıme, jak určit velikost pohybuj́ıćıho se náboje.

Budeme proto postulovat platnost Gaussova zákona, který je obecněǰśı než Coulomb̊uv, a budeme
předpokládat, že plat́ı i pro náboj v libovolném pohybu. Obkloṕıme bodový náboj v daném okamžiku
myšlenou kulovou plochou poloměru r a definujeme velikost náboje pomoćı toku intenzity elektrického
pole touto plochou: 21

q = ε0

∮
K

~E · d~S . (4.1)

Pokuśıme se nyńı zjistit, jak budou rozloženy siločáry kolem bodového pohybuj́ıćıho se náboje. V
prvńım přibĺıžeńı, pro malé rychlosti, očekáváme, že tyto siločáry budou radiálńı a izotropńı jako u pole
Coulombova a budou se přemist’ovat spolu s nábojem. Upřesńıme toto očekáváńı. Za t́ım účelem provedeme
myšlený pokus s pohybuj́ıćım se nabitým deskovým kondenzátorem. Necht’ kondenzátor je klidu nabit s
plošnou hustotou σ0, jeho desky orientovány kolmo k ose z a intenzita pole mezi deskami má velikost
E0 = σ0/ε0 (obr. 4.1).

Ut́ıkejme nyńı s kondenzátorem rovnoměrně rychlost́ı ~v ve směru osy x. Podle relativistické kontrakce
délek (1.12) se při pohybu zkrát́ı podélný rozměr desek, a tedy se zmenš́ı i jejich plocha koeficientem

1/γ =
√

1− v2/c2. Protože náboj je relativisticky invariantńı a jeho velikost se za pohybu neměńı, změńı
se plošná hustota náboje a velikost intenzity pole na

σ =
Q

S
=

Qγ

S0

= γ σ0 , E =
σ

ε0

= γ
σ0

ε0

= γ E0 .

Bude-li se takto orientovaný kondenzátor pohybovat ve směru y, změńı se pole stejným zp̊usobem. Při
pohybu ve směru osy z se velikost desek nezměńı, ale desky se sbĺıž́ı. To neovlivńı hustotu náboje ani
intenzitu pole, změńı se ovšem napět́ı na kondenzátoru.

Mějme nyńı klidovou soustavu S a pohybuj́ıćı se soustavu S ′ jako na obr. 1.6 a budiž S ′ vlastńı
soustava kondenzátoru (soustava pohybuj́ıćı se spolu s kondenzátorem ve směru osy x). Orientujeme-
li nyńı kondenzátor tak, aychom mohli sledovat změny jednotlivých složek pole dostaneme následuj́ıćı
transformačńı vzorce pro složky intenzity elektrického pole:

Ex = E ′x , Ey = γ E ′y , Ez = γ E ′z . (4.2)

Připomeňme, že jde o transformaci vzhledem k soustavě S ′, v ńıž jsou elektrické náboje v klidu.
Mějme nyńı bodový náboj q pohybuj́ıćı se rovnoměrně př́ımočaře podél osy x a spojme s ńım počátek

O′. U rovnoměrného př́ımočarého pohybu je lhostejno, v kterém okamžiku budeme pole zkoumat, a je
proto výhodné zvolit okamžik t = t′ = 0 v němž souřadné osy obou soustav splývaj́ı (obr. 4.2).

21Velikost náboje tak definujeme podle normálńı složky śıly p̊usob́ıćı na zkušebńı náboj rovnoměrně rozprostřený na kulové
ploše vystředované po této ploše.
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obr. 4.1

obr. 4.2

Potom se Lorentzovy transformace zjednodušuj́ı na x′ = γ x, z′ = z. Protože v čárkované soustavě
je pole Coulombovo, dostaneme pro transformaci složek:

E ′x =
q

4πε0

cos θ′

r′2
= k

x′

r′3
= k γ

x

r′3
= Ex ,

E ′z =
q

4πε0

sin θ′

r′2
= k

z′

r′3
= k

z

r′3
=

1

γ
Ez ,

neboli
~E = γ

q

4πε0

~r

r′3
. (4.3)

Z provedených transformaćı je vidět, že plat́ı

E ′x
E ′z

=
x′

z′
,

Ex
Ez

=
x

z
.

To znamená, že při rovnoměrném př́ımočarém pohybu náboje z̊ustává elektrické pole radiálńı, centrálńı.
Siločáry z̊ustávaj́ı v př́ımkách vycházej́ıćıch z náboje a mohou se pouze natáčet jako pevné tyčky.

Urč́ıme hustotu rozložeńı siločar v r̊uzných směrech, tj. velikost intenzity elektrického pole:

E2 = k2 γ2 x
2 + z2

r′6
= k2 γ2 x2 + z2

[(γx)2 + z2]3
=

k2

γ4

x2 + z2

(x2 + z2 − β2z2)3
=

= k2 (1− β2)2

(x2 + z2)2
(
1− β2z2

x2+z2

)3 = k2 (1− β2)2

r4(1− β2 sin2 θ)3
.

Označ́ıme-li funkci úhlu θ

Γ =
1− β2

(1− β2 sin2 θ)3/2
(4.4)

nazývanou někdy ”Heaviside̊uv faktor”, můžeme vyjádřit výsledné pole bodového rovnoměrně př́ımočaře
se pohybuj́ıćıho náboje v okamžiku nula jako

~E = Γ
q

4πε0

~r

r3
. (4.5)
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obr. 4.3

Pr̊uběh siločar tohoto pole je na obr. 4.3.
Toto pole se přemist’uje spolu s nábojem rychlost́ı v. V každém okamžiku se lǐśı od Coulombova pole

pouze faktorem Γ, který je relativistickou funkćı druhého řádu vzhledem k v/c. Zdálo by se tedy, že při
malých rychlostech náboj̊u ve vodič́ıch nehraj́ı relativistické efekty žádnou úlohu a že jejich vliv se uplatńı
teprve u nabitých částic pohybuj́ıćıch se v urychlovač́ıch rychlostmi bĺızkými rychlosti světla ve vakuu.
Skutečně elektrické pole takzvaných ultrarelativistických elektron̊u (v ≈ c) je soustředěno prakticky ve
směru př́ıčném ke směru pohybu. Jak ale uvid́ıme, i při pomalých pohybech náboj̊u mohou relativistické
jevy sehrát rozhoduj́ıćı úlohu, což je jistě překvapuj́ıćı.

V souvislosti s elektrickým polem pohybuj́ıćıho se náboje učińıme ještě tři poznámky.

1. Lze se přesvědčit, že celkový tok intenzity elektrického pole (4.5) z̊ustává roven q/ε0. Integraćı ve
sférických souřadnićıch po ploše koule poloměru r obklopuj́ıćı náboj dostáváme

Φ =
∮
S

~E · d~S =
∫ 2π

0

∫ π

0
E r2 sin θ dϕ dθ =

q

2ε0

∫ π

0
Γ sin θ dθ =

=
q

2ε0

∫ π

0

1− β2

(1− β2 sin2 θ)3/2
sin θ dθ =

q

ε0

(substituce cos θ = x).

2. Pole pozorované v bodě A ve vzdálenosti r od náboje ve skutečnosti neodpov́ıdá stavu náboje v
okamžiku nula. Podle STR se jakákoli změna může projevit ve vzdálenosti r nejdř́ıve za dobu t = r/c. Pole
v bodě A tedy odpov́ıdá stavu náboje v okamžiku t = −R/c, kde R je vzdálenost, kterou se informace
o tomto poli dostala rychlost́ı c od náboje do bodu A. Náboj se přitom nacházel na ose x ve vzdálenosti
vt = vR/c před počátkem (viz obr. 4.4). Je poměrně jednoduchou geometrickou úlohou vyjádřit pole ~E

nikoli jako funkci ~r, ale jako funkci ~R (takzvané retardované pole):

~E =
q

4πε0

(1− β2) (~R−R~β)

(R− ~R · ~β)3
. (4.6)

Uvedeného výrazu je třeba v př́ıpadě, že se velikost nebo rychlost náboje za pohybu měńı.

3. V př́ıpadě, že se náboj pohybuje nerovnoměrně nebo po zakřivené dráze, je situace složitěǰśı a řeš́ı se
v teorii elektromagnetického pole. Zde jen poukážeme na to, že celkový počet siločar sice z̊ustává stejný,
ale siločáry jsou zakřiveny (”vlasy náboje vlaj́ı”) a docháźı k vyzařováńı elektromagnetických vln. Jde-li
o např́ıklad o náhlé zbrzděńı rovnoměrně se pohybuj́ıćıho náboje do klidu, přejde Heavisideovo pole (4.5)
na pole Coulombovo, a to během doby brzděńı ∆t. Protože siločáry muśı z̊ustat spojité, vznikne oblast
v podobě kulové vrstvy, kde siločáry maj́ı tangenciálńı složku. Tloušt’ka této vrstvy je c ∆t a rozṕıná se
prostorem rychlost́ı c. Mluv́ıme o takzvaném brzdném zářeńı. Podobně při křivočarém pohybu náboje v
magnetckém poli docháźı k vyzařováńı synchrotronového zářeńı, které zp̊usobuje nežádoućı energetické
ztráty v urychlovač́ıch. Na obr. 4.5 je naznačen pr̊uběh siločar urychlovaného náboje, na obr. 4.6 vznik
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obr. 4.4

obr. 4.5 obr. 4.6

tangenciálńı složky elektrického pole. Matematickým řešeńım těchto úloh se zde nemůžeme zabývat.

Mějme nyńı dva bodové náboje a uvažujme o śıle, kterou náboj q0 bude p̊usobit na náboj q. Rozlǐsme
čtyři př́ıpady:

I. Oba náboje jsou v klidu. Śıla bude Coulombova,

~F =
1

4πε0

q0 q

r3
~r .

II. Náboj q0 se pohybuje rychlost́ı ~v, náboj q je v klidu. Podle (4.5) bude śıla rovna

~F = Γ
1

4πε0

q0q

r3
~r .

III. Náboj q0 je v klidu, náboj q se pohybuje rychlost́ı ~v. Spoj́ıme čárkovanou soustavu S ′ s nábojem
q. V této soustavě plat́ı ~F ′ = q ~E ′ a podle (4.2) Ex = E ′x, Ey,z = (1/γ) E ′y,z. Muśıme si totiž uvědomit,
že tentokrát je to soustava S, v ńıž je náboj q0 vytvářej́ıćı pole v klidu.

Jak se bude transformovat śıla mezi oběma soustavami? Relativistické transformace složek śıly vyjadřuj́ı
vztahy (1.31). Polož́ıme-li v nich ~u = (v, 0, 0), dostaneme

Fx = F ′x, Fy,z =
1

γ
F ′y,z .
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V laboratorńı soustavě S bude tedy nehybný náboj q0 p̊usobit na pohybuj́ıćı se náboj q silou o složkách

Fx = F ′x = q E ′x = q Ex ,

Fy,z =
1

γ
F ′y,z =

1

γ
q E ′y,z =

1

γ
q γ Ey,z = q Ey,z .

Vid́ıme, že elektrické pole p̊usob́ı stejnou silou na nehybný i pohybuj́ıćı se náboj. Srovnáńım př́ıpad̊u
II. a III. zjist́ıme, že nehybný náboj p̊usob́ı na pohybuj́ıćı se náboj jinou silou než pohybuj́ıćı se náboj na
nehybný. Mezi pohybuj́ıćımi se náboji tedy neplat́ı Newton̊uv zákon akce a reakce. Je to zp̊usobeno t́ım,
že v relativistické fyzice se silové p̊usobeńı š́ı̌ŕı konečnou rychlost́ı a na akci nemůže následovat okamžitá
reakce.

IV. Přejdeme nyńı k obecnému př́ıpadu, kdy oba náboje se pohybuj́ı, a to r̊uznými rychlostmi. Tentokrát
spoj́ıme souřadnou soustavu S ′ s nábojem q0, který se pohybuje v laboratorńı soustavě rychlost́ı ~v a
směrujeme osu x podél této rychlosti. Je tedy ~v = (v, 0, 0). Náboj q má potom v soustavě S rychlost ~u a
v soustavě S ′ rychlost ~u′. Všimneme si opět situace v okamžiku nula, kdy t = t′ = 0. Náboj q0 vytvoř́ı v
soustavě S ′ Coulombovo pole se středem v počátku a bude p̊usobit na náboj q silou

~F ′ = q ~E ′ = q
q0

4πε0

~r′

r′3
= k

~r′

r′3
.

V kapitole o STR jsme odvodili transformaci takové śıly do laboratorńı soustavy S vztahem (1.33).
Proto bude

~F =
k γ

r′3

[
~r +

1

c2
~u× (~v × ~r)

]
. (4.7)

Podle (4.3) a (4.5) pohybuj́ıćı se náboj q0 vytvář́ı elektrické pole

~E = γ
q0

4πε0

~r

r′3
= Γ

q0

4πε0

~r

r3
.

Śılu, kterou p̊usob́ı náboj q0 pohybuj́ıćı se obecně rychlost́ı ~v na náboj q pohybuj́ıćı se obecně rychlost́ı
~u můžeme tedy zapsat ve tvaru

~F = q Γ
q0

4πε0

1

r3

[
~r +

1

c2
~u× (~v × ~r)

]
= q

[
~E +

1

c2
~u× (~v × ~E)

]
. (4.8)

Vid́ıme, že mezi pohybuj́ıćımi se náboji p̊usob́ı kromě elektrické śıly qE ještě daľśı śıla úměrná náboji a
kolmá k rychlosti náboje ~u. Tato śıla nevymiźı ani při nerelativistických rychlostech, kdy polož́ıme faktor
Γ = 1. Této śıle ř́ıkáme śıla magnetická.

Ve výrazu (4.8) stále vystupuje rychlost ~v náboje, který vyvolává silové p̊usobeńı. Abychom se této
rychlosti zbavili, zavedeme vedle elektrického daľśı pole, magnetické a definujeme tzv. vektor magnetické
indukce ~B 22 vztahem

~B =
1

c2
~v × ~E =

q0

4πc2ε0

1

r3
(~v × ~r) =

µ0

4π

q0

r3
(~v × ~r) . (4.9)

Přitom jsme zavedli novou konstantu µ0 nazývanou permeabilita vakua nebo též magnetická konstanta.
Mezi konstantami ε0 a µ0 plat́ı vztah

ε0 µ0 =
1

c2
. (4.10)

Zat́ımco každá z těchto konstant zvlášt’ žádný fyzikálńı smysl nemá a vyplývá pouze z volby soustavy
jednotek, jejich součin fyzikálńı význam má a vyjadřuje vztah elektromagnetických jev̊u k rychlosti světla.
Jak uvid́ıme dále, č́ıselná hodnota µ0 byla stanovena přesně na µ0 = 4π .10−7 H.m−1 (henry na metr).

Nyńı můžeme napsat śılu, která p̊usob́ı na pohybuj́ıćı se elektrický náboj ve tvaru

~F = q [ ~E + ~u× ~B ] (4.11)

22Název je historický a nevýstižný.
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obr. 4.7 obr. 4.8

To je známá Lorentzova śıla a výraz (4.11) můžeme také považovat za definici elektrického a magnetického
pole. Kdybychom si chtěli ušetřit celé předchoźı relativistické odvozováńı, mohli bychom brát existenci
magnetického pole jako nový, samostatný experimentálńı fakt a formulovat situaci takto:

Pohybuj́ıćı se elektrické náboje bud́ı v prostoru jednak elektrické, jednak magnetické pole. Na pohybuj́ıćı
se náboj p̊usob́ı elektrické a magnetické pole Lorentzovou silou (4.11).

2. Vlastnosti magnetického pole

Magnetické pole je popsáno vektorem magnetické indukce ~B, jehož rozložeńı v prostoru můžeme
znázornit indukčńımi čarami. Jednotkou magnetické indukce v soustavě SI je tesla (T) a má fyzikálńı
rozměr MT−2I−1. Můžeme zavést magnetický indukčńı tok a cirkulaci magnetické indukce podél uzavřené
křivky vztahy

Φ =
∫
S

~B · d~S , Γ =
∮
l

~B · d~l .

Magnetický indukčńı tok má pro sv̊uj mimořádný význam jednotku se zvláštńım názvem, weber. Také pro
magnetické pole plat́ı princip superpozice, magnetické pole vytvářené jednotlivými pohybuj́ıćımi se náboji
a proudy se nezávisle sč́ıtaj́ı.

Jeden bodový pohybuj́ıćı se náboj nemůže vytvořit stacionárńı magnetické pole. Muśıme mı́t uzavřený
stacionárńı proud, rozdělit ho na malé proudové elementy a určit výslednou magnetickou indukci po-
dle principu superpozice. Na obr. 4.7 je zakreslena proudová smyčka l a vektor pr̊uvodiče ~R od malého
dráhového elementu d~l do bodu A, v němž magnetickou indukci určujeme.

Proudový element d~I můžeme vyjádřit pomoćı hustoty a středńı rychlosti náboje v objemu smyčky
(obr. 4.8):

d~I = Id~l = j ∆S d~l = ~j dV = ρ dV ~v . (4.12)

Podle (4.9) bude proudový element d~I vytvářet v bodě A magnetické pole o indukci

d ~B =
µ0

4π

ρ dV

R3
(~v × ~R) =

µ0

4π
I
d~l × ~R

R3
. (4.13)
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obr. 4.9 obr. 4.10

Všimněme si, že v tomto výrazu již nevystupuje hustota náboje, nýbrž pouze proud. Jak v́ıme, proud a
tedy i magnetické pole mohou existovat i v př́ıpadě, že objemová hustota elektrického náboje je nulová. Na
rozd́ıl od bodového náboje, který můžeme realizovat malým nabitým tělesem nemůže ”proudový element”
samostatně existovat, vždy muśı být součást́ı nějakého uzavřeného obvodu. Proto má fyzikálńı smysl pouze
magnetická indukce vyvolaná proudovou smyčkou l. Urč́ıme ji z principu superpozice integraćı př́ıspěvk̊u
jednotlivých proudových element̊u:

~B =
µ0

4π
I
∫
l

d~l × ~R

R3
. (4.14)

Vztah (4.14) se nazývá Biot̊uv - Savart̊uv (- Laplace̊uv) zákon a umožňuje naj́ıt magnetické pole r̊uzných
stacionárńıch proudových obvod̊u.

Uvažujme př́ımý vodič j́ımž protéká proud I ve směru osy x (obr. 4.9) a hledejme magnetickou indukci
v bodě A na ose z ve vzdálenosti r od vodiče. Z vektorového součinu v Biotově - Savartově zákonu je
zřejmé, že vektor magnetické indukce bude kolmý k rovině tvořené proudovou př́ımkou a bodem A a bude
tečný ke kružnici v rovině kolmé k proudu se středem na proudové př́ımce. Bude mı́t směr pravotočivého
šroubu vzhledem ke směru proudu (obr. 4.10).

Prob́ıhá-li element dl podél vodiče, měńı se veličiny l, R, θ, které jsou vázány vztahy

l = − r

tg θ
, dl =

r dθ

sin2 θ
, R =

r

sin θ
.

Podle (4.14) pak máme

B =
µ0

4π
I
∫
l

|d~l × ~R|
R3

=
µ0

4π

I

r

∫ θ2

θ1
sin θ dθ =

µ0

4π

I

r
(cos θ1 − cos θ2) . (4.15)

Výraz (4.15) lze použ́ıt k výpočtu př́ıspěvku př́ımého úseku vodiče k magnetické indukci; úhly θ1 a θ2

sv́ıraj́ı pr̊uvodiče konc̊u vodiče s bodem A.
Je-li vodič nekonečný, bude θ1 = 0, θ2 = π a magnetická indukce bude

B =
µ0 I

2π r
. (4.16)

Urč́ıme magnetické pole plošného proudu protékaj́ıćıho po nekonečné rovině (obr. 4.11). S bodu A,
v němž pole určujeme, spust́ıme kolmici na proudovou rovinu ve vzdálenosti r. Vyčleńıme dva př́ımkové
proudy dI = α dl (α je plošná hustota proudu) ve stejných vzdálenostech l od paty této kolmice a sečteme
vektorově jejich př́ıspěvky k magnetické indukci v bodě A. Vid́ıme, že výsledný vektor magnetické indukce
vyvolané touto dvojićı př́ımkových proud̊u d ~B je rovnoběžný s proudovou rovinou. Nyńı zbývá integrovat
přes všechny takové dvojice př́ımých proud̊u v rovině. Vezmeme-li v úvahu, že

l = r tg θ, dl =
r dθ

cos2 θ
, R =

r

cos θ
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obr. 4.11

a

dB = 2
µ0 dI

2π R
cos θ =

µ0 α cos θ dl

π R

a po integraci

B =
µ0 α

π

∫ cos θ dl

R
=

µ0 α

π

∫ π/2

0
dθ =

µ0 α

2
. (4.17)

Magnetická indukce vpravo od proudové roviny bude mı́t tedy velikost B = (µ0 α)/2 a bude mı́̌rit
kolmo k proudu a rovnoběžně s rovinou, vlevo od roviny bude mı́t směr opačný. Na proudové rovině
má tedy tečná složka magnetické indukce nespojitost µ0 α. Je užitečné srovnat tyto závěry s chováńım
intenzity elektrického pole na nabité rovině (2.24).

Máme-li dvě rovnoběžné proudové roviny, bude se magnetická indukce superponovat. Budou-li plošné
proudy souhlasně rovnoběžné, vyruš́ı se pole mezi rovinami, budou-li proudy nesouhlasně rovnoběžné,
bude magnetické pole o indukci B = µ0 α soustředěno v prostoru mezi rovinami. Necháme-li téci proud po
plášti válce kolmo k ose, bude osové magnetické pole soustředěno uvnitř válce. Poteče-li proud po plášti
rovnoběžně s osou, bude magnetické pole uvnitř válce nulové.

Na obr. 4.12 je znázorněn směr a rozložeńı magnetické indukce vytvářené dvojicemi proudových rovin
ve srovnáńı intenzitou elektrického pole nabitých rovin.

Źıskané výsledky nám umožňuj́ı naj́ıt obecné transformačńı vztahy, podle nichž se měńı elektrické a
magnetické pole při přechodu od jedné inerciálńı vztažné soustavy k druhé. Můžeme totiž použ́ıt opět naši
metodu ut́ıkáńı s deskovým kondenzátorem.

Na obr. 4.13 je znázorněn nabitý kondenzátor, jehož desky lež́ı v rovině x, z. Pohybuje-li se tento
kondenzátor rovnoměrně ve směru osy x, protéká v tomto směru vlastně konvekčńı plošný proud. Je-li
v laboratorńı soustavě rychlost kondenzátoru rovna u a plošná hustota náboje σ, bude lineárńı hustota
proudu α = σ u a v prostoru mezi deskami kondenzátoru bude existovat y-ová složka intenzity elektrického
pole a z-ová složka magnetické indukce:

Ey =
σ

ε0

, Bz = µ0 α = µ0 σ u .
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obr. 4.13
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Přejdeme-li k čárkované soustavě, která se pohybuje v̊uči laboratorńı také ve směru x rychlost́ı v, a v
ńıž se kondenzátor pohybuje rychlost́ı u′, muśıme přetransformovat rychlost u a plošnou hustotu náboje
σ. Podle vzorc̊u pro skládáńı rychlost́ı (1.14) dostaneme

β′u =
βu − β

1 − βu β
, kde β =

v

c
, βu =

u

c
, β′u =

u′

c
.

Pokud jde o plošnou hustotu náboje, bude ve vlastńı soustavě kondenzátoru rovna σu a v soustavách
S a S ′ σ = γu σu, σ′u = γ′u σu. Vztah mezi γ a β je dán (1.1). V čárkované soustavě tedy máme

σ′ = γ′uσu =
γ′u
γu
σ =

σ

γu

1√
1− β,2u

=
σ

γu

1− βuβ√
(1− β2)(1− β2

u)
= σγ(1− βuβ) .

Tak dostaneme složky elektrického a magnetického pole:

E ′y =
σ′

ε0

= γ

(
σ

ε0

− βuβσ

ε0

)
= γ

(
Ey − βc

µ0σu

c2ε0µ0

)
= γ(Ey − βcBz) ,

B′z = µ0σ
′u′ = µ0σγc(βu − β) = γ(µ0σu− µ0σv) = γ

(
Bz −

β

c

σ

ε0

)
= γ

(
Bz −

β

c
Ey

)
.

Podobně bychom postupovali i u ostatńıch složek. Můžeme tedy napsat obecné transformačńı vzorce
pro elektrické a magnetické pole při přechodu mezi dvěma inerciálńımi vztažnými soustavami:

E ′x = Ex , E ′y = γ(Ey − βcBz) , E ′z = γ(Ez + βcBy)

B′x = Bx , B′y = γ

(
By +

β

c
Ez

)
, B′z = γ

(
Bz −

β

c
Ey

)
. (4.18)

Jsou-li v soustavě S ′ náboje v klidu, potom ~B′ = 0 a plat́ı vztahy (4.2). Pohybuje-li se soustava S ′

pomalu, můžeme položit γ = 1 a transformačńı vztahy se zjednoduš́ı na

~E ′ = ~E + ~v × ~B , ~B′ = ~B − 1

c2
~v × ~E . (4.19)

Při každé transformaci je d̊uležitou otázka takzvaných invariant̊u, tj. veličin, které se při transfor-
maci neměńı. Také v př́ıpadě elektrického a magnetického pole můžeme ověřit, že transformace (4.18)

ponechávaj́ı beze změny dvě kombinace vektor̊u ~E, ~B:

~E · ~B = ~E ′ · ~B′ , B2 − 1

c2
E2 = B,2 − 1

c2
E,2 . (4.20)

Znamená to mimo jiné. že jsou-li vektory ~E, ~B v jedné vztažné soustavě vzájemně kolmé (jejich skalárńı
součin je roven nule), budou kolmé ve všech vztažných soustavách.

Urč́ıme śılu, která p̊usob́ı na proudový element se strany magnetického pole. Vyjdeme-li ze vzorce pro
Lorentzovu śılu, můžeme napsat

d~F = ρ dV ( ~E + ~u× ~B) = ρ dV ~E + ~j dV × ~B = ρ dV ~E + I d~l × ~B .

Je-li objem, v němž protéká proud elektricky neutrálńı (ρ = 0), bude magnetické p̊usobeńı na proudový
element dáno pouze posledńım členem. Protože magnetický element sám vytvář́ı magnetické pole o indukci
(4.13), můžeme zapsat silový zákon pro vzájemné p̊usobeńı dvou proudových element̊u:

d~F = I1d~l1 × ~B2 =
µ0

4π

I1I2

R3
12

[d~l1 × (d~l2 × ~R12)] . (4.21)
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obr. 4.14

Tento silový zákon se někdy nazývá Ampérovým vzorcem. Ampér měl snahu vybudovat nauku o
vzájemném silovém p̊usobeńı vodič̊u s proudem podle vzoru Newtonovy dynamiky. Jak jsme se však
zmiňovali, proudové elementy nemohou samostatně existovat, a tak má fyzikálńı význam pouze výsledné
silové p̊usobeńı mezi uzavřenými proudovými smyčkami.

Uvažme např́ıklad dva rovnoběžné nekonečně dlouhé př́ımé proudové vodiče (obr. 4.14). Na obrázku je
též vyznačen směr śıly, kterou p̊usob́ı druhý vodič na prvńı. Protékaj́ı-li oběma vodiči souhlasné proudy,
vodiče se přitahuj́ı, jsou-li proudy nesouhlasné, vodiče se odpuzuj́ı. Protože druhý vodič vytvář́ı magnetické
pole o indukci kolmé k proudovému elementu druhého vodiče, můžeme pro velikost śıly, kterou druhý vodič
p̊usob́ı na element prvńıho vodiče napsat

dF12 = I1 B12 dl1, B12 =
µ0

2π

I2

r
.

Śıla mezi dvěma nekonečnými proudy je ovšem nekonečná. Zaj́ımáme se proto, jakou silou p̊usob́ı druhý
vodič na jednotku délky prvńıho vodiče. Dostáváme

Fl =
dF12

dl1
=

µ0

2π

I1I2

r
. (4.22)

Tento vzorec byl vzat za základ pro definici jedné ze základńıch jednotek soustavy SI, ampéru. Podle
usneseńı 9. Generálńı konference pro mı́ry a váhy v Pař́ıži v roce 1948

Ampér (A) je proud, který při stálém pr̊utoku dvěma rovnoběžnými př́ımými nekonečně dlouhými vodiči
zanedbatelného kruhového pr̊uřezu, umı́stěnými ve vakuu ve vzdálenosti jednoho metru, vyvolá mezi vodiči
śılu 2.10−7 newtonu na jeden metr délky.

Touto definićı je vlastně zvolena hodnota konstanty µ0, jak jsme výše uvedli. Protože konstanty µ0

a ε0 jsou vzájemně vázány byly definováńım ampéru vlastně stanoveny jednotky všech elektrických i
magnetických veličin.

Stacionárńı magnetické pole je vždy vytvářeno stacionárńımi proudy. Přitom nazálež́ı na tom, o jaký
druh proudu jde, zda jde o kondukčńı proud protékaj́ıćı vodičem nebo o konvekčńı proud náboj̊u mechan-
icky přemist’ovaných v prostoru. Tento poznatek musel být ovšem experimentálně ověřen. Zasloužili se
o to v minulém stolet́ı americký fyzik H.A.Rowland, dále W.K.Roentgen a ruský fyzik A.A.Eichenwald.
Rowland za svého p̊usobeńı v Berĺıně 1876 provedl citlivý pokus s pozlaceným ebonitovým kotoučem,
který rychle rotoval mezi dvěma uzemněnými skleněnými deskami. T́ım vznikly vlastně dva kondenzátory
s jednou společnou rotuj́ıćı elektrodou. Při rotaci nabité elektrody vznikl smyčkový proud a změny j́ım
vytvářeného slabého magnetického pole (asi 10−5 velikosti pole geomagnetického) při změně směru rotace
byly registrovány magnetkou zavěšenou v mosazné trubce na torzńım vlákně. Podobný pokus provedl
později (1888) Roentgen, když nechal rotovat dielektrický skleněný kotouč mezi deskami nehybného kon-
denzátoru. Na povrchu kotouče se indukovaly polarizačńı vázané náboje, které při rotaci vytvářely kon-
vekčńı proud. Magnetické pole vytvářej́ı samozřejmě i vázané proudy v látkovém prostřed́ı a také proud po-
suvný, který je ovšem nestacionárńı. To prokázal experimentálně Whitehead, když registroval magnetické
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obr. 4.15

impulsy vznikaj́ıćı při pr̊uchodu stř́ıdavého elektrického proudu kondenzátorem zaplněným dielektrikem.

Také stacionárńı magnetické pole můžeme popsat soustavou Maxwellových rovnic vyjadřuj́ıćıch jeho
obecné vlastnosti. Jednou z těchto vlastnost́ı je experimentálńı fakt, že neexistuj́ı magnetické náboje, z
nichž by indukčńı čáry vycházely a že magnetické pole (i nestacionárńı) je solenoidálńı. Indukčńı čáry se
muśı uzav́ırat samy do sebe nebo vycházet a končit v nekonečnu. 23

Tok magnetických indukčńıch čar uzavřenou plochou je tedy vždy roven nule:

Φ =
∮
S

~B · d~S = 0 , (4.23)

neboli v diferenciálńım tvaru
div ~B = 0 . (4.24)

Urč́ıme, čemu se rovná cirkulace magnetické indukce podél uzavřené křivky. Vezměme zprvu nekonečný
př́ımý vodič s proudem I, o němž v́ıme že vytvář́ı indukčńı čáry magnetického pole v podobě kružnic se
středem na vodiči a o velikosti dané (4.16). Cirkulace podél takové kružnice bude

Γ =
∮
l

~B · d~l =
∮
l

µ0 I

2π r
dl = µ0 I . (4.25)

Tento výsledek můžeme zobecnit na libovolnou uzavřenou křivku a libovolné rozložeńı proud̊u. Předně je
zřejmo, že neobeṕıná-li křivka žádný proud, bude cirkulace podél ńı nulová. Na obr. 4.15 vid́ıme uzavřenou
křivku v poli př́ımkového proudu sestavenou ze dvou radiálńıch úsek̊u a dvou koncentrických oblouk̊u
kružnic.

Radiálńı úseky k cirkulaci nepřisṕıvaj́ı, př́ıspěvky na obloućıch kružnic se vzájemně vyruš́ı (pole klesá
nepř́ımo úměrně poloměru, délka oblouku roste úměrně s poloměrem). Na obr. 4.16 vid́ıme obecnou křivku

neobeṕınaj́ıćı proud v poli př́ımého vodiče. Můžeme ji rozdělit na malé úseky d~l1, d~l2, vyt’até dvěma
bĺızkými radiálńımi paprsky. Délky těchto úsek̊u budou v poměru

r1

cosα1

:
r2

cosα2

,

zat́ımco projekce vektoru ~B do tangenciálńıho směru budou v poměru obráceném.

23Jak ukázal P.A.M.Dirac, kvantová teorie pole připoušt́ı existenci magnetického monopólu, tedy částice nesoućı mag-
netický náboj, jehož velikost je jednoznačně vázána s velikost́ı elementárńıho elektrického náboje. Tato částice však nebyla
dosud objevena a úsiĺı v tomto směru pokračuje, v duchu přesvědčeńı fyzik̊u, že to co může existovat, existuje.

Jinak se pojem magnetického náboje (magnetického množstv́ı) ve fyzice už́ıvá jako formálńı představa definovaná pomoćı
Coulombova zákona pro magnetické śıly. Máme-li totiž dva dlouhé tyčové magnety a zkoumáme śılu, která p̊usob́ı mezi jejich
konci, můžeme tyto konce přibližně považovat za bodové zdroje indukčńıch čar, za ”magnetické náboje”.
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obr. 4.18 obr. 4.19

Cirkulace bude tedy nenulová jen tehdy, obeṕıná-li křivka proud. Pro obecnou křivku l1 na obr. 4.17
můžeme provést následuj́ıćı úvahu. Zvoĺıme pomocnou kružnici l2 se středem na vodiči a vytvoř́ıme spojeńı
obou křivek l1 + l2 tak, aby př́ıspěvek spojovaćıho úseku k cirkulaci bylo možno zanedbat. Nová spojená
křivka již proud neobeṕıná a cirkulace podél ńı je tedy nulová. Vzhledem k tomu, že směry procházeńı
obou část́ı spojené křivky jsou protich̊udné, máme∮

l2

~B · d~l −
∮
l1

~B · d~l = 0 .

Také pro obecnou křivku l1 bude tedy cirkulace dána (4.25).
Při našem zobecňováńı jsme pracovali s křivkami v rovině kolmé ke směru proudu; bylo by ovšem

možné uvažovat i křivky prostorové. Bude-li magnetické pole vytvářeno v́ıce proudy můžeme použ́ıt princip
superpozice. Indukčńı čáry pro tři paralelńı vodiče jsou přibližně zakresleny na obr. 4.18.

T́ım dosṕıváme k obecnému Ampérovu zákonu:
Cirkulace magnetické indukce podél libovolné uzavřené křivky je rovna celkovému proudu, který tato

křivka obeṕıná, násobenému µ0.
Podle toho, protéká-li proud jednotlivými vodiči nebo je-li v prostoru rozložen s hustotou ~j dostaneme

matematické vyjádřeńı Ampérova zákona:∮
l

~B · d~l = µ0

∑
α

Iα = µ0

∫
S

~j · d~S . (4.26)

Ampér̊uv zákon má podobný význam pro pole magnetické jako Gauss̊uv zákon pro pole elektrické. S
použit́ım Stokesovy věty jej můžeme vyjádřit též v diferenciálńım tvaru. Máme∮

l

~B · d~l =
∫
S

rot ~B · d~S

a porovnáme-li s pravou stranou (4.26), můžeme vzhledem k libov̊uli ve volbě křivky a plochy přirovnat
integrované funkce. V diferenciálńım tvaru zńı Ampér̊uv zákon

rot ~B = µ0
~j . (4.27)

Shrneme-li nyńı všechny dosud źıskané rovnice pro stacionárńı elektrické a magnetické pole, dostaneme
soustavu Maxwellových rovnic pro stacionárńı pole jako

div ~E =
ρ

ε0

rot ~B = µ0
~j

rot ~E = 0 div ~B = 0 . (4.28)

Rovnice v prvńım řádku (I. série) spojuj́ı intenzitu elektrického pole a magnetickou indukci s náboji
a proudy; z nich je tedy možno vypoč́ıtat pole, známe-li rozložeńı náboj̊u a proud̊u a naopak. Rovnice ve
druhém řádku (II. série) náboje a proudy neobsahuj́ı a vyjadřuj́ı pouze obecné vlastnosti stacionárńıch poĺı.
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Ř́ıkaj́ı, že stacionárńı elektrické pole je potenciálńı a stacionárńı magnetické pole je solenoidálńı. Přitom
se tato soustava rozpadá na dvě nezávislé podsoustavy rovnic pro elektrické a pro magnetické pole. Přesto
že obě pole jsou vytvářena týmiž pohybuj́ıćımi se náboji, nejsou vzájemně provázána.

Najdeme nyńı obecné řešeńı rovnic stacionárńıho magnetického pole. Vzhledem k tomu, že divergence
tohoto pole je nulová, můžeme zavést jiné vektorové pole ~A (x, y, z) nazývané vektorový potenciál takové,
že

~B = rot ~A . (4.29)

Uvid́ıme, jestli si t́ım pomůžeme. Dosad́ıme-li do rovnice pro rotaci ~B, dostaneme

rot ~B = rot rot ~A = grad div ~A − ∆ ~A = µ0
~j .

Rovnice vypadá složitě, ale můžeme využ́ıt určité volnosti ve volbě vektorového potenciálu. Můžeme
ho totiž zvolit tak, aby jeho divergence měla libovolnou zadanou hodnotu, byla např́ıklad nulová. 24 Tato
podmı́nka se nazývá cejchovaćı nebo kalibračńı.

Bude-li div ~A = 0, zjednoduš́ı se rovnice pro vektorový potenciál na

∆ ~A = − µ0
~j . (4.30)

To je vektorová Laplaceova - Poissonova rovnice zcela analogická rovnici (2.13). Analogie mezi skalárńım

potenciálem ϕ a vektorovým potenciálem ~A tak vyniká.
Řešeńı rovnice (4.30) můžeme napsat okamžitě podle analogie s řešeńım pro elektrostatický potenciál

(2.20). Máme

~A =
µ0

4π

∫
V

~j(x′, y′, z′) dV

R
=

µ0

4π
I
∫
l

d~l

R
. (4.31)

Známe-li vektorový potenciál, urč́ıme magnetickou indukci jako

~B = rot ~A =
µ0

4π

∫
V

rot

(
~j

R

)
dV =

µ0

4π

∫
V
∇
(

1

R

)
×~j dV =

=
µ0

4π

∫
V

~j × ~R

R3
dV =

µ0

4π
I
∫
l

d~l × ~R

R3
.

(Při úpravě jsme prováděli operaci rotace podle nečárkovaných souřadnic x, y, z, a proto jsme považovali
~j za konstantńı vektor. Použili jsme posledńı ze vzorc̊u (M.23). Při výpočtu gradientu 1/R jsme postupovali

jako u složené funkce; R =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2.)

Výsledek, který jsme źıskali představuje již známý Biot̊uv - Savart̊uv zákon (4.14).
Protéká-li proud o lineárńı hustotě ~α po ploše, budeme mı́t analogicky (4.31) a (4.14)

~A =
µ0

4π

∫
S

~α

R
dS =

µ0

4π
I
∫
l

d~l

R

~B =
µ0

4π

∫
S

α× ~R

R3
dS =

µ0

4π
I
∫
S

d~l × ~R

R3
. (4.32)

Obecně lze dokázat:

24Zd̊uvodněńı je následuj́ıćı. Necht’ div ~A = f . Pokuśıme se přej́ıt k novému vektorovému potenciálu ~A′ takovému, aby
platilo div ~A′ = 0 a zároveň rot ~A′ = ~B. K tomu stač́ı přič́ıst k potenciálu ~A potenciál ~A′′, který vyhovuje rovnićım rot ~A′′ =
0, div ~A′′ = −f . Potom ~A′ = ~A + ~A′′ splňuje požadované vlastnosti. Je pouze otázka, zda vektorovou funkci ~A′′ lze naj́ıt,
tj. zda rovnice pro ni maj́ı řešeńı. Tyto rovnice jsou však formálně shodné s rovnicemi pro vektor stacionárńıho elektrického
pole, kde polož́ıme f = −ρ/ε0. O existenci elektrického pole pak fyzik nepochybuje.
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1. Je-li vektorová funkce~j konečná a dostatečně hladká ve vnitřńıch bodech proudového objemu V, bude
magnetická indukce všude konečná a spojitá. Vektorový potenciál ~A bude mı́t nav́ıc i parciálńı derivace
alespoň prvńıho řádu.

2. Na proudových plochách neńı magnetická indukce definována a vektorový potenciál zde nemá
derivaci. Při pr̊uchodu touto plochou z̊ustávaj́ı normálové složky magnetické indukce spojité, zat́ımco
tečné se měńı skokem o µ0α.

Uvedené hraničńı podmı́nky na proudové ploše snadno źıskáme z věty o neexistenci magnetického
náboje a Ampérova zákona. Obkloṕıme-li proudovou plochu těsně přiléhaj́ıćım válcem s osou kolmou k
ploše, bude indukčńı tok válcovou plochou nulový a pro normálové složky na obou stranách plochy máme

Div ~B = B1n − B2n = 0 . (4.33)

Necháme-li podél roviny prob́ıhat obdélńıkovou smyčku tak, že deľśı strany l obdélńıka vedou těsně po
obou stranách roviny a kratš́ı strany jsou zanedbatelné, bude smyčkou obeṕınaný proud µ0αl , a tak

Rot ~B = µ0~α, |Rot ~B| = B1t − B2t = µ0α . (4.34)

Shrneme zp̊usoby výpočtu magnetické indukce r̊uzných proudových konfiguraćı. Můžeme k tomu použ́ıt
princip superpozice př́ıspěvk̊u jednotlivých proudových element̊u. Přitom můžeme integrovat bud’ vek-
torové potenciály (což je jednodušš́ı) a pak naj́ıt magnetickou indukci ze vztahu (4.29), nebo můžeme
př́ımo integrovat magnetickou indukci pomoćı Biotova - Savartova zákona. Pokud je rozložeńı proud̊u sy-
metrické, může být výhodněǰśı použ́ıt Ampér̊uv zákon. V př́ıpadě nepravidelného uspořádáńı proud̊u v
nějakém malém objemu můžeme podobně jako u elektrického pole rozložit magnetickou indukci na velkých
vzdálenostech do řady magnetických multipól̊u a omezit se na člen nejnižš́ıho řádu, magnetický dipól (mag-
netický náboj, monopól neexistuje). O této metodě pojednáme v následuj́ıćım odstavci.

Představme si nyńı, že vlož́ıme proudovou rovinu do vněǰśıho magnetického pole ~B0 rovnoběžného s
rovinou a kolmého ke směru plošného proudu (obr. 4.19). Pole plošného proudu se pak bude superponovat
s vněǰśım polem a po stranách roviny budeme mı́t

B1 = B0 +
µ0α

2
, B2 = B0 −

µ0α

2
,

odkud
B1 − B2 = µ0α , B1 + B2 = 2 B0 .

Vyčleńıme-li v rovině proudový pás š́ı̌rky h, a v něm element délky d~l, bude na něj vněǰśı pole p̊usobit
silou kolmou k rovině (tlakovou silou) o velikosti

dF = |I d~l × ~B0| = α h dl B0 = α B0 dS ,

takže na rovinu bude p̊usobit výsledný magnetický tlak

pm =
dF

dS
= αB0 =

1

2µ0

(B1 −B2) (B1 +B2) =
B2

1

2µ0

− B2
2

2µ0

.

Tento výsledek můžeme zřejmě považovat za výsledný tlak p̊usob́ıćı s obou stran roviny.
Magnetické pole tedy vyv́ıj́ı tlak na plošné proudy, a to

pm =
B2

2µ0

. (4.35)

S magnetickým tlakem se muśı poč́ıtat v magnetické hydrodynamice při prouděńı vodivých kapalin
(rtuti, roztavených alkalických kov̊u při chlazeńı aktivńı zony rychlých reaktor̊u, plazmatu apod.) V těchto
př́ıpadech se magnetický tlak superponuje s tlakem hydrodynamickým.
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Situace je zde podobná, jako u mechanického napět́ı, které vyv́ıj́ı elektrostatické pole na nabité plochy.
Vykoná-li magnetická tlaková śıla práci, stane se tak na úkor energie nahromaděné v magnetickém poli.
Naopak mechanickou silou p̊usob́ıćı na proudové plochy můžeme zvětšovat energii magnetického pole a
t́ım vlastně magnetické pole vytvářet (tzv. magnetické dynamo). 25

Podobně jako u elektrického pole je i magnetický tlak roven objemové hustotě energie magnetického
pole:

wm =
B2

2µ0

. (4.36)

Vezmeme-li v úvahu (2.19), můžeme pro celkovou hustotu energie elektromagnetického pole napsat:

w = we + wm =
ε0 E

2

2
+

B2

2µ0

. (4.37)

Relativistický výklad śıly p̊usob́ıćı mezi dvěma proudy

Odvodili jsme śılu (4.27), která p̊usob́ı mezi dvěma př́ımými rovnoběžnými vodiči protékanými proudem
a ukázali, že jsou-li proudy rovnoběžné souhlasně, vodiče se přitahuj́ı. Původ této śıly můžeme také vyložit
na základě poznatk̊u speciálńı teorie relativity.

Uvažme napřed dva rovnoběžné nábojové paprsky, tj. náboje téhož znameńı rozložené s lineárńı hus-
totou τ na dvou rovnoběžných př́ımkách ve vzdálenosti r, a pohybuj́ıćı se v témž směru touž rychlost́ı v.
Intenzita pole vytvářeného lineárńım nábojem se určuje podle Gaussova zákona a bude mı́t proto stejný
tvar bez ohledu na to, zda se náboje pohybuj́ı či nikoli. Změńı se ovšem lineárńı hustota náboj̊u vzhledem k
efektu kontrakce délek; bude-li v soustavě S ′ pohybuj́ıćı se spolu s náboji lineárńı hustota τ ′ a v laboratorńı
soustavě hustota τ , bude mezi nimi platit vztah τ ′ = τ/γ. Urč́ıme nyńı śılu, kterou p̊usob́ı jeden paprsek
na jednotku délky druhého. Ukazuje se, že př́ıčná složka śıly F⊥ na jednotku délky je stejná v nehybné i
pohybuj́ıćı se soustavě. Transformuje se totiž

l′ = γ l, t′ =
t

γ
, F ′⊥ =

dp′⊥
dt′

= γ
dp⊥
dt

= γF⊥.

Śıla na jednotku délky je tedy

F ′l =
F ′⊥
l′

=
γ F⊥
γ l

= Fl .

V pohybuj́ıćı se vztažné soustavě jsou náboje nehybné a p̊usob́ı na ně jen elektrická śıla na jednotku délky:

F ′l =
τ ′2

2π ε0 r
.

Přejdeme-li do laboratorńı soustavy, dostaneme

Fl = F ′l =
1

γ2

τ 2

2π ε0 r
=

τ 2

2π ε0 r

(
1 − v2

c2

)
.

Prvńı člen na pravé straně je elektrická odpudivá śıla, která p̊usob́ı mezi nehybnými lineárńımi náboji.
Pohybuj́ı-li se náboje (č́ımž vzniknou dva lineárńı proudy), bude mezi nimi p̊usobit ještě daľśı, přitažlivá
śıla vyjádřená druhým členem. Tato śıla je ovšem druhého řádu vzhledem k v/c a pokud se náboje nepo-
hybuj́ı relativistickými rychlostmi, lze ji zanedbat.

Jiná situace nastane, poteče-li proud dvěma rovnoběžnými, nenabitými vodiči. Pomineme-li chaotický
tepelný pohyb částic, můžeme v laboratorńı soustavě považovat kladné i záporné náboje ve vodiči (ionty

25T́ımto zp̊usobem se vysvětluje vznik magnetických poĺı v kosmickém prostoru. Magnetické indukčńı čáry jsou ve vodivé
látce (plazmatu) jakoby vmraženy, pohybuj́ı se spolu s ńı a při gravitačńım stlačováńı látky roste také hustota indukčńıch
čar a t́ım i magnetické pole.
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obr. 4.20

a elektrony) za nehybné a vyrovnané (s lineárńımi hustotami τ > 0 a −τ o téže absolutńı velikosti). Neńı
proto d̊uvodu, aby mezi dvěma měděnými dráty, kterými neteče proud, p̊usobila nějaká śıla. Předpokládejme
nyńı, že vodiči začnou protékat proudy souhlasným směrem, a to proto, že se elektrony daj́ı do pohybu
uspořádanou rychlost́ı v (viz obr. 4.20). V d̊usledku efektu kontrakce délek se nyńı změńı lineárńı hustoty
pohybuj́ıćıch se elektron̊u. Drát, j́ımž teče proud se stane nabitým. Vzhledem k nepatrným rychlostem elek-
tron̊u ve vodič́ıch bude tento náboj ovšem velmi malý. Oba vodiče se nabij́ı náboji se stejným znaménkem
a měly by se (nepatrně) odpuzovat. Experiment nám ovšem ř́ıká, že se přitahuj́ı, a to takovou silou, že je
na ńı možno založit konstrukci elektrických stroj̊u. Kde se bere tato přitažlivá śıla?

Lineárńı hustota náboje prvńıho vodiče, j́ımž protéká proud, bude τ−γ τ . Ten bude p̊usobit na nehybné
ionty druhého vodiče silou na jednotku délky

Fl+ =
(τ − γτ) τ

2π ε0 r
=

τ 2 (1− γ)

2π ε0 r

Abychom určili śılu p̊usob́ıćı na pohybuj́ıćı se elektrony druhého vodiče, muśıme přej́ıt do soustavy, v ńıž
jsou tyto elektrony v klidu a pak přetranformovat výsledek do laboratorńı soustavy:

Fl− = F ′l− =
(γ τ − τ) (−τ)

2π ε0 r
=

τ 2 (1− γ)

2π ε0 r
.

Śıla p̊usob́ıćı v laboratorńı soustavě na ionty i elektrony druhého vodiče je tedy stejná. Výsledná śıla je
pak rovna

Fl = 2
τ 2 (1− γ)

2π ε0 r
=

τ 2

2π ε0 r
[ 2 (1− γ) − (1− γ)2 + (1− γ)2 ] =

=
τ 2

2π ε0 r
[ (1− γ2) + (1− γ)2 ] = − γ2 τ 2 v2

2π ε0 c2 r
+

(1− γ)2τ 2

2π ε0 r
.

Protože γτv = I, představuje prvńı člen na pravé straně přitažlivou śılu o velikosti

Flm =
µ0 I

2

2π r
.

Tuto śılu nazýváme magnetickou a odpov́ıdá přesně Ampérově śıle (4.27). STR tak vysvětluje experi-
mentálńı fakt, že se dva vodiče protékané souhlasnými proudy přitahuj́ı a naopak tento fakt je významným
potvrzeńım teorie relativity. Může přitom překvapovat, že vlastně celá elektrotechnika je založena na rel-
ativistických efektech druhého řádu v/c, přestože se částice v̊ubec nepohybuj́ı relativistickými rychlostmi.
Ve výrazu pro śılu jsme našli ještě druhý člen, který představuje slabou odpudivou elektrickou śılu

Fle =
(1− γ)2 τ 2

2π ε0 r
≈ v2

c2

µ0 I
2

8π r
.

Je tedy čtvrtého řádu v/c vzhledem k elektrickým silám, které by p̊usobily, kdyby náboje ve vodič́ıch
nebyly vykompenzovány a druhého řádu vzhledem k silám magnetickým. Můžeme ji samozřejmě zanedbat.
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obr. 4.21 obr. 4.22

Dále uvedeme výpočet magnetické indukce a magnetických sil p̊usob́ıćıch na některé symetrické proudové
konfigurace.

1. Magnetické pole př́ımého a rovinného vodiče

Mějme nekonečný př́ımý vodič protékaný proudem I. Vı́me, že ve svém okoĺı vytvář́ı magnetické pole,
jehož vektor lež́ı v rovině kolmé k vodiči, je tečný ke kružnićım se středem na vodiči a je orientován podle
pravidla pravotočivého šroubu. Velikost magnetické indukce můžeme naj́ıt integrováńım podle Biotova -
Savartova zákona. Pro úsek vodiče konečné délky máme výsledek (4.15), který pro nekonečný vodič přecháźı
v (4.16). Mohli bychom též integrovat vektorový potenciál a podle analogie se skalárńım potenciálem
př́ımkového náboje bychom dostali

~A = − µ0 I

2π
ln r ~x0 .

Vektorový potenciál mı́̌ŕı ve směru vodiče a neńı určen jednoznačně. Pomoćı operace rotace bychom z něho
opět dostali výraz pro magnetickou indukci.

Pro nekonečný vodič můžeme však také použ́ıt Ampér̊uv zákon aplikovaný na kružnici obeṕınaj́ıćı
vodič. Pak dostaneme ∮

l

~B · d~l = 2 π r B = µ0 I ,

odkud okamžitě plyne (4.16).

Je-li nekonečný vodič konečné tloušt’ky R, potom použit́ım Ampérova zákona dostaneme cirkulaci
magnetické indukce podél kružnice o poloměru r < R∮

l

~B · d~l = µ0 πr
2 j ,

odkud

B =
µ0 j r

2
=

µ0 I r

2π R2
.

Magnetická indukce uvnitř vodiče s konstantńı proudovou hustotou~j tedy záviśı př́ımo úměrně na poloměru,
jak je vidět na obr. 4.21.

Také k určeńı magnetické indukce plošného proudu protékaj́ıho po rovinné desce s lineárńı hustotou
α lze použ́ıt Ampérova zákona. Vyjdeme z předpokladu, že vektor magnetické indukce je rovnoběžný s
deskou a kolmý ke směru proudu a zvoĺıme uzavřenou křivku jako na obr. 4.22.

K cirkulaci zřejmě přisṕıvaj́ı jen úseky rovnoběžné s deskou, takže

2 B l = µ0 α l, odkud B =
µ0 α

2
.
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obr. 4.23 obr. 4.24

2. Magnetické pole kruhové smyčky

Urč́ıme magnetické pole na ose kruhové smyčky protékané proudem I (v jiných bodech prostoru je to
obt́ıžné). Přitom zanedbáme pole proudu v př́ıvodech ke smyčce. Použijeme Biotova - Savartova zákona a

budeme sč́ıtat př́ıspěvky od dvojic protilehlých proudových element̊u I d~l1, I d~l2 na obr. 4.23. Př́ıspěvky
takových dvojic budou zřejmě vždy mı́̌rit ve směru osy z v pravotočivém směru. Jejich velikost je

dB = 2
µ0

4π

I dl

R2
cos θ, cos θ =

r

R

kde r je poloměr smyčky a R délka pr̊uvodiče. Integraćı podél polokružnice dostaneme

B =
µ0

2π

I r

R3

∫ πr

0
dl =

µ0 I

2

r2

(r2 + z2)3/2
.

Maximálńı hodnota magnetické indukce je ve středu smyčky ve výšce z = 0, a to

B(0) =
µ0 I

2 r
.

Je zaj́ımavé srovnat pr̊uběh magnetické indukce na ose na obr. 4.24 s pr̊uběhem intenzity elektrického pole
nabité kružnice na obr. 2.15.

3. Magnetické pole solenoidu a toroidu

Pod solenoidem rozumı́me ćıvku s hustě navinutým drátem, j́ımž protéká proud. Necht’ poloměr
solenoidu je r a délka L, celkový počet závit̊u N a počet závit̊u na jednotku délky n. Potom můžeme
rozdělit solenoid na krátké úseky délky dl a považovat je za kruhové proudy n I dl (obr. 4.25).

Abychom určili magnetickou indukce kdekoli na ose solenoidu, stač́ı seč́ıst př́ıspěvky takových kruhových
proud̊u. Je-li l vzdálenost bodu na ose od kruhového proudu a α úhel pod ńımž je vidět okraj kružnice z
bodu na ose a R délka pr̊uvodiče, plat́ı l = r cotg α, dl = −r dα/ sin2 α,R = r/ sin α, a tedy

dB =
µ0 I n dl

2

r2

R3
= − µ0 I n

2
sinα dα, a
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obr. 4.25

obr. 4.26

B = − µ0 I n

2

∫ α1

α2

sinα dα =
µ0 I n

2
(cos α1 − cosα2) .

Pr̊uběh indukce na ose konečného solenoidu vid́ıme na obr. 4.26; v centrálńı oblasti je konstantńı, na
konćıch se projevuj́ı okrajové efekty a indukčńı čáry se zakřivuj́ı. Pokud závity nebudou hustě navinuty,
bude pr̊uběh pole zvlněn. Solenoid můžeme považovat též za válcovou plochu, po jej́ımž plášti protéká
plošný proud.

Je-li solenoid nekonečný, dosad́ıme α1 = 0, α2 = π a dostaneme

B = µ0 I n

Tentýž výsledek bychom dostali z Ampérova zákona, kdybychom zvolili obdélńıkovou integračńı křivku
jako na obr. 4.27. Z d̊uvodu symetrie muśı být pole rovnoběžné s osou, takže př́ıčné úseky 2 a 4 k cirkulaci
nepřisṕıvaj́ı. Je-li úsek 1 na ose fixován, potom pole vně solenoidu muśı být konstantńı. Měńıme-li totiž
křivku tak, že posouváme vněǰśı stranu 3 dále od solenoidu, obeṕıná křivka stále týž proud ILn. Vněǰśı
pole by ovšem muselo klesat se vzdálenost́ı od osy válce a tak nezbývá, než aby bylo všude nulové. Odtud
však plyne, že úsek 1 může být umı́stěn nejen na ose, ale v libovolné vzdálenosti od ńı a vždy dostaneme
indukci B = µ0In. Pole uvnitř nekonečného solenoidu je homogenńı!.

Toroid můžeme považovat za solenoid stočený do prstence. Má výhodu, že se u něho neprojevuj́ı
okrajové efekty a nevýhodu, že pole už neńı homogenńı. Jsou-li vnitřńı a vněǰśı poloměr toroidu R1, R2,
bude podle Ampérova zákona pole v toroidu na kružnici o poloměru r dáno z 2πrB = µ0IN jako

B =
µ0 I N

2π r
.
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obr. 4.27 obr. 4.28

Je-li toroid tenký a rozd́ıl mezi jeho vnitřńım a vněǰśım poloměrem malý, bude v něm pole přibližně
homogenńı a rovné poli solenoidu. Odvozené výsledky pro solenoid a toroid nezávisej́ı na tvaru jejich
pr̊uřezu.

3. Śıla a moment śıly p̊usob́ıćı na proudovou smyčku v magnetickém poli

Na rovinnou proudovou smyčku l plochy ∆S protékanou proudem I p̊usob́ı v magnetickém poli śıla ~F
a moment śıly ~M

~F = I
∮
l
d~l × ~B, ~M =

∮
l
~r × d~F = I

∮
l
~r × ( d~l × ~B ) .

Vynásob́ıme-li integrál pro śılu skalárně konstantńım vektorem ~c, dostaneme

~c ·
∮
l
d~l × ~B = −

∮
l

( ~c× ~B ) · d~l = −
∫

∆S
rot ( ~c× ~B ) · d~S =

∫
∆S

( ~c ∇ ) ~B · d~S ,

Budou-li se parciálńı derivace ~B v ploše smyčky málo měnit (např́ıklad bude-li smyčka malá) a zavedeme-li

Ampér̊uv magnetický moment smyčky ~m = I∆~S, dostaneme

~c · ~F = ~m · ( ~c ∇ ) ~B .

Protože rotace ~B v ploše smyčky je nulová, plat́ı

~m · ( ~c ∇ ) ~B = ~c · ( ~m ∇ ) ~B .

Na smyčku proto p̊usob́ı śıla
~F = ( ~m ∇ ) ~B = ∇ ( ~m · ~B ) ,

analogická śıle p̊usob́ıćı na elektrický dipól v nehomogenńım elektrickém poli (2.39).

Bude-li magnetické pole homogenńı, budou derivace ~B nulové a výsledná śıla bude nulová. Budou však
p̊usobit śıly, které se budou snažit smyčku deformovat.

Pokud jde o moment śıly, bude p̊usobit i v homogenńım poli. Máme

~M = I
∮
l
~r × ( d~l × ~B ) = I

∮
l

( ~B · ~r ) d~l − I
∮
l

~B ( ~r‘ · d~l ) .

Druhý integrál je roven nule (vytkneme konstantńı ~B a použijeme Stokesovu větu). Prvńı integrál opět
vynásob́ıme skalárně konstantńım vektorem ~c:

~c ·
∮
l

( ~B · ~r) d~l =
∫

∆S
rot [ ( ~B · ~r ) ~c ] · d~S = −

∫
∆S

[ ~c× grad ( ~B · ~r ) ] · d~S =

= −
∫

∆S
( ~c× ~B ) · d~S = −~c ·

∫
∆S

~B × d~S ,
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a tedy
~M = − I

∫
∆S

~B × d~S = − I ~B ×
∫

∆S
d~S = I ∆~S × ~B = ~m× ~B ,

Moment śıly je opět analogický momentu (2.37) p̊usob́ıćımu na elektrický dipól v elektrickém poli a snaž́ı
se natočit proudovou smyčku tak, aby jej́ı vlastńı magnetické pole bylo souhlasně rovnoběžné s vněǰśım
polem ~B.

3. Magnetický dipól a vektor magnetizace

Podobně jako jsme zkoumali elektrické pole náboje obecně rozloženého v objemu V můžeme zkoumat
i magnetické pole malého proudového objemu nebo malé smyčky na velkých vzdálenostech. Mějme objem
V , v němž se uzav́ıraj́ı proudy s rozložené s hustotou ~j. V teorii elektromagnetického pole se ukazuje,
že vektorový potenciál na vzdálenostech mnohem větš́ıch než jsou rozměry tohoto objemu můžeme opět
jednoznačně rozložit do řady magnetických multipól̊u jako

~A =
µ0

4π

∫
V

~j dV

R
=

µ0

4πr

∫
V

~j dV +
µ0

4πr3
~m× ~r + · · · , (4.38)

kde

~m =
1

2

∫
V

( ~r′ ×~j ) dV . (4.39)

Zde opět ~R představuje vektor pr̊uvodiče, ~r je polohový vektor bodu, v němž potenciál určujeme a ~r′

prob́ıhá objem V . Prvńı člen v rozvoji (4.38) je roven nule, vzhledem k tomu, že proudy jsou v objemu
uzavřeny a tento fakt vyjadřuje neexistenci magnetického monopólu. Druhý člen je př́ıspěvek magnetického
dipólu, přičemž magnetický dipólový moment je definován vztahem (4.39). Vyšš́ı magnetické multipóly jsou
méně významné.

Obyčejně pod magnetickým dipólem rozumı́me malou (a proto rovinnou) proudovou smyčku plochy ∆S
protékanou proudem I. Zvoĺıme-li počátek souřadnic uvnitř plochy této smyčky, přejde definice dipólového
momentu na

~m =
1

2

∫
V

(~r′ ×~j ) dV =
1

2
I
∫
l
~r′ × d~l = I ∆ ~S . (4.40)

Vektorový potenciál magnetického dipólu můžeme dostat také př́ımo integraćı podél smyčky s použit́ım
věty (M.47):

~A =
µ0

4π
I
∮
l

d~l

R
= − µ0

4π
I
∫

∆S
∇

(
1

R

)
× d~S =

=
µ0

4π
I
∫

∆S

d~S × ~R

R3
≈ µ0

4π
I

∆S × ~r
r3

=
µ0

4π

~m× ~r
r3

.

Magnetickou indukci dipólu najdeme jako

~B = rot ~A = − µ0

4π
( ~m ∇ )

~r

r3
= − µ0

4π
∇ ~m · ~r

r3
. (4.41)

Tento výraz má matematicky stejný tvar jako výraz pro gradient potenciálu elektrického dipólu (2.31), a
proto můžeme magnetickou indukci psát podle (2.33) jako

~B =
µ0

4π

[
3 (~m · ~r ) ~r

r5
− ~m

r3

]
. (4.42)
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obr. 4.29

Pr̊uběh siločar elektrického a magnetického dipólu na velkých vzdálenostech je skutečně shodný, jak je
vidět z obr. 4.29. 26

Magnetický dipól, jehož pole je dáno přesně vztahem (4.41) nazýváme podobně jako u elektrického
dipólu bodovým, tj. zanedbáváme rozměry smyčky Vzhledem k formálńı shodnosti s polem elektrického
dipólu můžeme převźıt i vztahy pro śılu, moment silové dvojice a energii magnetického dipólu ve vněǰśım
magnetickém poli:

~F = (~m∇) ~B, ~D = ~m× ~B, W = − ~m · ~B . (4.43)

Silový moment se snaž́ı natáčet magnetický dipól do směru pole a nehomogenńı magnetické pole pak
vtahuje takto orientovaný dipól do oblast silněǰśıho pole, kde je větš́ı hustota indukčńıch čar. Existuje však
jeden podstatný rozd́ıl od chováńı elektrických dipól̊u, který má vztah k elektromagnetické indukci. Je-li
magetický dipól indukován vněǰśım polem, je orientován proti směru pole (!), jak uvid́ıme později. Takový
dipól je pak z oblasti silněǰśıho pole vytlačován.

Ob́ıhá-li nabitá částice hmotnosti m a náboje q rovnoměrně po kružnici, vytvář́ı smyčkový proud
I = qv/2πr a jej́ı magnetický dipólový moment (budeme ho pro tuto chv́ıli označovat µ) má velikost

µ = I ∆S =
q v

2π r
π r2 =

1

2
q r v =

1

2

q

m
m v = γl . (4.44)

Zde l představuje velikost momentu hybnosti částice a γ nazýváme gyromagnetický poměr:

γ =
1

2

q

m
=

µ

l
. (4.45)

Magnetický moment a moment hybnosti jsou tedy spolu vázány. Z kvantové mechaniky je známo, že
moment hybnosti orbitálńıho pohybu elektronu v atomu je kvantován a jeho projekce v daném směru
může nabývat jen násobk̊u nejmenš́ı hodnoty Planckovy konstanty h̄ = 1, 054.10−34J.s. Proto i magnetický
orbitálńı moment elektronu je kvantován a může nabývat pouze celých násobk̊u hodnoty

µB =
1

2

e

me

h̄ = 9, 273.10−24 A.m2 . (4.46)

Tato hodnota se nazývá Bohr̊uv magneton a ukazuje na řádovou velikost magnetických dipólových
moment̊u atomů. V roce 1915 provedli A. Einstein a W.J.de Haas známý Einstein̊uv - de Haas̊uv experi-
ment k určeńı gyromagnetického poměru částic magnetika. Zavěśıme-li ferromagnetický válec ve vněǰśım

26Magnetický dipólový moment definovaný vztahem (4.40) se nazývá Ampér̊uv nebo proudový. Vedle toho lze formálně
definovat takzvaný Coulomb̊uv magnetický moment s použit́ım představy o magnetickém náboji a Coulombova zákona pro
magnetické śıly mezi dvěma póly dlouhých tyčových magnet̊u:

F =
1

4π µ0

qm1 qm2

r2
.

Jsou-li severńı a jižńı magnetický pól pak odděleny vektorem ~l, bude Coulomb̊uv magnetický moment ~mC = qm ~l. Ukáže se,
že jeho vztah k Ampérovu magnetickému momentu je prostě ~mC = µ0 ~m.
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magnetickém poli a změńıme náhle polaritu tohoto pole, muśı se válec pootočit, protože se změńı jeho
moment hybnosti.

T́ımto zp̊usobem byl změřen gyromagnetický poměr elektron̊u, který se však ukázal být roven γ = e/me

a nikoli (4.45) ! Později se vyjasnilo, že ferromagnetismus neńı vyvolán orbitálńım pohybem elektron̊u,
ale jejich spiny, vlastńımi momenty hybnosti, které nesouvisej́ı s pohybem elektron̊u v prostoru. Jejich
nejmenš́ı hodnota je pak h̄/2, takže vlastńı magnetický dipólový moment elektronu je opět roven Bohrově
magnetonu. Přesněǰśı výpočet na základě kvantové elektrodynamiky dává v překvapivém souhlase s ex-
perimentem hodnotu µe = 1, 00116 µB.

Jaderné částice, protony a neutrony, maj́ı také své magnetické dipólové momenty, které se vyjadřuj́ı v
jaderných magnetonech

µN =
me

mp

µB = 5, 051.10−27 A.m2 . (4.47)

Magnetický moment protonu a neutronu neńı roven celému násobku jaderného magnetonu, ale µp =
2, 792 µN , µn = −1, 913 µN .

Mějme nabité těleso náboje Q, hmotnosti M , momentu hybnosti ~L a momentu setrvačnosti I rotuj́ıćı
s úhlovou rychlost́ı ~Ω. Jeho magnetický dipólový moment je

µ = γ L = γ I Ω =
1

2

Q

M
I Ω . (4.48)

Známe-li tedy momenty setrvačnosti těles, můžeme př́ımo určit jejich magnetické momenty. Např́ıklad
rotuj́ıćı prostorově nabitá koule o momentu setrvačnosti I = 2

5
MR2 bude mı́t magnetický dipólový moment

µ =
1

5
Q Ω R2 . (4.49)

Pro povrchově nabitou kouli bude v (4.49) koeficient 1/3, pro objemově nabitý válec 1/4 atd.

Pro studium magnetických vlastnost́ı látek je d̊uležité znát velikosti a chováńı magnetických moment̊u
atomů a molekul. Vedle vlastńıch magnetických moment̊u atomů, které jsou řádově rovny Bohrovu mag-
netonu, vznikaj́ı po vložeńı látky do vněǰśıho magnetického pole momenty indukované. Magnetické pole
bude na vlastńı momenty p̊usobit silovým momentem, který vyvolá změnu momentu hybnosti:

d~l

dt
= ~µ× ~B .

Pomoćı gyromagnetického poměru můžeme tuto rovnici přepsat na

d~µ

dt
= γ (~µ× ~B) . (4.50)

Tato rovnice popisuje precesńı pohyb vektoru magnetického dipólového momentu kolem směru vněǰśıho
magnetického pole s úhlovou frekvenćı

~ωL = − γ ~B (4.51)

(takzvaná Larmorova frekvence). Precese zmenš́ı středńı hodnotu momentu hybnosti a t́ım i magnetického
momentu částice. Koná-li např́ıklad elektron kruhový pohyb v rovině sv́ıraj́ıćı se směrem magnetického
pole určitý úhel a je-li < ρ2 > středńı kvadratický poloměr pr̊umětu dráhy do roviny kolmé ke směru pole,
zmenš́ı se d́ıky Larmorově precesi moment hybnosti o ∆lL = me < ρ2 > ωL. To je ekvivalentńı vzniku
indukovaného magnetického momentu

~µind = γ∆~lL = − e2

4me

< ρ2 > ~B = −β ~B. (4.52)

Tento výraz můžeme srovnat s indukovaným elektrickým dipólovým momentem (2.40). V atomu se Z
elektrony muśıme ovšem jednotlivé momenty sč́ıtat. Pro kulově symetrický atom obyčejně uvád́ıme středńı
kvadratickou hodnotu poloměru dráhy elektron̊u < r2

0 > a pak dostáváme indukovaný moment atomu jako

~µindA = − e2 Z < r2
0 >

6me

~B . (4.53)
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obr. 4.30

Hodnota < ρ2
0 >, kterou je třeba ovšem určovat metodami kvantové fyziky, je řádově rovna rozměru atomu,

10−10 m.

Podobně jako u elektrických dipól̊u můžeme uvažovat spojité prostorové či plošné rozložeńı magnet-
ických dipól̊u. Jsou-li v nějakém objemu magnetické dipólové momenty o koncentraci N všechny souhlasně
orientovány, můžeme zavést vektor ~M = N ~m, který nazýváme vektorem magnetizace. Ten obecně (tj.
i když momenty nejsou všechny stejně orientovány) představuje magnetický dipólový moment jednotky
objemu. 27. Objem s nenulovým vektorem magnetizace nazýváme magnetizovaným. Magnetizace se zřejmě
měř́ı v jednotkách ampér na metr.

Urč́ıme vektorový potenciál magnetického pole buzeného v bodě o polohovém vektoru ~r magnetizo-
vaným objemem s vektorem magnetizace ~M(~r′):

~A =
µ0

4π

∫
V

~M(~r′)× ~R

R3
dV =

µ0

4π

 − ∫
V

rot′

 ~M(~r′)

R

 dV +
∫
V

rot′ ~M(~r′)

R
dV

 =

=
µ0

4π

∮
S

~M(~r′)× d~S
R

+
∫
V

rot′ ~M(~r′)

R
dV

 =
µ0

4π

[∮
S

~αm(~r′) dS

R
+
∫
V

~jm(~r′) dV

R

]
,

kde pod rot’ se rozumı́ rotace derivovaná podle proměnné ~r′. Výsledný potenciál je tedy ekvivalentńı

potenciálu pole buzeného plošným proudem hustoty ~αm vázaným na povrch tělesa a objemovým proudem
hustoty ~jm vázaným uvnitř tělesa (tzv. magnetizačńı proudy), kde

~αm = ~M × ~n, ~jm = rot ~M (4.54)

(~n je jednotkový vektor normály k povrchu tělesa).
Magnetizovaný objem se tedy chová jako určité ekvivalentńı rozděleńı plošných a objemových proud̊u.

Je-li v daném objemu vektor magnetizace konstantńı, bude takový objem vytvářet pole totožné s polem
plošného proudu na povrchu. Mějme např́ıklad objem ve tvaru kolmého válce s vektorem magnetizace
rovnoběžným s osou. Pro dostatečně dlouhý válec bude pole vně nulové a pole uvnitř bude polem solenoidu
(obr. 4.30)

B = µ0 α = µ0 M . (4.55)

Názorně je to vidět na obr. 4.31. Smyčkové proudy dipól̊u se uvnitř válce vyruš́ı a z̊ustane pouze obvodový
proud.

Zvolme nyńı válec podstavy S a malé výšky ∆h (obr.4.32). Jeho celkový magnetický moment bude
roven

~m0 = ~M S ∆h = ~ms S , (4.56)

kde ~ms představuje plošnou hustotu magnetických dipól̊u. Taková nekonečně tenká válcová vrstva představuje
vlastně rovinnou magnetickou dvojvrstvu a je ekvivalentńı smyčkovému proudu I, který vytvář́ı magnetický

27Nahrad́ıme-li Ampér̊uv magnetický moment momentem Coulombovým, nazýváme vektor ~Pm = N ~mC vektorem magnet-
ické polarizace
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obr. 4.31 obr. 4.32

moment m0 = I S. Velikost plošné hustoty Ampérových magnetických moment̊u je tedy rovna ms = I,
Coulombových moment̊u mCs = µ0I.

4. Magnetika v magnetickém poli

Magnetika budeme považovat za tělesa tvořená elementárńımi magnetickými dipóly; tyto dipóly mohou
být jak vlastńı, tak indukované. Vedle volných proud̊u o hustotě ~j muśıme v magnetiku tedy uvažovat i
vázané, nagnetizačńı proudy s hustotou (4.54). Můžeme tedy psát Maxwellovu rovnici

rot ~B = µ0 ( ~j + ~jm ) = µ0 ( ~j + rot M ) .

Děĺıme-li tuto rovnici µ0, převedeme rot M na levou stranu a zavedeme vektor

~H =
1

µ0

~B − ~M , (4.57)

můžeme zapsat soustavu Maxwellových rovnic pro stacionárńı magnetické pole v magnetiku jako

div ~B = 0 , rot ~H = ~j . (4.58)

Účelnost zavedeńı vektoru ~H, který nazýváme vektorem intenzity magnetického pole, je v tom, že se
pak můžeme omezit pouze na zadáńı proudové hustoty volných proud̊u (které se daj́ı měřit ampérmetrem);

vlastnosti vázaných magnetizačńıch proud̊u jsou již ve vektoru ~H obsaženy.
Tak Ampér̊uv zákon pro cirkulaci intenzity magnetického pole bude zńıt∮

l

~H · d~l =
∫
S

~j · d~S = I , (4.59)

kde I je volný proud. Podle analogie s elektrickým polem nazýváme tuto cirkulaci magnetomotorickým
napět́ım Em = I.

Je zřejmé, že na hranici dvou magnetik, tj. na ploše, kde jsou pouze vázané proudy, budou tečné složky
vektoru intenzity magnetického pole spojité na rozd́ıl od složek magnetické indukce, které zde maj́ı skok
µ0α. Naproti tomu vektor intenzity magnetického pole nemá tak obecný význam jako vektor magnetické
indukce, který udává silové p̊usobeńı mezi proudy. Nemůžeme také např́ıklad udat obecný vztah pro
divergenci ~H.

Soustava rovnic (4.58) nemá plně určené řešeńı a bylo by ji třeba ještě doplnit o vztah mezi vektory
~H a ~B. Z definice je patrno, že tyto vektory nemuśı mı́t obecně ani stejný směr. Vektor ~M může být
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obr. 4.33

konstantńı, nezávislý na vněǰśım magnetickém poli. Taková magnetika nazýváme ideálně tvrdými a jsou
vhodné k vytvářeńı permanentńıch magnet̊u.

Většina magnetik se však magnetizuje teprve pod vlivem vněǰśıho magetického pole. Pokud atomy mag-
netika maj́ı vlastńı magnetické dipólové momenty (takovým ř́ıkáme paramagnetika), budou se tyto dipóly
ve vněǰśım magnetickém poli natáčet ve směru pole. Mluv́ıme o tzv. orientačńı magnetizaci. Pokud atomy
vlastńı momenty nemaj́ı, budou se v magnetickém poli indukovat. Takové látky nazýváme diamagnetika.
Jak jsme se již zmiňovali, indukované momenty budou orientovány proti směru vněǰśıho magnetického
pole a budou ho oslabovat. Diamagnetismus je univerzálńı vlastnost́ı všech látek, ovšem u paramagnetik je
překryt magnetickým polem vlastńıch dipól̊u, které jsou orientovány ve směru vněǰśıho pole a zesiluj́ı ho.
V obou př́ıpadech můžeme očekávat, že pro nepř́ılǐs silná pole bude vektor magnetizace úměrný intenzitě
magnetického pole (ideálně měkká magnetika). Potom

~M = κ ~H . (4.60)

Konstantu úměrnosti κ nazýváme magnetickou susceptibilitou.
Pro dostatečně silná pole pozorujeme u některých magnetik (nazývaných feromagnetika jev hystereze.

Je obdobný jevu hystereze u feroelektrik a mohli bychom nakreslit hysterezńı křivku analogickou křivce
na obr. 2.32 pro závislost M na H. Na obr. 4.33 vid́ıme hysterezńı smyčku feromagnetika pro dvě r̊uzné
hodnoty maximálńı magnetizace Mm.

Z počátku vycháźı opět ”panenská křivka” prvotńıho magnetováńı, která se postupně bĺıž́ı nasycené
hodnotě Ms. Při zpětném magnetováńı z̊ustává i při nulovém vněǰśım poli remanentńı magnetizace Mr,
ke zrušeńı magnetizace je třeba koercitivńıho pole Hc. Hodnota nasycené (též spontánńı) magnetizace
je d̊uležitou charakteristikou feromagnetika a např́ıklad pro čisté železo při pokojové teplotě se udává
µ0Ms = 2, 15 Wb.m−2. Feromagnetika s vysokou hodnotou koercitivńıho pole (> 103 A.m−1) a velkou
remanentńı magnetizaćı (širokou hysterezńı křivkou) se nazývaj́ı magneticky tvrdá a hod́ı se pro konstrukci
permanentńıch magnet̊u. Naopak materiály s úzkou hysterezńı křivkou (Hc < 100 A.m−1) jsou magneticky
měkká a použ́ıvaj́ı se v zař́ızeńıch s proměnným magnetickým polem. K nim patř́ı např́ıklad použ́ıvaná
ocel Aramco.

Vrat’me se k předpokladu, že mezi magnetizaćı a intenzitou pole plat́ı vztah př́ımé úměrnosti. Potom
můžeme psát

~B = µ0 ( ~H + ~M ) = µ0 ( ~H + κ ~H ) = µ0( 1 + κ ) ~H = µ0µr ~H = µ ~H . (4.61)

Vektor magnetické indukce je tedy úměrný vektoru intenzity magnetického pole s koeficientem úměrnosti
µ, který nazýváme absolutńı permeabilitou magnetika. V soustavě jednotek SI, kde byla formálně zavedena
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rozměrná konstanta µ0, nazývaná permeabilitou vakua, je absolutńı permeabilita součinem této konstanty
a bezrozměrné tzv. relativńı permeability magnetika µr. Pokud vektory magnetické indukce a intenzity
pole nemaj́ı týž směr (např́ıklad v krystalech nebo jiných magneticky anizotropńıch materiálech), bude
mı́t permeabilita charakter tenzoru a dostaneme

Bi = µik Hk . (4.62)

Veličina intenzita magnetického pole má v soustavě SI rozměr [H]= L−1I a měř́ı se v ampérech na metr. Jej́ı
cirkulace (magnetomotorické napět́ı) se měř́ı v ampérech, př́ıpadně ampérzávitech, je-li cirkulace brána
v́ıcenásobně.

Podle (4.61) plat́ı mezi relativńı permeabilitou a magnetickou susceptibilitou vztah

µr = 1 + κ . (4.63)

Protože magnetická susceptibilita může být kladná i záporná, je relativńı permeabilita větš́ı nebo menš́ı
než 1.

Relativńı permeabilita magnetika je d̊uležitou makroskopickou charakteristikou jeho magnetických
vlastnost́ı. Vlož́ıme-li magnetikum do homogenńıho magnetického pole v solenoidu, přičte se jeho pole
~Bm = µ0

~M k magnetickému poli ~B0 buzenému volnými proudy v ćıvce. Pro výsledné pole a magnetizaci
můžeme psát

~B = ~B0 + µ0
~M , ~M = ( µr − 1 ) ~H . (4.64)

Vyjádř́ıme-li odtud výsledné pole a magnetizaci v závislosti na p̊uvodńım poli ve vakuu, dostaneme

~B = µr ~B0 , ~M =
µr − 1

µ0

~B0 . (4.65)

Odtud je zřejmo, že magnetické pole v magnetiku je zesilováno (př́ıpadně zeslabováno, je-li relativńı
permeabilita menš́ı než 1) µr-krát. V př́ıpadě nehomogenńıho pole můžeme vźıt vždy dostatečně malý
objem, v němž lze pole považovat za homogenńı a vźıt lokálńı hodnotu relativńı permeability. Tak můžeme
použ́ıt dosud odvozené vztahy pro magnetické silové p̊usobeńı ve vakuu a formálně v něm vynásobit
permeabilitu vakua µr. Energie magnetického pole v ideálně měkkém magnetiku bude pak

wm =
B2

2µrµ0

=
~H · ~B

2
. (4.66)

Z vlastnost́ı vektor̊u ~H, ~B plynou též podmı́nky pro změnu jejich složek na rozhrańı dvou magnetik o
permeabilitách µ1, µ2. Na tomto rozhrańı jsou plošně rozloženy pouze vázané proudy, takže tečné složky
~H jsou spojité. Spojitými z̊ustávaj́ı i normálové složky ~B (obr. 4.34), takže máme

H1t = H2t , µ1 H1n = µ2 H2n . (4.67)

Děleńım těchto vztah̊u dostáváme
tg θ1

tg θ2
=

µ1

µ2

. (4.68)

Podobně jako jsme u kondenzátoru zaváděli kapacitu jako funkci jeho geometrie a permitivity prostřed́ı,
můžeme u solenoidu definovat indukčnost L jako poměr indukčńıho toku pr̊uřezem solenoidu a protékaj́ıćıho
volného proudu. Má-li solenoid N závit̊u, muśıme tok brát N -násobný:

L =
Φ

I
, resp. L =

N Φ

I
=

N B S

I
. (4.69)
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obr. 4.34

To je takzvaná statická definice indukčnosti. Tato indukčnost je zřejmě úměrná velikosti magnetické in-
dukce v solenoidu. Vlož́ıme-li do solenoidu magnetikum, zvětš́ı se pole a tedy i indukčnost µr-krát:

L = µr L0 . (4.70)

Vkládáńım r̊uzných magnetik do solenoidu a měřeńım změn jeho indukčnosti můžeme měřit relativńı
permeabilitu. Zjist́ıme, že existuje několik skupin magnetik a nav́ıc permeabilita jev́ı teplotńı závislost.
Tak u diamagnetických látek je relativńı permeabilita malá, záporná a teplotně nezávislá:

látka (µr − 1) . 106

bismut -176
stř́ıbro -26
NaCl -12,6
sklo -12,6
měd’ -10,3
voda -8,8
etanol -7,9
vod́ık -0,063

Látky paramagnetické maj́ı relativńı permitivity v širokém rozsahu a je pro ně typická teplotńı závislost

µr = 1 +
C

T
, (4.71)

kde C je Curieova teplota. Výjimku tvoř́ı alkalické kovy, jejichž permeabilita na teplotě nezáviśı. Pro
některá paramagnetika máme

látka (µr − 1) . 106

duśık 0,013
vzduch 0,38
kysĺık 1,9
hlińık 23
wolfram 176
platina 350
tekutý kysĺık 3 400
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obr. 4.35

Složitěǰśı situace nastává u silně magnetických látek, jako jsou feromagnetika. Jejich relativńı per-
meabilita je proměnná v závislosti na vněǰśım magnetickém poli a silně teplotně závislá. Při dosažeńı
Curieovy teploty jejich permeabilita poklesne z vysokých hodnot řádově 103 − 104 na hodnoty běžné u
paramagnetik. Typickými feromagnetiky jsou železo, kobalt, nikl, gadolinium a r̊uzné slitiny i nekovového
charakteru. Curieova teplota je pro Fe 1043 K, Co 1393 K, Ni 631 K, Gd 289 K. Pro feromagnetika již
neplat́ı př́ımá úměrnost mezi vektory ~B a ~H a jejich závislost pro konkretńı nateriál udává magnetizačńı
křivka. Pro určitý druh měkkého železa je uvedena na obr. 4.35.

Feromagnetismus vysvětlujeme tak, že magnetické dipóly atomů jsou již spontánně orientovány v tzv.
Weissových doménách a ty se pak v magnetickém poli natáčej́ı jako celky. Sama teorie feromagnetismu je
však poměrně obt́ıžná a je založena na zákonitostech kvantové fyziky.

Vedle feromagnetik se setkáváme s antiferomagnetiky (NiO, FeF2, MnS aj.), u nichž magnetické mo-
menty sousedńıch atomů jsou orientovány antiparalelně. U ferimagnetických látek (ferit̊u) jsou sousedńı
momenty rovněž antiparalelńı, ale r̊uzné velikosti, takže látka je spontánně zmagnetoivána. K ferit̊um patř́ı
třeba magnetovec Fe3O4. Nad tzv. Neélovou teplotou přecházej́ı tyto látky v obyčejná paramagnetika.
Těleso vytvořené z magnetika s fixně orientovanými magnetickými dipóly se nazývá permanentńı magnet.
Podobně jako u dielektrik i śıly mezi magnetickými dipóly vyvolávaj́ı mechanické účinky (magnetostrikce).

Relativńı permeabilita je makroskopická látková konstanta, kterou je možno teoreticky vypoč́ıtat z
mikroskopického modelu magnetik. Tak pro látky diamagnetické můžeme vyj́ıt z Langevinovy teorie in-
dukovaných magnetických moment̊u atomů, které jsme odvodili v předchoźım odstavci (4.53). Protože
vektor magnetizace představuje magnetický dipólový moment jednotky objemu látky, dostaneme odtud

µr = 1 + κ = 1 − µ0 n
e2 Z < r2

0 >

6 me

, (4.72)

kde n je počet atomů v jednotce objemu. To je Langevin̊uv vztah pro permeabilitu diamagnetik; počet
atomů v jednotce objemu urč́ıme pomoćı Avogadrova zákona. Přesněǰśı, kvantovou teorii diamagnetismu
podal ve 20. letech J.H. van Vleck.

Pokud jde o orientačńı polarizaci paramagnetik, můžeme opět použ́ıt Debyovu - Langevinovu teorii a
pouze modifikovat vzorec (2.82):

µr = 1 +
µ0 n m

2

3 k T
. (4.73)

Zde m je velikost vlastńıho magnetického momentu atomu a k Boltzmannova konstanta. Tento vzorec
vysvětluje teplotńı závislost permeability paramagnetik. Obecnou kvantovou teorii paramagnetismu podal
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obr. 4.36 obr. 4.37

opět van Vleck.

Jestliže v magnetiku neprotékaj́ı žádné volné proudy, dostáváme soustavu Maxwellových rovnic

div ~B = 0 , rot ~H = 0 . (4.74)

Ta je formálně shodná se soustavou rovnic elektrostatiky v prostoru, kde nejsou náboje. Protože pole ~H
je nyńı potenciálńı, můžeme zavést magnetostatický potenciál ψ vztahem

~H = − grad ψ . (4.75)

V tomto př́ıpadě můžeme tedy mluvit o magnetostatickém poli a soustavě rovnic magnetostatiky.

Při navrhováńı ćıvek pro generaci magnetických poĺı se setkáváme s r̊uzně větvenými magnetickými
indukčńımi toky a hovoř́ıme o magnetických obvodech. Tak jako se elektrické proudy muśı uzav́ırat do
smyček, tvoř́ı i magnetické indukčńı čáry uzavřené obvody. Takový uzavřený obvod konečného solenoidu
je na obr. 4.36.

Necht’ indukčńı čáry tvoř́ı uzavřenou trubici o proměnném pr̊uřezu ∆S. Potom pro cirkulaci magnetické
indukce podél trubice plat́ı∮

l

~B · d~l =
∮
l

Φ

∆S
dl = Φ

∮
l

dl

∆S
= µ N I = Em .

Je-li N počet závit̊u solenoidu, představuje NI magnetomotorické napět́ı (4.59).
Veličina

Rm =
1

µ
=
∮
l

dl

∆S
(4.76)

záviśı jen na délce a pr̊uřezu trubice a magnetických vlastnostech prostřed́ı. Nazývá se magnetický odpor
neboli reluktance. Jej́ı převrácená hodnota

Λ =
1

Rm

nese název magnetická vodivost neboli permeance. Magnetický odpor se měř́ı v jednotkách převrácený
henry, magnetická vodivost v henry.
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Pro magnetický obvod můžeme tedy zapsat vztah mezi indukčńım tokem, magnetomotorickým napět́ım
a magnetickým odporem, který připomı́ná Ohmův zákon. Nazývá se Hopkinson̊uv zákon:

Φ =
Em
Rm

. (4.77)

Při řešeńı složiteǰśıch magnetických obvod̊u bychom mohli pracovat analogicky s magnetickým po-
tenciálem a magnetickým napět́ım, které se měř́ı stejně jako mmn v ampérech, formulovat magnetické
Kirchhoffovy vzorce apod.

Nakonec ještě urč́ıme śılu, kterou se přitahuj́ı koncové nástavce dvou magnet̊u (obr. 4.37).

Śıla p̊usob́ıćı mezi dvěma magnety

Pro malé magnety bychom mohli použ́ıt výrazy pro śıly p̊usob́ıćı mezi magnetickými dipóly. Je-li
naopak rozměr plochy S čel magnet̊u velký ve srovnáńı s š́ı̌rkou mezery mezi nimi, vzniká v této vzduchové
mezeře přibližně homogenńı magnetické pole o indukci ~B. Hustota energie magnetického pole v mezeře
je wm = B2/2µ0, při posunut́ı magnet̊u o ∆d se celková energie změńı o wmS∆d. Tato veličina muśı být
rovna práci, kterou koná śıla F na dráze ∆d, a proto

F = wm S =
B2 S

2 µ0

.

5. Pohyb nabitých částic v elektrických a magnetických poĺıch

Nabité částice se v elektrických a magnetických poĺıch pohybuj́ı pod vlivem Lorentzovy śıly. Jde tedy
o to řešit pohybovou rovnici

m
d~v

dt
= q ( ~E + ~v × ~B) . (4.78)

Pole ~E, ~B mohou být obecně zadanými funkcemi souřadnic a času, takže řešeńı pohybové rovnice může
být složité. Taková obecná řešeńı je třeba určovat např́ıklad v elektronové a iontové optice, kde se částice
pohybuj́ı v nehomogenńıch poĺıch. Předpokládejme nejdř́ıve, že pole jsou homogenńı.

Pohyb v čistě elektrickém poli je analogický pohybu částice v homogenńım poli t́ıhovém. Necht’ elek-

trické pole mı́̌ŕı směrem osy x: ~E = (E, 0, 0). Pohybová rovnice ve složkách dá řešeńı

x =
1

2

q

m
E t2 + v0x t + x0, y = v0y t + y0, z = v0z t + z0 , (4.79)

které záviśı na počátečńıch podmı́nkách.
Zač́ıná-li se částice pohybovat z počátku z klidu, bude jej́ı pohyb analogický volnému pádu:

x =
1

2

q

m
E t2 , vx =

q

m
E t =

√
2qEx

m
.

Protože
1

2
m v2

x = q e x , ϕ = − E x + ϕ0 ,

dostáváme zákon zachováńı energie ve tvaru

1

2
m v2

x + q ϕ = q ϕ0 .
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Bude-li mı́t částice počátečńı rychlost v0 ve směru osy y, bude řešeńı

x =
1

2

q

m
E t2, y = v0 t

a dráha bude parabolická jako u vodorovného vrhu v t́ıhovém poli

x =
1

2

q

m

E

v2
0

y2 .

V čistě magnetickém poli, které má směr osy z bude pohybová rovnice ve složkách

dvx
dt

=
q

m
vy B ,

dvy
dt

= − q

m
vx B ,

dvz
dt

= 0 .

Pohyb ve směru magnetického pole (osy z) je rovnoměrný, protože v tomto směru magnetické pole
silově nep̊usob́ı:

z = v0z t + z0 .

Soustavu diferenciálńıch rovnic pro složky vx, vy, které jsou provázány, můžeme řešit bud tak, že jednu z
rovnic zderivujeme znovu podle času, vylouč́ıme jednu z funkćı a pro druhou budeme řešit rovnici druhého
řádu, nebo přechodem ke komplexńı rychlosti u = vx + ivy. Vynásob́ıme-li rovnici pro vy imaginárńı
jednotkou i a sečteme obě rovnice, dostaneme

du

dt
+ i

qB

m
u = 0 .

Řešeńım této rovnice je komplexńı funkce

u = C eα t = v0⊥ e−i(δ+ωct) ,

kde ωc je takzvaná cyklotronová frekvence rovná

ωc =
q

m
B . (4.80)

Pro komplexńı rychlost máme

u = v0⊥ cos(ωct+ δ) − i v0⊥ sin(ωct+ δ) , (4.81)

a tedy výsledné řešeńı ve složkách

vx = v0⊥ cos(ωct+ δ) , x = x0 − rc sin δ + rc sin(ωct+ δ)

vy = − v0⊥ sin(ωct+ δ) , y = y0 − rc cos δ + rc cos(ωct+ δ) . (4.82)

Délka rc se nazývá cyklotronový poloměr. Je roven

rc =
v0⊥

ωc
=

m v0⊥

q B
. (4.83)

V homogenńım magnetickém poli koná tedy nabitá částice rovnoměrný kruhový pohyb v rovině kolmé
k magnetickému poli s úhlovou frekvenćı ωc a s poloměrem rc. Na tento pohyb se superponuje rovnoměrný
pohyb ve směru osy z takže výsledná dráha částice má tvar šroubovice, která se ov́ıj́ı kolem magnetické
indukčńı čáry (obr. 4.38).

Je d̊uležité si všimnout, že částice bude rotovat kolem indukčńı čáry v levotočivém smyslu, takže svým
vlastńım indukovaným magnetickým polem bude vněǰśı pole oslabovat. Volné částice (které tvoř́ı např́ıklad
plazma) se tedy chovaj́ı v magnetickém poli jako diamagnetika.
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obr. 4.38 obr. 4.39

obr. 4.40 obr. 4.41

Přejdeme nyńı k situaci. kdy p̊usob́ı současně magnetické a elektrické pole, která jsou navzájem kolmá:
~E = (0, E,O), ~B = (0, 0, B). Pohybová rovnice bude nyńı nehomogenńı:

du

dt
+ i

qB

m
= i

qE

m
.

K obecnému řešeńı homogenńı rovnice (4.81) muśıme přič́ıst ještě zvláštńı řešeńı nehomogenńı rovnice.
Snadno zjist́ıme, že je reálné a rovno

unh = vd =
E

B
, (4.84)

Této veličině ř́ıkáme driftová rychlost. Ve zkř́ıžených elektrickém a magnetickém poli koná tedy částice
jednak pohyb po šroubovici ov́ıjej́ıćı se kolem osy z ve směru magnetického pole a kromě toho se posouvá
ve směru osy x, tedy kolmo jak k magnetickému tak k elektrickému poli (!). Takovému pohybu např́ıč
magnetickým indukčńım čarám ř́ıkáme drift. Všimněme si, že driftová rychlost nezálež́ı ani na znaménku
ani na hmotnosti částice. Superpozićı kruhového a postupného pohybu vzniká trajektorie ve tvaru cykloidy
, př́ıpadně cykloidy zkrácené nebo prodloužené (obr. 4.40).

Drift může být zp̊usoben i jinými silami než elektrickým polem (např́ıklad gravitaćı) a docháźı k němu
i v nehomogenńım magnetickém poli, kolmo ke směru gradientu. V těchto př́ıpadech bude směr driftu
záviset na znaménku elektrického náboje částice.

Pohybuje-li se nabitá částice v nehomogenńım magnetickém poli, chová se jako diamagnetická a je
vytlačována z oblasti větš́ı hustoty siločar. Na tomto jevu jsou založena magnetická zrcadla. Pohybuje-
li se částice podél siločáry po šroubovici, bude se v silněǰśım poli jak poloměr tak stoupáńı šroubovice
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obr. 4.42

obr. 4.43 obr. 4.44

zmenšovat, až se částice zastav́ı a začne se pohybovat opačným směrem. Toho se využ́ıvá v otevřených
magnetických nádobách určených k udržeńı horkého plazmatu (viz obr. 4.41). 28

Na pohybu nabitých částic v elektrických a magnetických poĺıch je založeno množstv́ı technických
aplikaćı, zahrnovaných pod souhrnným názvem elektronika. Různě uspořádaná pole umožňuj́ı svazky
nabitých částic fokusovat a vytvářet elektrické a magnetické čočky. Na tom je založena elektronová a
iontová optika. Na obr. 4.42 jsou znázorněny elektrické a magnetické čočky jednak s podélným a jednak s
př́ıčným polem.

Elektrická a magnetická pole umožňuj́ı také separovat částice podle rychlost́ı a vytvářet rychlostńı
filtry. Necht’ se nabitá částice pohybuje rychlost́ı v ze vzdálenosti x0 podél osy x a dopadá na st́ıńıtko
(fotografickou desku) v rovině y, z (obr. 4.43).

Elektrické a magnetické pole mı́̌ŕı rovnoběžně (souhlasně či nesouhlasně) ve směru osy y. Ve směru osy
x nep̊usob́ı na částici žádná śıla a částice dosáhne st́ıńıtka za dobu t = x0/v. Za tuto dobu se odchýĺı ve
směru y pod vlivem elektrického pole a ve směru z pod vlivem magnetického pole. Částice o témž měrném
náboji a r̊uzných rychlostech tedy dopadaj́ı na st́ıńıtko podél paraboly

z2 =
q B2x2

0

2 m E
x .

Této ”metody parabol” použil v r. 1901 W. Kaufmann, když určoval závislost hmotnosti relativistických
elektron̊u na jejich rychlosti. Uspořádáme-li magnetické a elektrické pole vzájemně kolmo, můžeme zvolit

28Na vlastnostech pohybu nabitých částic v nehomogenńım magnetickém a gravitačńım poli je založeno chováńı kosmických
částic slunečńıho větru v zemském magnetickém poli. Zemské magnetické pole má charakter pole dipólu se siločarami
zhušt’uj́ıćımi se u geomagnetických pól̊u. Nabitá částice nemůže pronikat k zemskému povrchu např́ıč siločarám, ov́ıj́ı se
kolem nich a pod vlivem gravitačńıho pole koná drift v rovnoběžkovém směru. Zároveň putuje od pólu k pólu a tam se
vždy odráž́ı jako od magnetického zrcadla. V polárńıch oblastech tak roste koncentrace těchto částic a s t́ım souviśı výskyt
polárńıch zář́ı. Zemská magnetosféra nás tak chráńı před pronikáńım nabitých kosmických částic.
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obr. 4.45

jejich velikosti tak, aby částice o dané rychlosti pohybuj́ıćı se v kolmém směru k oběma poĺım nebyla v̊ubec
odchylována a prolétávala nastavenou štěrbinou (viz př́ıklad 4.6).

Naopak urychĺıme-li částice na stejné rychlosti, budou jejich dráhy v magnetickém poli záviset na
měrném náboji q/m. Toho se využ́ıvá v hmotnostńı spektroskopii a spektrometrii, např́ıklad k analýze izo-
topového složeńı směsi iont̊u. Na obr. 4.45 je znázorněno schema prvńıho spektroskopu, který zkonstruoval
F.W.Aston 1917 a moderněǰśıho spektrometru Dempsterova.

Pohybu nabitých částic v př́ıčném magnetickém poli se využ́ıvá v cyklických urychlovač́ıch, které
umožňuj́ı zkoumat chováńı částic pohybuj́ıćıch se a srážej́ıćıch se při obrovských energíıch. Poloměr kruhové
dráhy částice R v magnetickém poli roste s rychlost́ı. Tak se v cyklotronu pohybuj́ı ionty mezi nástavci
obrovského magnetu ze středu po rozv́ıjej́ıćı se spirále a při přechodu mezerou mezi duanty jsou urychlovány
stř́ıdavým napět́ım o frekvenci ω. Jakmile částice dosáhne obvodu magnetického pole, urychlováńı muśı
skončit. To je nevýhoda cyklotronu. Pokud rychlosti částice nejsou relativistické, z̊ustává doba oběhu,
odpov́ıdaj́ıćı cyklotronové frekvenci, konstantńı. Při dosažeńı relativistických rychlost́ı začne nar̊ustat
hmotnost částice a prodlužovat se doba oběhu. Je-li urychlovaćı napět́ı konstantńıho kmitočtu, částice
začne vypadávat ze synchronismu. Proto nelze na cyklotronu urychlovat relativistické částice.

Synchronizace můžeme dosáhnout t́ım, že budeme snižovat frekvenci urychlovaćıho napět́ı (fázotron
neboli synchrocyklotron), zvyšovat hodnotu magnetické indukce (synchrotron) nebo oboje (protonový
synchrotron neboli synchrofázotron).

Je také možno ponechat frekvenci i magnetické pole a vynechávat postupně jednu, dvě, tři atd urychlo-
vaćı periody (mikrotron). Existuje též indukčńı urychlovač (betatron) s rostoućı magetickou indukćı, kde
urychlováńı vyvolává indukované elektrické pole.

Protože pro relativistické částice se rychlost prakticky rovná rychlosti světla a př́ılǐs se neměńı, t́ım že
u synchrotronu a synchrofázotronu udržujeme konstantńı poměr mezi magnetickou indukćı a hmotnost́ı,
z̊ustává konstantńı i poloměr dráhy. Pak nemuśıme konstruovat magnety o velkých rozměrech nástavc̊u a
poloměr urychlovaćı dráhy může činit deśıtky kilometr̊u. T́ım se také zmenš́ı křivost dráhy a sńıž́ı se ztráty
synchrotronovým zářeńım. Měńıme-li magnetické pole nebo urychlovaćı frekvenci, může být urychlovaćı
cyklus ovšem pouze pulsńı. V následuj́ıćı tabulce porovnáváme r̊uzné typy cyklických urychlovač̊u.
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urychlovač B ω R částice typická energie

CYKLOTRON konst konst rost ionty 25 MeV

FÁZOTRON konst kles rost ionty 680 MeV
SYNCHROTRON rost konst konst elektrony 1 GeV

SYNCHROFÁZOTRON rost kles konst ionty 1 TeV
MIKROTRON konst konst rost elektrony 50 MeV
BETATRON rost - konst elektrony 300 MeV

Mějme nyńı vodič obdélńıkového pr̊uřezu rozložený podél osy y tak, že jeho hrany jsou orientovány ve
směru x (hrana b) a z (hrana a). Necht’ magnetické pole p̊usob́ı ve směru osy z a elektrické pole lež́ı v
rovině y, z (obr. 4.44). Je zřejmé, že konduktivita (měrná vodivost) σ bude nyńı r̊uzná v r̊uzných směrech
a bude představovat tenzor tvaru

σik =

 σ1 σ2 0
− σ2 σ1 0

0 0 σ


Magnetické pole neovlivňuje pohyb nabitých částic v podélném směru a složka vodivosti ve směru osy

z bude

jz = σ Ez , σ =
q2n

2mν

(viz (3.33)).
Podél osy y poteče tzv. př́ımý proud, pro nějž plat́ı 29

jy = σ1 Ey , σ1 =
σ

1 + ω2
c

ν2

Podél osy x, např́ıč magnetickému i elektrickému poli teče tzv. Hall̊uv proud, pro nějž plat́ı

jx = σ2 Ey , σ2 =
σ ωc

ν

1 + ω2
c

ν2

.

Hall̊uv proud kolmý k magnetickému i elektrickému poli je nám už známý drift částic po cykloidách.
Je sṕı̌se otázka, jak v̊ubec může téci př́ımý proud. Ukazuje se, že je to umožněno srážkami částic. Je-li
částice v klidu, magnetické pole na ni nep̊usob́ı a elektrické ji posune v př́ımém směru. Na pohybuj́ıćı se
částici začne však okamžitě p̊usobit pole magnetické a částice začne driftovat v př́ıčném směru. Při daľśı
srážce se částice zastav́ı a pod vlivem elektrického pole se opět posune v př́ımém směru (obr. 4.46).

Pro vodivost v daném směru je tedy rozhoduj́ıćı poměr cyklotronové frekvence, která vyjadřuje vliv
magnetického pole a srážkové frekvence. Je-li ωc/ν � 1, bude σ1 ≈ σ, σ2 ≈ σ a magnetické pole ovlivńı
vodivost jen málo. Naopak při ωc/ν � 1 bude σ1 � σ2 � σ a vodivost v př́ımém směru silně poklesne.

Předpokládejme nyńı, že vodič je v poměrně slabém magnetickém poli a teče j́ım stacionárńı proud
I = jab = nquab. V př́ıčném směru x p̊usob́ı na nosiče náboje śıla F = quB = qEt, kde Et je efektivńı
př́ıčné elektrické pole. Na bočńıch stranách vodiče tak vzniká napět́ı

U = E b = u B b =
j

nq
B b =

I B

n q a
= K

I B

a
. (4.85)

Toto př́ıčné napět́ı se nazývá Hallovo a jeho vznik Hall̊uv jev. Konstanta K je Hallova konstanta, která
záviśı na materiálu vodiče, můžeme ji určit z proudu, magnetické indukce a Hallova napět́ı a stanovit z ńı
znaménko a měrný náboj nosič̊u náboje. Pro některé vodiče bylo zjǐstěno

29Vztahy mezi jednotlivými složkami vodivosti lze určit následovně. Zavedeme efektivńı elektrické pole ~Eef = ~E + ~u× ~B,
kde ~j = nq~u. Potom ~j = σ ~Eef = σ( ~E + ~j

nq × ~B). Dále rozeṕı̌seme ~j = σEz~z0 + σ1Ey~y0 + σ2Ey~x0 a dosad́ıme do předchoźı
rovnice. Porovnáńım př́ıslušných složek vektor̊u a vyloučeńım Ey dostaneme σ1 = σ − σσ2B

nq , σ2 = σσ1B
nq a uváž́ıme-li, že

σB
nq = ωc

ν , dostaneme složky σ1, σ2.
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obr. 4.46 obr. 4.47

vodič [K C−1.m3]

Cu - 5, 3.10−11

Ag - 8, 9.10−11

Bi - 5, 0.10−7

Zn + 10.10−11

Cd + 6.10−11

Hallova konstanta odpov́ıdá klasické teorii vodivosti u jednomocných kov̊u, má překvapivě velkou ab-
solutńı hodnotu u bismutu a dokonce kladnou u některých dvojmocných kov (děrová vodivost).

Známe-li konstantuK, a změř́ıme-li Hallovo napět́ı, můžeme určit hodnotu magnetické indukce (Hallova
sonda). Hall̊uv jev se využ́ıvá také k separaci kladných a záporných náboj̊u v proudu ionizovaného plynu
v magnetohydrodynamických generátorech (MHD) a vytvářeńı velkých stejnosměrných napět́ı.

Př́ıklady

4.1 Jak se změńı napět́ı U0 mezi deskami nabitého kondenzátoru měřené v laboratorńı soustavě, začne-li
se kondenzátor pohybovat rychlost́ı v = 0, 8 c ve směru a) kolmém na desky, b) rovnoběžném s deskami.

[U = 0, 6 U0, U = 1, 67 U0]

4.2 V urychlovači let́ı náboje o vlastńı hustotě ρ′ = 10−4 C.m−3 rychlost́ı v = 0, 8c ve směru osy x.
Jakou hustotu proudu naměř́ıme v laboratorńı soustavě?

[4.104 A.m−2]
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4.3 Určete celkovou śılu, kterou bude dlouhý př́ımý vodič protékaný proudem
I1 = 10 A p̊usobit na obdélńıkovou smyčku podle obr. 4.47, j́ıž protéká proud I2 = 5 A.

[3, 5.10−5 N, přitažlivá; 1, 25.10−6 N stlačuje smyčku se stran]

4.4 V prostoru je dáno elektrické a magnetické pole jako Ex = Ey = Ez = 3.104 V.m−1,
Bx = 0, By = −Bz = 5.10−5 T. Najděte souřadnou soustavu, v ńıž B = 0.

[v = vx = − 0, 5 c]

4.5 Př́ımým vodičem protéká proud I = 100 A. Určete elektrické a magnetické pole ~E, ~B, jak se jev́ı
ve vzdálenosti 10 cm od vodiče v souřadné soustavě pohybuj́ıćı se rovnoběžně s vodičem rychlost́ı 0,8 c.

[8.104 V.m−1, 3, 33.10−4 T]

4.6 Jaká výsledná śıla p̊usob́ı na nabitou částici pohybuj́ıćı se rychlost́ı v = E/B ve vzájemně kolmých

elektrickém a magnetickém poĺıch tak, že vektory ~E, ~B, ~v tvoř́ı pravoúhlou pravotočivou soustavu?

[nulová)

4.7 Určete magnetickou indukci ve středu smyčky protékané proudem I ve tvaru kružnice, rovnos-
tranného trojúhelńıka, čtverce, obdélńıka, šestiúhelńıka.

[µ0I
2r
, 18µ0I

4πa
, 2

√
2µ0I
πa

, 2µ0I
√
a2+b2

πab
,

√
3µ0I
πa

]

4.8 Rovnostranný trojúhelńık je sletován z homogenńıho drátu. Ke dvěma vrchol̊um trojúhelńıka je
přiloženo emn. Jaká bude magnetická indukce ve středu trojúhelńıka?

[0]

4.9 Krychle je sletována ze stejných úsek̊u drát̊u. Ke dvěma protilehlým vrchol̊um krychle připoj́ıme
emn. Jaká bude magnetická indukce ve středu krychle?

[0]

4.10 Čtvercovou smyčkou o straně 6 m teče proud 10 A. Určete magetickou indukci v bodě na ose
smyčky ve výšce 4 m nad rovinou smyčky.

[4, 8.10−7 T]

4.11 Nekonečný drát je ohnut do p̊ulkruhu podle obr. 4.48. Určete magnetickou indukci ve středu
p̊ulkruhu.

[µ0(2+π)I
4πr

]

4.12 Uvnitř dlouhého vodiče kruhového pr̊uřezu poloměru 5 mm je vyvrtána válcová dutina o poloměru
0,5 mm, jej́ıž osa procháźı rovnoběžně s osou vodiče ve vzdálenosti a = 3 mm (obr.4.49). Vodičem teče
proud I = 1 A. Jaká bude magnetická indukce v dutině?

[B = µ0j a
2

= 2, 4.10−5 T]
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obr.4.48 obr.4.49

4.13 Elektrický proud I protéká stěnami duté kovové trubky o vnitřńım a vněǰśım poloměru R1, R2.
Jaký bude pr̊uběh magnetické indukce ve stěnách trubky? [

µ0I
2π(R2

2−R
2
1)

(
r − R2

1

r

)]

4.14 Tři rovnoběžné př́ımé vodiče tvoř́ı hrany trojbokého rovnostranného hranolu, jsou navzájem
vzdáleny 10 cm a každým teče proud 20 A stejným směrem. Určete směr a velikost magnetické indukce
na ose hranolu a na ose jedné ze stěn hranolu.

[0, 4, 62.10−5 T]

4.15 Solenoid má délku 30 cm a pr̊uměr 6 cm. Na 1 cm je navinuto 5 závit̊u, drát má odpor 0,01
Ω.m−1 a je připojen k E = 24 V. Jaká bude magnetická indukce uvnitř solenoidu, tlak na bočńı stěnu a
spotřebovávaný výkon?

[5, 2.10−2 T, 1 130 Pa, 2 kW]

4.16 Zemské magnetické pole na severńım pólu má indukci o velikosti B = 6, 2.10−5 T a jej́ı vektor
mı́̌ŕı kolmo k zemi. Určete velikost magnetického dipólového momentu Země a proud, který by musel téci
po rovńıku, aby takový moment vyvolal.

[8, 1.1022 A.m2, 6, 5.108 A]

4.17 Jakou silou se přitahuj́ı dva pólové nástavce magnetu o ploše 10 cm2, je-li v mezeře intenzita
magnetického pole H = 4, 37.106 A.m−1 ?

[12 kN]
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obr. 4.50

4.18 Malý podkovovitý magnet ze železa o obdélńıkovém pr̊uřezu 1 x 0,5 cm unese železné závaž́ı o
hmotnosti 1,2 kg. Určete magnetickou indukci v bĺızkosti čelńıch ploch magnetu.

[0, 55 T]

4.19 Mějme dva malé kotoučky poloměru r = 1 cm a tloušt’ky d = 0, 5 cm z magnetizované látky měrné
hmotnosti ρ = 8 800 kg.m−3, jejichž vektory magnetizace o velikosti M = 8, 4.105 A.m−1 jsou orientovány
ve směru rotačńı osy. V jaké výšce h se bude vznášet jeden kotouček nad druhým, který je upevněn na
podložce? Viz obr. 4.50.

[5,27 cm]

4.20 Elektron vlet́ı do homogenńıho magnetického pole rychlost́ı v = 5.106 m.s−1 a začne se pohybovat
po šroubovici o poloměrur = 5 cm a stoupáńı s=30 cm. Určete velikost magnetické indukce.[

mv
e

(
s2

4π2 + r2
)−1/2

= 4, 1.10−4 T
]

4.21 Deuteron se pohybuje po kružnici o poloměru 40 cm v magnetickém poli
B = 1, 5 T. Určete rychlost, energii a dobu oběhu deuteronu.

[2, 9.107 m.s−1, 8, 7 MeV, 8, 6.10−8 s]
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obr. 5.1 obr. 5.2

5. E L E K T R O M A G N E T I C K É

P O L E

1. Elektromagnetická indukce

Vlož́ıme-li vodič do statického (stacionárńıho) elektrického pole, budou se na jeho povrchu indukovat
elektrické náboje. Tomuto jevu se ř́ıká elektrostatická indukce. Mohli bychom očekávat, že vlož́ıme-li vodič
ve tvaru uzavřené smyčky do vněǰśıho magnetického pole (tj. do pole jiné smyčky protékané stacionárńım
proudem), bude se ve smyčce indukovat elektrický proud. Nic takového se však neděje. Když Faraday
prováděl (1831) experimenty tohoto druhu, všiml si však, že při zapnut́ı a vypnut́ı elektromotorického
napět́ı v prvńı smyčce se objevily krátkodobé proudové impulsy v druhé smyčce. Tak dospěl k objevu
elektromagnetické indukce, která se projevuje u proměnných, nestacionárńıch proud̊u.

Uvažme vodič ve tvaru tyčky orientované ve směru osy x, která se pohybuje kolmo k magnetickému
poli ve směru osy y rychlost́ı ~v (obr. 5.1).

Na volné náboje ve vodiči bude p̊usobit Lorentzova śıla, která uvnitř vodiče vyvolá ekvivalentńı elek-
trické pole

~E = − ~v × ~B .

T́ım dojde k přerozděleńı náboje a polarizaci vodiče. Mohlo by se zdát divné, že uvnitř vodiče p̊usob́ı
elektrické pole a mohli bychom se ptát, co se s t́ımto polem stane v soustavě souřadné spojené s vodičem.
Pak jde o statický vodič a pole uvnitř muśı být nulové. V tomto př́ıpadě však pole skutečně vymiźı, protože
při přechodu ke klidové soustavě vznikne pole ~E = ~v× ~B, které vykompenzuje śılu se strany magnetického
pole. Uvnitř vodiče je pak pole nulové a vně vodiče je pole vytvářeno povrchovým nábojem, který ovšem
existuje v každé vztažné soustavě.

Mějme nyńı uzavřenou smyčku obdélńıkového tvaru (obr. 5.2) v rovině kolmé k magnetickému poli, se
stranou a ve směru osy y a stranou b ve směru osy x pohybuj́ıćı se směrem y rychlost́ı ~v. Bude-li magnetické
pole homogenńı, dojde pouze k přerozděleńı náboj̊u na smyčce. Bude-li však pole ve směru pohybu smyčky
nehomogenńı, bude práce sil magnetického pole p̊usob́ıćıch na náboj podél uzavřené smyčky r̊uzná od nuly:
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∮
l

~F · d~l = q v (B1 −B2) b = E ind q,

kde E ind je indukované elektromotorické napět́ı.
Za časový interval dt se smyčka posune o vzdálenost vdt ve směru osy y. Magnetický indukčńı tok

smyčkou se přitom změńı o
dΦ = (B2 −B1) b v dt .

Porovnáńım obou vztah̊u zjist́ıme, že v obvodu se indukuje elektromotorické napět́ı

E ind = −dΦ

dt
. (5.1)

Vztah (5.1) vyjadřuje Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce. Plat́ı zcela obecně, bez ohledu na
to, jakým zp̊usobem docháźı ke změně indukčńıho toku Φ. Naši úvahu o pohybu smyčky bychom mohli
postupně zobecňovat na libovolný pohyb smyčky obecného tvaru nebo na př́ıpad, kdy smyčka z̊ustává v
klidu a v čase se měńı magnetická indukce. V elektromagnetických stroj́ıch se nejčastěji smyčka otáč́ı v
homogenńım magnetickém poli a t́ım se měńı indukčńı tok.

Důležité je, že indukované elektromotorické napět́ı p̊usob́ı v opačném směru, než změna, která je
vyvolala. Vyjadřuje to znaménko minus v (5.1) a s touto situaćı jsme se vlastně už setkali při studiu
diamagnetismu. Toto pravidlo o směru p̊usobeńı indukovaného emn se nazývá Lenzovo pravidlo.

Uvažme dvě nehybné vodivé smyčky ve vakuu. Necht’ v prvńı (primárńı) smyčce dojde ke změně elek-
trického proudu. Tato změna vyvolá změnu magnetického pole vytvářeného touto smyčkou, a tedy i změnu
indukčńıho toku druhou (sekundárńı) smyčkou. V ńı se pak indukuje emn a začne protékat indukovaný
proud. Ten teče v takovén směru, aby j́ım vytvářené magnetické pole p̊usobilo proti změně indukčńıho
toku (záporná zpětná vazba). Kdyby tomu tak nebylo, změna magnetického pole by se zvětšovala nade
všechny meze. Docháźı tedy k těmto změnám:

dI1

dt
→ dB1

dt
→ dΦ12

dt
→ E ind2 → I2 → B2 .

Zákon elektromagnetické indukce je projevem obecné vlastnosti hmoty, kterou označujeme jako setrvačnost,
a je přirozenou reakćı odporu proti změně. Tato vlastnost zajǐst’uje stabilitu př́ırodńıch proces̊u.

Indukované proudy vznikaj́ı nejen v r̊uzných vodič́ıch, ale i v témže vodiči, dojde-li ke změně mag-
netického toku. V masivńıcvh vodič́ıch se projevuj́ı jako tzv. v́ıřivé neboli Foucaultovy proudy, kterých se
využ́ıvá např́ıklad k tlumeńı oscilaćı pohyblivých část́ı elektrických př́ıstroj̊u. Představuj́ı vlastně mag-
netické třeńı. Existenci v́ı̌rivých proud̊u muśıme brát v úvahu při konstrukci transformátorových jader,
stator̊u a rotor̊u dynam a elektromotor̊u i jinde, kde jsou nežádoućım jevem.

Jev elektromagnetické indukce má i daľśı zaj́ımavý d̊usledek spoč́ıvaj́ıćı v tom, že stř́ıdavé proudy a
elektromagnetické vlny nepronikaj́ı př́ılǐs hluboko do objemu vodič̊u a z̊ustávaj́ı soustředěny v tenké povr-
chové vrstvě. Ř́ıká se tomu skinefekt podle anglického skin = k̊uže. Tak stř́ıdavé proudy protékaj́ıćı vodičem
nejsou rozloženy rovnoměrně po jeho pr̊uřezu, ale protékaj́ı v povrchové vrstvě t́ım tenč́ı, č́ım je frekvence
proudu a konduktivita vodiče vodiče vyšš́ı. Řešeńım Maxwellových rovnic s uvážeńım Faradayova zákona
elektromagnetické indukce (viz např. knihu Sedlák, Štoll: Elektřina a magnetismus) lze určit tloušt’ku této
povrchové vrstvy jako

∆ =

√
2

µ0 ωσ
. (5.2)

Zde ω je úhlová frekvence stř́ıdavého proudu, σ konduktivita vodiče; relativńı permeabilitu vodiče klademe
rovnu jedné.

Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce lze vyjádřit i v diferenciálńım tvaru. Máme∮
l

~E · d~l = − d

dt

∫
S

~B · d~S
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a použijeme-li Stokesovu větu, dostaneme na levé straně plošný integrál rotace ~E, odkud

rot ~E = − ∂ ~B

∂t
. (5.3)

V časově proměnném poli tedy už neńı elektrické pole potenciálńı a je svázáno s polem magnetickým.
Můžeme zase shrnout Maxwellovy rovnice pro časově proměnné pole ve vakuu a srovnat je s rovnicemi
pro stacionárńı pole (4.28). Nyńı máme

div ~E =
ρ

ε0

rot ~B = µ0
~j + ?

rot ~E = − ∂ ~B

∂t
div ~B = 0 . (5.4)

Rovnice pro div ~E (Gauss̊uv zákon) a div ~B považujeme za platné i v př́ıpadě nestacionárńıho pole,

otázkou pouze z̊ustává, zda bude v časově proměnném poli platit rovnice pro rot ~B. Na prvńı pohled
je zřejmá určitá nesymetrie těchto rovnic - rotace elektrického pole záviśı na změně magnetického pole
a dala by se očekávat i obrácená závislost. Máme však k dospozici ještě rovnici kontinuity vyjadřuj́ıćı
zákon zachováńı elektrického náboje, která má pro nestacionárńı proud tvar (3.8). Aplikujeme-li operaci
divergence na Ampér̊uv zákon, dostaneme

div rot ~B = µ0 div ~j = 0.

To ovšem plat́ı jen ve stacionárńım poli, obecně máme

div ~j = − ∂ρ

∂t
.

Zkuśıme tedy nahradit otazńıček v rovnićıch (5.4) a napsat

rot ~B = µ0
~j + α

∂ ~E

∂t
,

kde α je třeba určit porovnáńım s rovnićı kontinuity. Pak máme

div rot ~B = µ0 div ~j + α div
∂ ~E

∂t
= µ0 div ~j +

α

ε0

∂ρ

∂t
= µ0

(
div ~j +

α

ε0µ0

∂ρ

∂t

)
= 0 .

Rovnice kontinuity bude splněna, polož́ıme-li

α = ε0 µ0 =
1

c2
.

T́ım dostáváme soustavu Maxwellových rovnic ve vakuu konsistentńı se zákonem zachováńı náboje pro
časově obecně proměnná, nestacionárńı pole

div ~E =
ρ

ε0

rot ~B = µ0
~j +

1

c2

∂ ~E

∂t

rot ~E = − ∂ ~B

∂t
div ~B = 0 . (5.5)

Nově doplněný člen

µ0 ε0
∂ ~E

∂t
=

1

c2

∂ ~E

∂t
= µ0

~jM (5.6)

vyjadřuje Maxwell̊uv posuvný proud ve vakuu a dospěli jsme k němu pouze na základě teoretické úvahy, bez
odvoláńı na experimentálńı poznatek. Existence tohoto proudu o hustotě ~jM byla skutečně experimentálně
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prokázána až po Maxwellových praćıch a tak byl odhalen zvláštńı druh elektrického, nestacionárńıho
proudu, který neńı spojen s přemist’ováńım náboj̊u.

Př́ıčina toho, proč nebyl pozorován dř́ıve tkv́ı v koeficientu 1/c2, který je velmi malý. Posuvný proud
se tak projev́ı až při velmi rychlých změnách elektrického pole, vysokofrekvenčńıch proudech, kdy také
časová derivace ∂ ~E/∂t je velká. Při pomalých změnách pole, např́ıklad při pr̊umyslových frekvenćıch 50
nebo 60 Hz, můžeme tedy Maxwell̊uv posuvný proud zanedbat a použ́ıvat soustavu rovnic s Ampérovým
zákonem bez otazńıčku v (5.4). Přitom předpokládáme, že magnetické pole z̊ustává úměrné volnému
proudu ~j, že stač́ı sledovat jeho změny. Elektromagnetické pole splňuj́ıćı soustavu rovnic (5.4) nazýváme
kvazistacionárńı. V tomto a následuj́ıćım odstavci se budeme zabývat právě kvazistacionárńımi proudy a
obvody.

Při vysokých frekvenćıch posuvný proud zanedbat nelze a je třeba použ́ıvat kompletńı soustavu Maxwellových
rovnic (5.5). V takovém př́ıpadě docháźı k vyzařováńı elektromagnetických vln. Skutečně, kdybychom
chtěli po obyčejném elektrickém vedeńı přenášet vysokofrekvenčńı proudy, změnilo by se nám toto vedeńı
v anténu. Předpověd’ existence elektromagnetických vln byla jedńım z největš́ıch úspěch̊u Maxwellovy
teorie. Maxwell předevš́ım ustanovil, že světlo je př́ıčné elektromagnetické vlněńı - proto se také v soustavě
Maxwellových rovnic objevila rychlost světla ve vakuu c. Dále zjistil, že soustava rovnic pro elektromag-
netické pole ve vakuu bez náboj̊u a proud̊u, tj při ρ = 0, ~j = 0,

div ~E = 0 rot ~B =
1

c2

∂ ~E

∂t

rot ~E = − ∂ ~B

∂t
div ~B = 0 (5.7)

má netriviálńı řešeńı. Elektromagnetické pole se může odtrhnout od náboj̊u a proud̊u a zač́ıt samostatně
existovat v podobě elektromagnetické vlny. Soustava Maxwellových rovnic tak také nabývá krásné syme-
trie.

Vrát́ıme se ke kvazistacionárńımu poli. Uvažme proudovou smyčku, pro ńıž můžeme definovat in-
dukčnost L. Zavedli jsme ji definićı (4.69) a hraje pro smyčku podobnou úlohu jako kapacita pro nabitý
vodič. Nazýváme ji vlastńı indukčnost́ı smyčky.

Máme-li v prostoru v́ıce smyček, budou vzájemně indukčně provázány svými magnetickými toky a
můžeme opět psát soustavu lineárńıch rovnic vyjadřuj́ıćıch vztahy mezi proudy a magnetickými toky ve
smyčkách, jako u kapacit rovnice (2.47). Potom máme

Φi = Lik Ik . (5.8)

Koeficienty Lik se nazývaj́ı indukčńımi koeficienty, koeficienty s r̊uznými indexy jsou vzájemné indukčnosti,
které někdy označujeme jako Lik = Mik. V soustavě SI měř́ıme indukčnosti v jednotkách henry (H).

Pro vzájemné indukčnosti plat́ı opět věta o vzájemnosti Mik = Mki, kterou můžeme dokázat bud’ z
energetické úvahy (nezálež́ı na pořad́ı v jakém proudy v jednotlivých smyčkách nab́ıhaj́ı) nebo následuj́ıćım
zp̊usobem.

Mějme dvě smyčky jako na obr. 5.3. Indukčńı tok smyčkou můžeme vyjádřit pomoćı vektorového
potenciálu jako

Φ =
∫
S

~B · d~S =
∫
S

rot ~A · d~S =
∮
l

~A · d~l .

Potom podle (4.32)

M12 =
Φ12

I2

=
µ0

4π

∮
l1

∮
l2

d~l1 · d~l2
R

. (5.9)

Výsledek nezáviśı na pořad́ı index̊u 1 a 2, č́ımž je věta o vzájemnosti dokázána.

Indukčnost můžeme definovat i pomoćı Faradayova zákona (dynamická definice indukčnosti). V i-té
smyčce se indukuje emn

E indi = − dΦi

dt
= −

∑
k

Lik
dIk
dt

.
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obr. 5.3

Pro jednu smyčku tedy

E ind = − dΦ

dt
= − L

dI

dt
. (5.10)

S uvážeńım indukovaného emn bude Ohmův zákon v uzavřeném obvodu zńıt

E = R I + L
dI

dt
(5.11)

a Joule̊uv zákon

E I = R I2 + L I
dI

dt
, (5.12)

kde pod R jsme zahrnuli i vnitřńı odpory zdroj̊u. Část výkonu emn se tedy nevratně měńı v tepelnou energii
a část se spotřebovává na kompenzaci změn indukčńıho toku. Protéká-li smyčkou stacionárńı proud, musel
postupně nar̊ustat od nulové hodnoty a část práce vněǰśıho zdroje se měnila v energii magnetického pole
smyčky. Ke zvětšeńı indukčńıho toku o dΦ bylo třeba vykonat práci dA = IdΦ, takže celková práce k
vytvořeńı magnetického pole smyčku je rovna

W =
∫

L I
dI

dt
dt =

∫ I

0
L I dI =

1

2
L I2 =

1

2
I Φ . (5.13)

Urč́ıme-li celkovou energii magnetického pole vyvolaného proudem ve smyčce můžeme pak jej́ı indukčnost
stanovit podle (5.13).

Také energii soustavy proudových smyček můžeme určit integrováńım hustoty energie magnetického
pole ( 4.36) v celém prostoru:

W =
1

2

∑
i

Ii Φi =
1

2

∑
i

Ii

∫
Si

~Bi · d~Si =
1

2

∑
i

Ii

∫
Si

(rot ~Ai) · d~Si =

=
1

2

∑
i

Ii

∮
li

~A · d~li =
1

2

∑
i

∫
Vi

( ~Ai · ~ji) dVi =
1

2

∫
∞

( ~A · ~j) dV =

=
1

2µ0

∫
∞

~A · rot ~B dV =
1

2µ0

∫
∞

div ( ~B × ~A) dV +
1

2µ0

∫
∞

~B · rot ~A dV =

=
1

2µ0

∫
S→∞

~B × ~A · d~S +
1

2µ0

∫
∞
B2 dV =

∫
∞
wm dV . (5.14)

Objemové integrováńı jsme rozš́ı̌rili z objemů smyček na celý prostor - pokud v něm neteče proud je jeho
př́ıspěvek k ~A · ~j nulový. Při rozṕınámı́ plochy S do nekonečna jsme brali v úvahu, že pole ~B klesá jako
1/r2 a vektorový potenciál jako 1/r, takže plošný integrál jde k nule.
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obr. 5.4

1. Silové účinky magnetického pole na pohybuj́ıćı se vodič

Mechanické účinky spojené s elektromagnetickou indukćı jsou základem elektromotor̊u. Na obr. 5.4
je pohyblivý vodič hmotnosti m ,který může volně klouzat po dvou nekonečných vodivých kolejnićıch v
rovině kolmé k magnetickému poli. Pro jednoduchost zanedbáme odpor vodiče a část́ı kolejnic vytvářej́ıćıch
smyčku.

Necht’ v obvodu p̊usob́ı konstantńı emn E tak, že obvodem protéká proud I proti směru hodinových
ručiček. Na pohyblivý vodič přitom p̊usob́ı śıla o velikosti

F = I b B = m
dv

dt

a tento vodič se začne pohybovat proměnnou rychlost́ı v(t). Při pohybu se měńı indukčńı tok smyčkou a
vzniká v něm indukované napět́ı −bBv(t). Z Ohmova zákona

I(t) =
1

R
[E − b B v(t)]

a dosad́ıme-li za I z výrazu pro śılu, dostaneme nehomogenńı rovnici pro v(t):

dv

dt
+

B2b2

mR
v =

EBb
mR

.

Jej́ı řešeńı je

v(t) =
E
Bb

(
1 − e−

B2b2

mR
t
)
.

Rychlost vodiče tedy postupně poroste k ustálené hodnotě v∞ = E/Bb. Celkový výkon emn je

E I = R I2 + I B b v .

Spotřebuje se jednak na ohmické ztráty, jednak na pohon vodiče. Vznikl lineárńı motor, který ovšem
nemůže pracovat trvale.

Můžeme si představit opačnou situaci, kdy v obvodu emn nep̊usob́ı, ale vněǰśı śıla pohybuje vodičem.
Má-li se vodič pohybovat konstantńı rychlost́ı, je třeba, aby tato śıla byla kompenzována silou magnetickou,
tj. byla rovna

F = −I B b = −E
indBb

R
=

B2b2

R
v .

Potom vznikne elektrický generátor a v něm bude vznikat indukované napět́ı

E ind = −FR
bB

,
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obr. 5.5

pokud ovšem délka kolejnic dovoĺı pokračovat v pohybu.

2. Indukčnost solenoidu

Na obr. 5.5 je znázorněn solenoid konečné délky l a poloměru R.
Pokud zanedbáme okrajové efekty a budeme považovat pole v solenoidu za homogenńı, můžeme určit

jeho indukčnost bud’ pomoćı statické definice, dynamické definice nebo z energie nahromaděné v solenoidu.
Indukčńı tok pr̊uřezem solenoidu

Φ = B S = µ0 I n.πR
2

muśıme brát jako N -násobný, kde N je celkový počet závit̊u. Tak dostaneme

L =
N Φ

I
= µ0 n V

N

l
= µ0 n

2 V .

Zde V je objem solenoidu a n počet závit̊u na jednotku délky. Týž výsledek bychom pochopitelně dostali
ze vztahu L = 2W/I2, kde W je celková magnetická energie v objemu solenoidu. Přesný výpočet s ohledem
na okrajové efekty dává

L = k µ0 n
2 V, kde k = 1− 8R

3πl
+
R2

2l2
− R4

4l4
.

3. Vlastńı indukčnost př́ımých vodič̊u

Chcemeli určit vlastńı indukčnost připadaj́ıćı na jednotku délky nekonečného př́ımého vodiče protékaného
proudem I, můžeme postupovat tak, že v axiálńı rovině plošný pás jednotkové š́ı̌rky vycházej́ıćı kolmo z
vodiče a urč́ıme celkový indukčńı tok t́ımto pásem (obr. 5.6).

Tok diferenciálńı ploškou dS bude dΦ = Bdr, a tedy

Ll =
Φl

I
=

µ0

2π

∫ ∞
0

dr

r
.

Tento integrál, jak známo, diverguje při r → 0 i při r →∞. Neńı to chyba př́ırody, ale naše - nekonečně
dlouhé ani nekonečně tenké vodiče neexistuj́ı. Připust́ıme-li, že vodič má konečný pr̊uřez poloměru R,
můžeme určit př́ıspěvek Lli k vlastńı indukčnosti d́ıky indukčńımu toku uvnitř plného vodiče. Tam je
magnetická indukce

B =
µ0 I r

2π R2
.
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obr. 5.6 obr. 5.7

Je-li vodič dutý, je v něm magnetické pole nulové a tato část vlastńı indukčnosti (nazýváme ji vnitřńı
indukčnost́ı) odpadá. Indukčńı tok ploškou ve vodiči ve vzdálenosti r < R od osy obeṕıná ovšem jen část
proudu rovnou r2/R2-tině celkového proudu. Muśıme tok proto brát jako r2/R2 -násobný. Potom vnitřńı
indukčnost vodiče na jednotku délky bude

Lli =
µ0

2π R4

∫ R

0
r3 dr =

µ0

8π
. (5.15)

Pro r → ∞ nemůžeme v př́ıpadě jednoho nekonečného vodiče divergenci integrálu odstranit. Je to
t́ım, že i v př́ıpadě že proud přicháźı a odcháźı z nekonečna, muśı, lidově řečeno, j́ıt jednou tam a jednou
zpátky. Má tedy smysl uvažovat indukčnost dvojlinky na jednotku délky (obr. 5.7). Pak stač́ı uvažovat
tok pásem jednotkové š́ı̌rky mezi oběma vodiči; po stranách dvojlinky se toky obou vodič̊u vyruš́ı. Je-li l
vzdálenost os obou vodič̊u a R jejich poloměr, a jsou-li vodiče duté, dostaneme

Ll =
µ0

2π

( ∫ l−R

R

dr

r
+
∫ l−r

R

dr

l − r

)

a provedeme-li v druhém integrálu substituci l − r = s, dostaneme

Ll =
µ0

2π

( ∫ l−R

R

dr

r
+
∫ l−R

R

ds

s

)
,

neboli

Ll =
µ0

π
ln
l −R
R

. (5.16)

Nejsou-li vodiče duté, je třeba přič́ıst ještě vnitřńı indukčnost (5.15) od každého vodiče, tj. µ0/4π.
Připomeneme-li si výraz pro kapacitu dvojlinky na jednotku délky (2.56), zjist́ıme, že plat́ı

Ll Cl = ε0 µ0 =
1

c2
. (5.17)

4. Vlastńı indukčnost koaxiálńıho kabelu

Mějme koaxiálńı kabel tvořený dvěma dutými vodiči o poloměrech R1 < R2, takže magnetické pole je
soustředěno v prostoru mezi vodiči. Energii tohoto pole připadaj́ıćı na jednotku délky urč́ıme jako

Wl =
1

2µ0

∫
V
B2 dV =

1

2µ0

∫ R2

R1

B2 2π r dr =
µ0 I

2

4π

∫ R2

R1

dr

r
=

µ0 I
2

4π
ln
R2

R1

.
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obr. 5.8

Indukčnost bude tedy

Ll =
2 Wl

I2
=

µ0

2π
ln
R2

R1

. (5.18)

Nebude-li vnitřńı vodič dutý, přičte se vnitřńı indukčnost (5.15). Srovnáńım s kapacitou na jednotku
délky (2.55) zjist́ıme, že opět plat́ı (5.17).

5. Vlastńı indukčnost kruhové smyčky

Máme určit indukčnost kruhové smyčky protékané proudem. Vı́me již, že smyčku nebudeme moci
považovat za nekonečně tenkou, nýbrž muśıme j́ı připsat konečný pr̊uřez o poloměru R � r, kde r je
poloměr smyčky. K určeńı vlastńı indukčnosti bychom měli určit celkový indukčńı tok plochou ohraničenou
osovou kružnićı smyčky. Můžeme ji opět rozdělit na indukčnost vnitřńı a vněǰśı. Vnitřńı indukčnost je
spojena s tokem mezikruž́ım plochy πR(2r−R) uvnitř vodiče a vněǰśı s tokem plochou kruhu o poloměru
r −R.

U vnitřńı indukčnosti dostáváme z (5.15)

Li =
µ0

8π
. 2π r =

µ0 r

4
.

Pokud jde o vněǰśı indukčnost, museli bychom znát pr̊uběh magnetického pole na celé kruhové ploše
ohraničené smyčkou. Protože vně smyčky můžeme považovat proud za tekoućı po nekonečně tenké osové
kružnici, je úloha ekvivalentńı výpočtu vzájemné indukčnosti dvou tenkých koncentrických kruhových
smyček o poloměrech r a r−R. Výpočet neńı snadný, vede na eliptické integrály a lze jej naj́ıt např́ıklad
v knize Petrž́ılka, Šafrata: Elektřina a magnetismus. Jako přibližný výsledek dostáváme

Le = µ0 r
(

ln
8r

R
− 7

4

)
.

6. Vzájemná indukčnost dvou smyček a ćıvek

Mějme dvě souosé kruhové smyčky o poloměrech R2 � R1, jejichž středy jsou vzdáleny o výšku h (obr.
5.8).
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Magnetické pole na ose velké smyčky

B =
1

2
µ0 I1

R2
1

(R2
1 + h2)3/2

můžeme považovat v ploše malé smyčky přibližně za homogenńı, takže vzájemná indukčnost bude

M12 =
πµ0

2

R2
1 R

2
2

(R2
1 + h2)3/2

.

Budou-li smyčky v téže rovině, dostaneme

M12 =
µ0 S2

2 R1

.

Mějme nyńı dvě ćıvky o poloměrech R1, R2, počtech závit̊u na jednotku délky n1, n2 a výškách l1, l2.
Uvažme dva př́ıpady:

a) Obě ćıvky maj́ı stejné rozměry, jsou dostatečně dlouhé a navinuty na společném jádře, takže indukčńı
tok jimi procházej́ıćı je totožný. Obě ćıvky se lǐśı pouze počtem závit̊u, takže pro jejich vlastńı a vzájemné
indukčnosti plat́ı:

L1 = µ0 n
2
1 V, L2 = µ0 n

2
2 V, M12 = µ0 n1 n2 V ,

takže
M12 =

√
L1 L2 . (5.19)

Uvedený výraz představuje nejvyšš́ı možnou hodnotu vzájemné indukčnosti dvou ćıvek, když je jejich
indukčńı vazba nejtěsněǰśı.

b) Prvńı ćıvka je dostatečně dlouhá, druhá o mnohem menš́ım poloměru je do ńı koaxiálně zasunuta.
Pak dostaneme

M12 = µ0 n1 n2 V2 .

7. Transformátor

Prozkoumejme bĺıže vztah mezi vlastńımi a vzájemnými indukčnostmi dvou ćıvek. Zanedbáme-li jejich
ohmické odpory a předpokládáme-li, že v primárńı ćıvce p̊usob́ı emn E1, dostaneme pro obvody obou ćıvek

E1 − L1
dI1

dt
− M12

dI2

dt
= 0, L2

dI2

dt
+ M21

dI1

dt
= 0.

Vyjádř́ıme-li z druhé rovnice dI2/dt a označ́ıme vzájemnou indukčnost prostě M , dostaneme

E1 − L1

(
1− M2

L1 L2

)
dI1

dt
= 0 .

V prvńı smyčce tedy p̊usob́ı efektivńı vlastńı indukčnost

Lef = L1 ( 1 − k2 ) , k =
M√
L1 L2

.

Veličinu k nazýváme činitelem vazby mezi smyčkami; je roven maximálně 1.

Indukčně vázaných ćıvek se použ́ıvá v transformátoru, kde jsou ćıvky uspořádány jako v př́ıpadě a)
předchoźı úlohy. Potom zřejmě L1/M = M/L2 = n1/n2. Necht’ je v obvodu primárńı ćıvky zapojen odpor
R1 a p̊usob́ı zde stř́ıdavé emn E(t), v obvodu sekundárńı ćıvky odpor R2. Potom plat́ı

E1(t) − L1
dI1

dt
− M

dI2

dt
= R1 I1 , − L2

dI2

dt
− M

dI1

dt
= R2 I2 .
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a) b)

obr. 5.9

V sekundárńım obvodu rozlǐśıme tři př́ıpady:

a) R2 →∞, transformátor naprázdno. Potom I2 = 0 a na svorkách sekundárńı ćıvky zjist́ıme induko-
vané napět́ı, které má při malém odporu R1 velikost

E ind2 =
n2

n1

E1 .

b) R2 = 0, transformátor nakrátko. Z rovnice pro sekundárńı obvod plyne

I2 = − L1

M
= − n1

n2

I1 .

c) R2 6= 0, malý. Proud v sekundárńım obvodě bereme jako v př́ıpadě transformátoru nakrátko a
dosazeńım dI2/dt do rovnice pro primárńı obvod dostaneme rovnici

E1 − L1 ( 1 − k2 )
dI1

dt
=

(
R1 +

n2
1

n2
2

R2

)
I1 .

V primárńım obvodu tedy p̊usob́ı efektivńı indukčnost a efektivńı odpor.

2. Kvazistacionárńı obvody

Nejdř́ıve prozkoumáme takzvané přechodové stavy v elektrických obvodech, které nastávaj́ı při zapnut́ı
a vypnut́ı zdroje emn. Na obr. 5.9 jsou znázorněny RC obvod (s odporem a kondenzátorem v sérii) a LC
obvod (s odporem a ćıvkou v sérii) s přeṕınačem, který umožňuje zapnout a vypnout zdroj konstantńıho
emn.

Je-li U napět́ı a Q náboj na kondenzátoru, potom v RC obvodu při zapojeném emn máme

E − U = R I , Q = C U , I =
dQ

dt

a pro změnu náboje na kondenzátoru máme diferenciálńı rovnici

dQ

dt
+

1

R C
Q =

E
R
.

Obecné řešeńı této rovnice se skládá z obecného řešeńı homogenńı rovnice a partikulárńıho (zvláštńıho)
řešeńı nehomogenńı rovnice:

Q(t) = konst . e−
t

RC + E C .
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obr. 5.10

Konstantu muśıme pak určit vždy z počátečńıch podmı́nek. Nehomogenńı rovnice odpov́ıdá zapnutému
zdroji emn, homogenńı rovnice stavu bez zapojeného emn. Zapneme-li zdroj v okamžiku t = 0, kdy je
kondenzátor nenabitý, poroste na něm náboj (a napět́ı) podle zákona

Q = E C
(

1 − e−
t

RC

)
, U =

Q

C
.

Vypneme-li zdroj v okamžiku t0, kdy bylo na kondenzátoru dosaženo napět́ı U0, bude náboj (a napět́ı)
klesat podle zákona

Q = U0 C e−
t−t0
RC .

Tento pr̊uběh změny náboje na kondenzátoru při jeho nab́ıjeńı a vyb́ıjeńı vid́ıme na obr. 5.10.
Vid́ıme, že napět́ı na kondenzátoru nab́ıhá a klesá s charakteristickou dobou τC = RC, které ř́ıkáme

časová konstanta obvodu. Při vyb́ıjeńı kondenzátoru klesne za tuto dobu napět́ı na 1/e-tinu. To je třeba
mı́t na paměti - kondenzátory o velké kapacitě zkratované přes značný odpor potřebuj́ı dostatečný čas k
tomu, aby napět́ı na nich pokleslo na bezpečnou hodnotu.

Charakteristický tvar napět’ového pulsu na obr. 5.10 může být využit v impulsové technice; vhod-
nou volbou parametr̊u obvodu můžeme takto generovat pulsy trojúhelńıkového nebo pilovitého pr̊uběhu.
Podotkněmě, že pilovitá napět́ı potřebujeme např́ıklad k rozmı́táńı elektronového paprsku na televizńı
obrazovce.

Pr̊uběh proudu v obvodu dostaneme snadno zderivováńım náboje podle času; při nab́ıjeńı a vyb́ıjeńı
tak máme:

I =
dQ

dt
=
E
R

e−
t

RC , I = − U0

R
e−

t−t0
RC .

Pr̊uběh proudu vid́ıme na obr. 5.11.

Podobně bychom mohli analyzovat poměry v RL obvodu. Pak bychom řešili diferenciálńı rovnici

dI

dt
+

R

L
I =

E
L

s výsledkem při zapnut́ı a vypnut́ı emn

I =
E
R

(
1 − e−

R
L
t
)
, I = I0 e−

R
L

(t−t0) .

Vid́ıme, že tentokrát časový pr̊uběh proudu odpov́ıdá časovému pr̊uběhu náboje u RC obvodu na obr. 5.10
s časovou konstantou τL = L/R.
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obr. 5.11

Přejdeme nyńı k sériovému RLC obvodu. Plat́ı v něm

E − U − L
dI

dt
= R I , I =

dQ

dt
= C

dU

dt
.

Nejvhodněǰśı zřejmě bude vyjádřit z těchto vztah̊u diferenciálńı rovnici pro U :

d2U

dt2
+

R

L

dU

dt
+

1

LC
U =

E
LC

. (5.20)

To je ale rovnice pro vynucené kmity harmonického oscilátoru, kterou jsme v mechanice zapisovali ve
tvaru

d2x

dt2
+ 2 δ

dx

dt
+ ω2

0 x = f .

Přitom jsme označili vlastńı frekvenci obvodu

ω0 =
1√
LC

(5.21)

(tzv. Thomson̊uv vzorec), dekrement útlumu

δ =
R

2L
(5.22)

a frekvenci
ω =

√
ω2

0 − δ2 . (5.23)

Uvažme napřed řešeńı homogenńı rovnice, kdy emn E = 0. V př́ıpadě slabého útlumu (δ2 − ω2
0 < 0) se

bude napět́ı v obvodu měnit harmonicky podle zákona

U(t) = U0 e−δt sin(ωt+ ϕ0)

Amplitudu U0 a fázovou konstantu ϕ0 muśıme ovšem určit z počátečńıch podmı́nek. Proud I najdeme jako

I(t) = C
dU

dt
= C U0 e−δt [− δ sin(ωt+ ϕ0) + ω cos(ωt+ ϕ0)] =

=
CU0ω

sinα
e−δt [sin(ωt+ ϕ0) cosα + cos(ωt+ ϕ0) sinα] =
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= I0 e−δt sin(ωt+ ϕ0 + α) .

Přitom jsme zavedli veličinu α, která vyjadřuje fázový rozd́ıl mezi napět́ım a proudem v obvodu vztahem

cotg α = − δ

ω
.

Při nulovém útlumu je cotg α = 0 a proud je posunut v̊uči napět́ı právě o π/2. Obvod přitom kmitá na
vlastńı frekvenci ω = ω0. Při kritickém útlumu (δ = ω0) a silném útlumu (δ2−ω2

0 > 0) nastává aperiodický
režim a napět́ı i proud v obvodu klesaj́ı exponenciálně k nule.

Necht’ nyńı v obvodu p̊usob́ı harmonické emn E = E0 cos Ωt. Amplituda vynucuj́ıćı śıly je tedy f0 =
E0/LC. Potom muśıme řešit nehomogenńı rovnici pro vynucené kmity, které je součtem obecného řešeńı
homogenńı rovnice a partikulárńıho řešeńı nehomogenńı rovnice. Řešeńı homogeńı rovnice je vždy tlu-
meno a brzy klesne k nule. Obvod začne oscilovat na frekvenci vynucených kmit̊u Ω bez útlumu. Energie
pohlcovaná na odporu bude dodávana zdrojem emn. Máme tak řešeńı

U(t) = U0 sin(Ω t + ϕ0),

kde amplitudu kmit̊u U0 a fázovou konstantu ϕ0 můžeme naj́ıt stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě vynu-
cených kmit̊u mechanického oscilátoru. Dostaneme tak

tg ϕ0 =
ω2

0 − Ω2

2δ Ω
=

1

R

(
1

Ω C
− Ω L

)
, (5.24)

U0 =
f0√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4δ2Ω2

=
E0

LC

1√
1 + tg2 ϕ0

=
E0

RCΩ
cosϕ0 . (5.25)

Pro proud dostaneme

I(t) = C
dU

dt
= C U0 Ω cos(Ωt+ ϕ0) = I0 cos(Ωt+ ϕ0) , (5.26)

takže amplituda proudu je

I0 = C U0 Ω =
E0

R
cosϕ0 . (5.27)

Proud a napět́ı na kondenzátoru jsou tedy vzájemně posunuty o π/2 a proud je posunut vzhledem k
emn o ϕ0. Situace je znázorněna na obr. 5.12.

Amplituda napět́ı (a proudu) dosahuje maxima na rezonančńı frekvenci

Ωr =
√
ω2

0 − 2δ2 =

√
1

LC
− R2

2L2
, (5.28)

a to

U0max =
f0

2 δ
√
ω2

0 − δ2
=

E0

RC
√

1
LC
− R2

4L2

. (5.29)

Při Ω = 0 nastává statická výchylka U0st = f0/ω
2
0. Tangens ϕ0 se měńı od π/2 do −π/2 a při rezonanci je

roven nule. To je rezonance v amplitudě.
Pokud jde o rezonanci v energii, muśıme určit závislost I2

0 na Ω. Pro energii nahromaděnou v obvodu
máme

W =
1

2
L I2

0 =
E2

0 Ω2

2L[ ( ω2
0 − Ω2 )2 + 4 δ2Ω2 ]

. (5.30)

Maximum energie v rezonanci odpov́ıdá

Wmax =
E2

0

8Lδ2
.
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obr. 5.12 obr. 5.13

Z rezonančńı křivky v energii (obr. 5.13) můžeme určit dekrement útlumu. Z mechaniky v́ıme, že š́ı̌rka
této rezonančńı křivky v polovině výšky je rovna právě 2 δ. Činitel jakosti obvodu je pak roven

Q =
ω0

2 δ
=

1

R

√
L

C
. (5.31)

Zbývá vyšetřit otázku, jaký výkon vyv́ıj́ı zdroj emn v RLC obvodu. Okamžitý výkon, závislý na čase
je

P = E I = E0 I0 cos Ωt cos(Ωt+ ϕ0) = E0 I0 ( cos2 Ωt cosϕ0 − cos Ωt sin Ωt sinϕ0 ) .

Prvńı člen se nazývá výkon činný, druhý výkon jalový. Vystředujeme-li totiž okamžitý výkon v čase, druhý
člen vymiźı a prvńı dá

< P > =
1

2
E0 I0 cosϕ0 = Eef Ief cosϕ0 . (5.32)

Zavedli jsme efektivńı hodnoty emn a proudu Eef = E0/
√

2, Ief = I0/
√

2. Veličinu cosϕ0 nazýváme
účińık. Je-li účińık roven jedné, lze tedy středńı výkon určit jako součin efektivńıch hodnot emn a proudu.
Jinak zálež́ı i na př́ıtomnosti kapacity a indukčnosti v obvodu. Maximálńı výkon je odeb́ırán při rezonanci,
naopak bĺıž́ı-li se ϕ0 k ±π/2, klesá výkon k nule.

Elektrické obvody v nichž p̊usob́ı harmonicky proměnné emn nazýváme stř́ıdavými. Také pro ně můžeme
použ́ıvat Ohmův zákon a Kirchhoffova pravidla a řešit je jako elektrické śıtě. Muśıme však vźıt v úvahu, že
emn a proudy jsou popsány jednak svými amplitudami jednak fázovými konstantami, mohou být vzájemně
fázově posunuty. Sč́ıtáńı vzájemně fázově posunutých sinusových a kosinusových proud̊u a napět́ı by bylo
velmi složité. Nav́ıc předpokládáme, že v celé śıti je jedna společná úhlová frekvence Ω.

Jeden zp̊usob, jak takové śıtě řešit, je přechod ke komplexńım obraz̊um emn a proud̊u nazývaným fázory.
Fázory můžeme přitom znázorňovat v komplexńı rovině vektorovými diagramy. Provedeme přǐrazeńı

A0 cos(Ωt+ α) → A0 eiα = Â .

Lze se přesvědčit, že poč́ıtáńı s goniometrickými funcemi dá touž výslednou amplitudu a fázovou
konstantu jako poč́ıtáńı s fázory. Výsledkem je ovšem komplexńı č́ıslo; chceme-li dostat časový pr̊uběh

dané veličiny, stač́ı vynásobit eiΩt a vźıt reálnou část.
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obr. 5.14 obr. 5.15

obr. 5.16 obr. 5.17

Uvažme výše zkoumaný sériový RLC obvod. Emn a proudu můžeme přǐradit fázory Ê = E0 a Î = I0eiϕ0 .
Pro fázory můžeme napsat Ohmův zákon v komplexńım tvaru jako

Z =
Ê
Î

=
E0

I0

e−iϕ0 = Z0 e−iϕ0 . (5.33)

Komplexńı veličina Z se nazývá impedance obvodu. Podle (5.24) a (5.27) zjist́ıme, že velikost impedance
je

Z0 =
E0

I0

=

√
R2 +

(
ΩL− 1

ΩC

)2

a tangens jej́ıho argumentu

tg α = −tg ϕ0 =
1

R

(
ΩL− 1

ΩC

)
.

Je to tedy komplexńı č́ıslo

Z = R + i X = R + i
(

ΩL − 1

ΩC

)
. (5.34)

Reálnou část impedance R nazýváme rezistance, imaginárńı část X reaktance. Ta se skládá z induktance
ΩL a kapacitance 1/ΩC. Vodivosti odpov́ıdá převrácená hodnota impedance

Y =
1

Z
= G + i S

nazývaná admitance. Jej́ı reálná část G je konduktance a imaginárńı část S susceptance.

1. Paralelńı RLC obvod

Na obr. 5.14 je znázorněn paralelńı RLC obvod.
Při takovém paralelńım zapojeńı se sč́ıtaj́ı admitance:

Y = i Ω C +
1

R + i Ω L
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obr. 5.18 obr. 5.19

Tato admitance je reálná na rezonančńı frekvenci

ω0 =

√
1

LC
− R2

L2

a v ideálńım př́ıpadě R = 0 bude na rezonančńım kmitočtu nulová. V tom př́ıpadě se paralelńı obvod
chová jako nekonečný odpor; všechna energie osciluje v obvodu a neprocháźı dále.

Bude-li obvod zapojen zp̊usoby znázorněnými na obr. 5.15, 5.16, 5.17, budou odpov́ıdaj́ıćı rezonančńı
frekvence rovny

ω0 =

√
1

LC −R2C2
, ω0 =

1√
LC

, ω0 =
1√
LC

.

2. Trojfázový proud

Při přenosu pr̊umyslových stř́ıdavých proud̊u se použ́ıvá trojfázové soustavy. Generátor v elektrárně
produkuje tři stř́ıdavá napět́ı, která jsou fázově posunuta vždy o 2π/3. Uspořádáme-li tato napět́ı do
trojúhelńıka (obr. 5.18) a budou-li amplitudy všech tř́ı napět́ı stejné, bude zřejmě součet jejich fázor̊u
nulový:

Û1 + Û2 + Û3 = 0 .

Urč́ıme proud protékaj́ıćı kterýmkoli vodičem vedeńı. Např́ıklad do vrcholu 3 vtéká větv́ı 2-3 proud Î1 =

I0eiϕ, který se rozděĺı na proud Î2 = I0ei(ϕ+2π/3) ve větvi 3-1 a proud Î = Imaxe
iα vycházej́ıćı vedeńım z

vrcholu 3. Polož́ıme-li ϕ = 0, dostaneme z Kirchhoffova zákona

Î = Î1 − Î2 = I0

(
1 − ei2π/3

)
= I0

√
3 e−iπ/6 ,

a tedy
Imax =

√
3 I0 .

Vektorový diagram skládáńı těchto proud̊u je na obr. (5.19).
Podobně bychom ukázali, že při uspořádáńı do hvězdy (obr. 5.20) bude výsledný proud čtvrtým

(nulovým) vodičem roven nule. Pro napět́ı tentokrát plat́ı vztah Umax =
√

3 U0, takže při efektivńı hodnotě
napět́ı mezi dvěma vrcholy 380 V dostáváme mezi kterýmkoli vrcholem a ”nulákem” 22O V.

3. Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole

V předchoźım odstavci jsme na základě zákona elektromagnetické indukce a zákona zachováńı elek-
trického náboje odvodili kompletńı soustavu Maxwellových rovnic ve vakuu pro vektor intenzity elek-
trického pole a vektor magnetické indukce (5.5). Při řešeńı těchto rovnic vycháźıme z toho, že magnetické

199



obr. 5.20

pole je solenoidálńı (div ~B = 0) a tak můžeme zavést vektorový potenciál vztahem ~B = rot ~A. Dosazeńım
do rovnice elmg indukce dostaneme

rot ~E = − ∂ ~B

∂t
= − rot

∂ ~A

∂t
.

Tedy

rot

 ~E +
∂ ~A

∂t

 = 0 .

Pole ~E sice potenciálńı neńı, ale zato je potenciálńı pole uvedené v závorce. Můžeme proto zavést skalárńı
potenciál ϕ vztahem

~E +
∂ ~A

∂t
= − grad ϕ . (5.35)

Budeme tak řešit soustavu rovnic pro skalárńı a vektorový potenciál ϕ(x, y, z, t), ~A(x, y, z, t) a pak
najdeme vektory poĺı ze vztah̊u

~E = − grad ϕ − ∂ ~A

∂t
, ~B = rot ~A . (5.36)

Dosazeńım do Maxwellových rovnic dostaneme poměrně komplikované vztahy

div

grad ϕ +
∂ ~A

∂t

 = − ρ

ε0

rot rot ~A = µ0
~j − ε0µ0

∂

∂t

grad ϕ +
∂ ~A

∂t

 .

Lze je upravit na

∆ ϕ = − ρ

ε0

− ∂

∂t
div ~A

∆ ~A − ε0µ0
∂2 ~A

∂t2
= − µ0

~j + grad

(
div ~A + ε0µ0

∂ϕ

∂t

)
.

Skalárńı a vektorový potenciál však nejsou určeny jednoznačně a můžeme na ně klást dodatečné
podmı́nky. Můžeme např́ıklad požadovat splněńı Lorentzovy kalibračńı (cejchovaćı) podmı́nky

div ~A + ε0µ0
∂ϕ

∂t
= 0 . (5.37)
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Potom se soustava rovnic pro potenciály drasticky zjednoduš́ı a nav́ıc se obě rovnice stanou symet-
rickými:

∆ ϕ − 1

c2

∂2ϕ

∂t2
= − ρ

ε0

, ∆ ~A − 1

c2

∂2 ~A

∂t2
= − µ0

~j . (5.38)

Zavedeme-li nový operátor zvaný d’Alembertián, který je vlastně zobecněným ”laplasiánem”, vztahem

= ∆ − 1

c2

∂2

∂t2
,

můžeme zapsat rovnice pro potenciály elektromagnetického pole ve velmi jednoduchém a přehledném tvaru

ϕ = − ρ

ε0

, ~A = − µ0
~j . (5.39)

Řešeńım této soustavy nehomogenńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic při zadaných hustotách náboje
a proudu dostaneme potenciály a z nich pak podle (5.36) urč́ıme vektory poĺı. V obecném př́ıpadě to může
být i obt́ıžná úloha.

Najdeme jedno řešeńı Maxwellových rovnic ve vakuu, které popisuje rovinnou elektromagnetickou vlnu.
Na potenciály nalož́ıme podmı́nky div ~A = 0, ϕ = 0, které jsou v souladu s Lorentzovou podmı́nkou.
Dále budeme předpokládat, že všechny veličiny záviśı pouze na souřadnici z (směr š́ı̌reńı rovinné vlny) a

t. Stač́ı tedy hledat pouze vektorový potenciál z d’Alembertovy rovnice ~A = 0, která má tvar

∂2 ~A

∂z2
− 1

c2

∂2 ~A

∂t2
= 0 .

Řešeńım této rovnice je funkce

~A = ~A0 cos(ω t − k z + α),

která představuje rovinnou vlnu š́ı̌ŕıćı se fázovou rychlost́ı

vf =
ω

k
= c . (5.40)

Z podmı́nky div ~A = 0 plyne ∂Az/∂z = 0, Az = konst = 0 (konstantńı nenulové řešeńı nás nezaj́ımá), a
vektorový potenciál je tedy kolmý ke směru š́ı̌reńı vlny z. Můžeme proto v jeho směru zvolit třeba osu x:
~A ≡ (A, 0, 0). Elektrické a magnetické pole vlny tedy bude

~E = − ∂ ~A

∂t
, ~B = rot ~A , (5.41)

a jejich jediné nenulové složky

Ex = ω A0 sin(ω t − k z + α), By = k A0 sin(ω t − k z + α) . (5.42)

Elektrické a magnetické pole se měńı podle téhož harmonického zákona, ve fázi, a všechny tři vektory
~E, ~B, ~k (vektor ~k ve směru š́ı̌reńı vlny nazýváme vlnovým vektorem) tvoř́ı pravotočivou soustavu, jak je
vidět na obr. 5.21. 30

Elektromagnetická vlna přenáš́ı energii W a hybnost ~P a je tedy plně reálným fyzikálńım objektem.
Hustotu toku energie (energii přenesenou za jednotku času jednotkou plochy) nazýváme Poynting̊uv vektor
~S. Zákon zachováńı energie můžeme matematicky vyjádřit jako rovnici kontinuity

∂w

∂t
+ div ~S = 0 . (5.43)

30Elektromagnetická vlna je tedy př́ıčná a pravotočivá. Mohla by vzniknout otázka, zda existuj́ı také levotočivé elektro-
magnetické vlny. Tato otázka však neńı zcela na mı́stě vzhledem k tomu, že magnetická indukce představuje axiálńı vektor.
Přejdeme-li inverźı k levotočivé soustavě souřadnic, změńı vektory ~E a ~k znaménko, zat́ımco vektor ~B nikoli. Vlna se tedy
stane levotočivou. Je ovšem zřejmé, že změna soustavy souřadnic nemůže nic změnit na fyzikálńım charakteru elektromag-
netické vlny, takže oba popisy jsou zcela rovnocenné.
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obr. 5.21 obr. 5.22

Zde w je objemová hustota energie elektromagnetického pole. Tuto hustotu pro pole ve vakuu jsme již
určili jako (4.37). Pomoćı Maxwellových rovnic můžeme zákon zachováńı energie upravit na tvar

∂

∂t

(
ε0 E

2

2
+

B2

2 µ0

)
= ε0

~E · ∂
~E

∂t
+

1

µ0

~B · ∂
~B

∂t
=

=
1

µ0

( ~E rot ~B − ~B rot ~E ) =
1

µ0

div ( ~B × ~E) .

Odtud Poynting̊uv vektor

~S =
1

µ0

~E × ~B = ~E × ~H , (5.44)

Hustota hybnosti přenášené elektromagnetickou vlnou je ~S/c2. Dopadá-li tedy elektromagnetická vlna
kolmo na nějakou plochu a je na ńı zcela pohlcena, předala jednotce této plochy za dobu ∆t zároveň
hybnost obsaženou v objemu c ∆t (obr. 5.22). Vyvinula tedy mechanický tlak

p =
∆P

∆t
=

1

∆t

S

c2
c ∆t =

S

c
. (5.45)

Je-li plocha dokonale odrazivá, bude tlak elektromagnetické vlny dvojnásobný.

Maxwellovy rovnice jsou rovnicemi makroskopickými, vystupuj́ı v nich náboje, proudy a pole měřené
našimi makroskopickými př́ıstroji a mohou být tak př́ımo konfrontovány z experimentem. V minulém sto-
let́ı, když bylo zjǐstěno, že z kov̊u mohou vylétávat elektrony a že látka je vlastně tvořena nabitými
částicemi, vytvořil Lorentz takzvanou elektronovou teorii hmoty. Neznal sice ještě stavbu atomu, ale
představoval si látku jako vakuum, v němž jsou rozloženy a pohybuj́ı se nabité částice. Tyto částice
jsou popsány rozložeńım mikroskopických nábojových a proudových hustot, které ovšem nejsou př́ımo
měřitelné, a tak vznikaj́ı mikroskopická elektrická a magnetická pole podřizuj́ıćı se rovnićım stejného tvaru
jako jsou rovnice Maxwellovy. Rovnice pro mikroskopická, lokálńı pole a hustoty se nazývaj́ı Lorentzovy
rovnice a můžeme je zapsat jako

div ~El =
ρl
ε0

rot ~Bl = µ0
~jl + ε0µ0

∂ ~El
∂t

rot ~El = − ∂ ~Bl

∂t
div ~Bl = 0 . (5.46)

Od Lorentzových rovnic můžeme přej́ıt k rovnićım Maxwellovým tak, že mikroskopické veličiny vystředujeme
přes dostatečně velké prostorové a časové intervaly. U náboj̊u a proud̊u pak muśıme rozlǐsovat veličiny
vázané v látce a veličiny volné. Označ́ıme

< ~El > = ~E , < ~Bl > = ~B , < ρl > = ρ+ ρv , < ~jl > = ~j +~jm +~jp .
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Podle (2.42), (4.54) a (3.10) máme pro vázané náboje, magnetizačńı a polarizačńı proudy

ρv = − div ~P , ~jm = rot ~M, ~jp =
∂ ~P

∂t
.

Zavedeme-li nyńı vektory

~D = ε0
~E + ~P , ~H =

1

µ0

~B − ~M ,

dostaneme

div ~E =
ρ

ε0

+
ρv
ε0

=
ρ

ε0

− div ~P

ε0

odkud po vynásobeńı ε0 máme
div ~D = ρ ,

kde ρ je hustota pouze volných náboj̊u.
Dále

rot ~B = µ0
~j + µ0

~jm + µ0
~jp + ε0 µ0

∂ ~E

∂t
= µ0

~j + µ0 rot ~M + µ0
∂ ~P

∂t
+ µ0 ε0

∂ ~E

∂t
.

Děleńım µ0 dostaneme

rot ~H = ~j +
∂ ~D

∂t
,

kde ~j je hustota pouze volných proud̊u.

Tak dosṕıváme ke konečné podobě Maxwellových rovnic pro obecné elektromagnetické pole v látkovém
prostřed́ı

div ~D = ρ rot ~H = ~j +
∂ ~D

∂t

rot ~E = − ∂ ~B

∂t
div ~B = 0 . (5.47)

Tyto rovnice je třeba doplnit vztahy

~D = ε ~E , ~B = µ ~H , ε0 µ0 =
1

c2

a hraničńımi podmı́nkami
Div ~D = σ Rot ~H = α

Rot ~E = 0 Div ~B = 0 . (5.48)
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obr. 5.23

Př́ıklady

5.1 Dlouhým př́ımým vodičem teče proud I. Určete magnetický indukčńı tok obdélńıkovou smyčkou
umı́stěnou podle obr. 5.23. Vzdaluje-li se smyčka od vodiče rychlost́ı v určete indukované emn.[

µ0Il
2π

ln a2

a1
, µ0I

2π
(a2−a1)lv
a1a2

]

5.2 Dvě dlouhé dokonale vodivé kolejnice jsou od sebe vzdáleny 0,5 m a spojeny odporem 0,2 Ω. Po
nich klouže dokonale vodivá tyč rychlost́ı 4 m.s−1. Kolmo k rovině kolejnic p̊usob́ı magnetické pole 0,5
T. Určete indukované emn, śılu potřebnou k udržeńı konstantńı rychlosti, mechanický a tepelný výkon v
tomto zař́ızeńı.

[1 V, 1,25 N, 5 W, 5 W]

5.3 Určete vlastńı indukčnost a magnetickou energii solenoidu o poloměru 1 cm a délce 50 cm s 6 závity
na 1 cm délky, protéká-li závity proud 1 A.

[71 µH, 3,5.10−5 J]

5.4 Určete vlastńı indukčnost toroidálńı ćıvky malého pr̊uřezu 1 cm2 o poloměru středové kružnice 5
cm, s celkovým počtem závit̊u N=100.

[4.10−6 H]

5.5 Určete vlastńı indukčnost toroidu obdélńıkového pr̊uřezu o vnitřńım poloměru
10 cm, vněǰśım poloměru 20 cm a výšce 5 cm, je-li na něm navinuto 1 000 závit̊u.

[6,93 mH]
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5.6 Kovový kotouč poloměru 10 cm rotuje s frekvenćı 60 Hz kolem osy v homogenńım magnetickém
poli 0,2 T kolmém k rovině kotouče. Najděte potenciálńı rozd́ıl mezi středem a okrajem kotouče. Jaký
bude tento rozd́ıl bez magnetického pole?

[0,377 V, 4,0.10−9 V]

5.7 Čtvercová smyčka o straně 10 cm rotuje v homogenńım magnetickém poli 0,2 T kolem osy rovnoběžné
s rovinou čtverce a kolmé k poli s frekvenćı 50 Hz. V okamžiku t = 0 lež́ı smyčka v rovině kolmé k poli.
Určete závislost indukovaného emn na čase.

[0, 2π sin 100πt]

5.8 Jaké maximálńı emn se může indukovat v ćıvce se 4 000 závity o středńım poloměru 12 cm rotuj́ıćı
s frekvenćı 30 Hz v zemském magnetickém poli o indukci 5.10−5 T?

[1,73 V]

5.9 Dvě ćıvky jsou indukčně vázány vzájemnou indukčnost́ı 5 H. Jak se muśı měnit proud v primárńı
ćıvce, aby se v sekundárńı indukovalo konstantńı emn 1 V? Může se takto indukovat trvale?

[- 0,2 t+ konst, ne]

5.10 Dvě ćıvky maj́ı indukčnosti 0,2 H, 0,3 H a vzájemnou indukčnost 0,1 H. Jaká bude výsledná
indukčnost při zapojeńı těchto ćıvek do série?

[0,7 H nebo 0,3 H, podle zp̊usobu zapojeńı]

5.11 Kondenzátor o kapacitě 0,1 µF s počátečńım napět́ım 1 000 V se vyb́ıj́ı přes odpor 10 Ω. Za jakou
dobu poklesne velikost náboje na kondenzátoru na úroveň jednoho elementrárńıho náboje?

[3, 4.10−5s]

5.12 Kondenzátor o kapacitě 100 µF je nabit na 10 000 V. Vyb́ıj́ıme jej přes odpor
1 kΩ. Za jak dlouho se můžeme kondenzátoru bez nebezpeč́ı dotýkat?

[asi za 0,5 - 1 s, podle naš́ı tělesné nátury]

5.13 Dokažte, že energie rozptýlená na odporu během vyb́ıjeńı kondenzátoru je právě rovna energii,
která byla v kondenzátoru nahromaděna.

5.14 Ćıvka má odpor 100 Ω. Jsou-li př́ıvody ćıvky zkratovány v době, kdy ćıvkou procháźı ustálený
proud, klesne proud v ćıvce na jednu desetinu p̊uvodńı hodnoty za
0,01 s. Jaká je vlastńı indukčnost ćıvky?

[435 mH]

5.15 K nabit́ı akumulátoru je potřeba 20 ampérhodin ustáleného proudu. Za jak dlouho se akumulátor
nabije stř́ıdavým proudem o efektivńı hodnotě 1 A, který usměrńıme dvoucestným usměrňovačem?

[22,2 h]
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5.16 Prostor mezi deskami kondenzátoru je vyplněn dielektrikem o relativńı permitivitě 3 a rezistivitě
108 Ω.m. Určete časovou konstantu kondenzátoru.

[2, 65.10−3s]

5.17 Sériový RLC obvod má vlastńı frekvenci f0=600 kHz, kapacitu 370 pF a odpor 15 Ω. Určete činitel
jakosti obvodu.

[50]

5.18 Sériový obvod má kapacitu 0,1 µF a indukčnost 0,1 H. Jaký muśı být odpor R, aby nastal právě
př́ıpad kritického útlumu?

[2 kΩ]

5.19 Sériový rezonančńı obvod R = 0, 1 Ω, L = 1 H, C = 100 µF je připojen ke zdroji stř́ıdavého
napět́ı o amplitudě 1 V. Jaká bude amplituda napět́ı a proudu při rezonanci?

[1 000 V, 10 A]

5.20 Mějme spotřebič o reálné impedanci R, který při efektivńım napět́ı 120 V vyv́ıj́ı výkon 60 W.
Chceme provozovat tento spotřebič na témž výkonu při efektivńı hodnotě napět́ı 240 V v śıti 50 Hz. Jakou
indukčnost nebo jakou kapacitu bychom museli předřadit?

[1,32 H nebo 7,67 µF]
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S O U S T A V Y F Y Z I K Á L N Í C H

J E D N O T E K

Základem dnešńıch měrových soustav je systém metrický, který se zrodil v obdob́ı Velké francouzské
revoluce. Jednotka metr byla p̊uvodně definována z délky kvadrantu zemského poledńıku jako jeho dese-
timiliontá část a realizována v podobě tzv. archivńıho metru z r. 1799. Bylo to platinové prav́ıtko pr̊uřezu
25 krát 4 mm, které sloužilo jako mı́ra koncová a je dnes uloženo v Louvru. V r.1869 bylo upuštěno
od poledńıkové definice a za metr prohlášena délka prototypu. Nový prototyp zvaný mezinárodńı metr
byl zhotoven r.1889 a představuje kolejničku z platiny a iridia (9:1) o pr̊uřezu 20 krát 20 mm. Vzdálenost
metru je na něm vyznačena dvěma vrypy, je to tedy mı́ra čárková. V roce 1960 byla délka metru stanovena
pomoćı vlnové délky světla až konečně r. 1983 byla přijata dnešńı definice:
metr je délka rovnaj́ıćı se vzdálenosti, kterou uběhne světlo ve vakuu za 1/299 792 458 s. Pokud by se tedy
podařilo dále zpřesnit hodnotu rychlosti světla ve vakuu, z̊ustala by jej́ı č́ıselná hodnota stejná a změnil
by se metr.

Jednotka hmotnosti, kilogram, byla rovněž stanovena pomoćı prototypu. Je j́ım rovnostranný platino
- iridiový válec o pr̊uměru 38 mm a je uložen v Sèvres u Pař́ıže. Byl zhotoven r. 1889 a od té doby se
nepodařilo naj́ıt vhodnou př́ırodńı definici jednotky hmotnosti.

Pokud jde o jednotku času, sekundu, byla p̊uvodně stanovována z astronomických měřeńı, jako 1/86 400
středńıho slunečńıho dne, pak z délky tropického roku a v r.1967 byla sekunda definována jako doba trváńı
9 192 631 770 period zářeńı, které př́ısluš́ı přechodu mezi dvěma velmi jemnými hladinami základńıho stavu
atomu cesia 133.

V roce 1875 byla uzavřena mezinárodńı metrická konvence mezi 17 státy (včetně Rakousko-Uherska),
jejichž počet se od té doby neustále zvětšoval. Československo k ńı přistoupilo jako nový stát 1922. Ne-
jvyšš́ım orgánem konvence je Generálńı konference pro mı́ry a váhy, která se scháźı každé čtyři roky v
Pař́ıži a upravuje otázky jednotek a měřeńı. Otázky jednotek a měřeńı elektrických a magnetických veličin
byly zprvu upravovány na mezinárodńıch elektrotechnických kongresech, z nichž prvńı se sešel v Pař́ıži r.
1881.

Elektrické a magnetické jednotky p̊uvodně navazovaly na soustavu CGS (centimetr - gram - sekunda)
a vycházely ze symetrie Coulombových zákon̊u pro elektrické a magnetické náboje:

F = k1
Q1 Q2

r2
, F = k2

M1 M2

r2
.

Polož́ıme-li zde konstanty k1, k2 rovny jedné a bezrozměrné, dostaneme nezávislé jednotky pro elektrický
a magnetický náboj s týmž rozměrem L3/2M1/2T−1. Intenzitu magnetického pole ~H pak definujeme ana-
logicky intenzitě elektrického pole jako śılu p̊usob́ıćı na jednotkový magnetický náboj.

Vedle Coulombových zákon̊u máme však ještě daľśı silový zákon, podle něhož nekonečný př́ımý vodič
vyvolává v okoĺı magnetické pole o velikosti intenzity

H = k3
2 I

r
.

Tento zákon spojuje elektrické a magnetické veličiny. Protože jednotky těchto veličin byly již určeny volbou
konstant k1, k2, neńı konstanta k3 nezávislá a je možno ji změřit. To učinil Weber a s překvapeńım zjistil,
že tato konstanta je rovna převrácené hodnotě rychlosti světla ve vakuu.

Obecně plat́ı mezi těmito konstantami vztah k1k2/k3 = c2. Můžeme tedy vždy dvě z nich volit a třet́ı
je pak určena. Polož́ıme-li k1 a k3 rovny jedné, dostaneme elektrostatickou soustavu CGSE, polož́ıme-li k2
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a k3 rovny jedné, magnetickou soustavu CGSM, polož́ıme-li k1 a k2 rovny jedné, vyjde nám k3 = 1/c a
dostaneme Gaussovu absolutńı soustavu. Ta se dosud běžně použ́ıvá v zahraničńı fyzikálńı literatuře. Má
tu výhodu, že vektory intenzity elektrického a magnetického pole, elektrické a magnetické indukce maj́ı
v ńı všechny stejný rozměr a nevyskytuj́ı se v ńı nefyzikálńı konstanty ε0 a µ0. Zato se v řadě vzorc̊u,
např́ıklad u magnetické Lorentzovy śıly, objevuje koeficient 1/c.

Protože jednotky napět́ı, proudu a odporu v soustavách CGS neměly vhodnou velikost pro praktické
užit́ı, zavedl mezinárodńı elektrotechnický kongres v Chicagu r. 1893 tazvané praktické jednotky: ohm
jako 109 CGSM, ampér jako 10−1 CGSM a volt jako 108 CGSM. Zároveň definoval i experimentálńı
prototypy těchto jednotek (ohm jako odpor rtut’ového sloupce za definovaných podmı́nek, ampér jako
proud, který při elektrolýze vylouč́ı z roztoku dusičnanu stř́ıbrného určité množstv́ı stř́ıbra a volt jako
určitou část napět́ı Westonova článku). Součin voltu a ampéru dává jednotku výkonu jeden watt rovný
107 jednotek výkonu CGS. Aby se dosáhl soulad mezi těmito praktickými elektrotechnickými jednotkami
a mechanickými jednotkami, přešlo se od soustavy CGS k soustavě MKS (metr - kilogram - sekunda), kde
je jednotkou výkonu právě watt.

V roce 1882 navrhl Heaviside takzvanou racionalizaci elektrických a magnetických jednotek (vlastně
normováńı toku siločar na jednotku prostorového úhlu) a konstanty k1, k2 dostaly tvar

k1 =
1

4πε0

, k2 =
1

4πµ0

.

Pokud by elektrický a magnetický náboj byly skutečně dvě nezávislé veličiny, bylo by možno nezávisle
volit konstanty ε0, µ0 a t́ım určit soustavu jednotek. V Gaussově absolutńı soustavě by stačilo zvolit
ε0 = µ0 = 1/4π. Protože se však ukázalo, že magnetický náboj je vázán s nábojem elektrickým a pro
konstanty ε0, µ0 plat́ı vztah (4.10), můžeme vlastně volit jen jednu konstantu.

A tak Generálńı konference v roce 1948 rozhodla položit µ0 = 4π.10−7 m.kg.s−2A−2 a definovat tak jako
základńı jednotku pro elektromagnetické veličiny ampér (viz definice na str. 146). T́ım vznikla soustava
MKSA. Později byly doplněny základńı veličiny z daľśıch oblast́ı fyziky, a to jednotka teploty kelvin (jako
273,16tá část termodynamické teploty trojného bodu vody, 1954), jednotka sv́ıtivosti kandela (jako sv́ıtivost
zdroje, který vyśılá monochromatické zářeńı frekvence 540.1012 Hz a jehož zářivost v daném směru čińı
1/683 watt̊u na steradián, 1979) a jednotka látkového množstv́ı mol (jako látkové množstv́ı soustavy, která
obsahuje právě tolik elementárńıch jedinc̊u, kolik je atom̊u v 0,012 kg uhĺıku 12, 1971).

V roce 1960 přijala Generálńı konference soustavu MKSA doplňovanou o daľśı jednotky jako ucele-
nou soustavu fyzikálńıch jednotek pod názvem le Système International d’Unités (SI), která je postupně
uzákoňována v daľśıch zemı́ch. U nás byla zavedena zákonem z r. 1962 a včleněna do norem. Soustava SI
neńı ovšem uzavřena, každé čtyři roky se scháźı Generálńı konference a vnáš́ı daľśı změny a upřesněńı.
I když je otázka soustavy fyzikálńıch jednotek jistě d̊uležitá, neńı na druhé straně třeba ji přeceňovat.
Jestliže při řešeńı nějakého fyzikálńıho problému se ukáže výhodněǰśı použ́ıt jednotek jiných, fyzik neváhá
to učinit. Jedna věc jsou totiž zákony a normy lidské, které mohou být na konferenćıch měněny, jiná věc
jsou zákony př́ırodńı, které měněny být nemohou.

Uvedeme přehled nejd̊uležitěǰśıch mechanických a elektromagnetických fyzikálńıch veličin a jejich jed-
notek. V posledńım sloupci uvád́ıme převodńı koeficient k mezi soustavou SI a soustavou Gaussovou
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veličina rozměr jednotka k

frekvence T−1 Hz -
rychlost LT−1 m.s−1 -
zrychleńı LT−2 m.s−2 -

hybnost LMT−1 kg.m.s−1 -
śıla LMT−2 N -
tlak L−1MT−2 Pa -
energie L2MT−2 J -
výkon L2MT−3 W -
proud I A 3.109

náboj TI C 3.109

intenzita el. pole LMT−3I−1 V.m−1 1/3.104

potenciál, emn L2MT−3I−1 V 1/300
el. indukce L−2TI C.m−2 12π.105

el. indukčńı tok TI C 12π.109

el. dipól. moment LTI C.m 3.1011

polarizace L−2TI C.m−2 3.105

kapacita L−2M−1T4I2 F 9.1011

odpor L2MT−3I−2 Ω 1/9.1011

vodivost L−2M−1T3I2 S 9.1011

mg. indukce MT−2I−1 T 104

mg. indukčńı tok L2MT−2I−1 Wb 108

intenzita mg. pole L−1I A.m−1 4π.10−3

mg. dipól. moment L2I A.m2 103

magnetizace L−1I A.m−1 10−3

indukčnost L2MT−2I−2 H 109

mmn I A 4π.10−1

mg. odpor L−2M−1T2I2 H−1 4π.10−7

mg. vodivost L2MT−2I−2 H 107/4π
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Otázky:
01. Základńı postuláty STR, Lorentzovy transformace a jejich d̊usledky
02. Relativistické skládáńı rychlost́ı, aberace
03. Hmotnost, hybnost a energie v STR
04. Základńı postuláty OTR a jej́ı experimentálńı ověřeńı
05. Elektrický náboj v klidu a za pohybu
06. Coulomb̊uv zákon a jeho experimentálńı ověřeńı
07. Elementárńı náboj a metody jeho určováńı
08. Energie soustavy náboj̊u, hustota energie elektrického pole
09. Gauss̊uv zákon
10. Maxwellovy rovnice elektrostatického pole a jejich řešeńı
11. Multipólový rozvoj elektrostatického pole
12. Elektrický dipól a jeho pole
13. Elektrická dvojvrstva
14. Vektor elektrické polarizace, polarizovaná tělesa
15. Vodiče v elektrostatickém poli
16. Základńı úloha elektrostatiky a jej́ı řešeńı
17. Kapacita, kondenzátor, energie kondenzátoru
18. Elektrostatické pole v dielektriku, vektor elektrické indukce
19. Stacionárńı elektrický proud a pole
20. Rovnice kontinuity elektrického proudu
21. Ohmův zákon v integrálńım a diferenciálńım tvaru
22. Klasická teorie vodivosti, vodivost elektrolyt̊u a plyn̊u
23. Tolman̊uv - Stewart̊uv pokus
24. Vodivost kondenzovaných látek, supravodivost
25. Elektromotorické napět́ı a jeho zdroje
26. Kirchoffovy zákony a řešeńı śıt́ı
27. Joule̊uv zákon v integrálńım a diferenciálńım tvaru
28. Elektrické pole pohybuj́ıćıho se náboje
29. Śıly mezi pohybuj́ıćımi se náboji, śıla Lorentzova
30. Magnetická indukce a vektorový potenciál
31. Maxwellovy rovnice stacionárńıch poĺı
32. Ampér̊uv zákon
33. Biot̊uv - Savart̊uv zákon
34. Transformace složek elektrického a magnetického pole
35. Śıly p̊usob́ıćı mezi elektrickými proudy
36. Magnetický tlak a hustota energie magnetického pole
37. Pohyb nabité částice v elektrickém a magnetickém poli
38. Hall̊uv jev
39. Indukčnost, solenoid a energie solenoidu
40. Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce
41. Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole, posuvný proud
42. Elektromagnetická vlna
43. Přechodové stavy v RC a RL obvodu
44. Impedance
45. Rezonance v sériovém RLC obvodu
46. Magnetický dipól a jeho pole
47. Vektor magnetizace a intenzity magnetického pole, magnetika
48. Magnetické obvody
49. Maxwellovy rovnice v látkovém prostřed́ı, vztah k Lorentzovým rovnićım
50. Soustavy jednotek ve fyzice
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2.3 Elektrický dipól a vektor polarizace .................................. ...................62
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4.3 Magnetický dipól a vektor magnetizace ................................... ............159
4.4 Magnetika v magnetickém poli ........................................... ..............164
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Předmluva

Předkládaná skripta jsou určena student̊um prvńıho ročńıku Fakulty jaderné a fyzikálně inženýrské
ČVUT v Praze jako pomůcka při studiu základńıho kursu fyziky ve druhém semestru. Mohou ovšem
sloužit i daľśım zájemc̊um a student̊um vyšš́ıch ročńık̊u k vyhledáńı potřebné informace. Vycházej́ı s
mnohaleté pedagogické zkušenosti autora s výukou předmětu Elektřina a magnetismus a ve srovnáńı s
dř́ıve použ́ıvanými skripty jsou pojata přehledněji a systematičtěji, těsněji sleduj́ı přednáškový výklad.
Aplikace teorie na konkretńı problémy jsou vyčleněny do č́ıslovaných úloh, k procvičeńı látky a př́ıpravě
ke zkouškám slouž́ı př́ıklady za jednotlivými kapitolami a závěrečné otázky. Skripta tvoř́ı jeden celek s
připravovanými skripty autora Mechanika.

Skripta nemaj́ı ovšem nahradit učebnice a daľśı monografickou literaturu, se kterou muśı studenti
fyzikálńıch a fyzikálně inženýrských obor̊u pracovat. V tomto ohledu je k dispozici učebnice autor̊u B.
Sedláka a I. Štolla ”Elektřina a magnetismus” (Academia, Karolinum 1993), kde je možno naj́ıt odkazy
i na daľśı literaturu a také informaci o historickém vývoji poznatk̊u o elektřině a magnetismu. Klasickou
učebnićı, v ńıž je stále možno naj́ıt cenné poučeńı, je kniha V. Petrž́ılky a S. Šafraty ”Elektřina a mag-
netismus” z r. 1953.

Autor děkuje všem, kde v pr̊uběhu mnoha let přispěli ke zdokonalováńı výuky tohoto předmětu a
předevš́ım odhalováńı chyb a omyl̊u (což je ovšem proces nikdy nekonč́ıćı), spolupracovńık̊um na katedře
fyziky, student̊um a zejména recenzentovi.

Praha zář́ı 1994

I. Štoll
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