
4. S T A C I O N Á R N Í M A G N E T I C K É P O L E

1. Śıly p̊usob́ıćı mezi pohybuj́ıćımi se náboji

Nejdř́ıve urč́ıme intenzitu elektrického pole pohybuj́ıćıho se bodového náboje. V elektrostatice je veli-
kost náboje určována z Coulombovy śıly, kterou tento náboj p̊usob́ı na zkušebńı jednotkový náboj v dané
vzdálenosti r. Pro pohybuj́ıćı se náboj však Coulomb̊uv zákon neplat́ı a śıla mezi dvěma náboji může nyńı
záviset na jejich vzájemné poloze vzhledem ke směru pohybu, př́ıpadně na rychlosti náboj̊u. Ocitáme se
tak v situaci, že vlastně nev́ıme, jak určit velikost pohybuj́ıćıho se náboje.

Budeme proto postulovat platnost Gaussova zákona, který je obecněǰśı než Coulomb̊uv, a budeme
předpokládat, že plat́ı i pro náboj v libovolném pohybu. Obkloṕıme bodový náboj v daném okamžiku
myšlenou kulovou plochou poloměru r a definujeme velikost náboje pomoćı toku intenzity elektrického
pole touto plochou: 1

q = ε0

∮
K

~E · d~S . (4.1)

Pokuśıme se nyńı zjistit, jak budou rozloženy siločáry kolem bodového pohybuj́ıćıho se náboje. V
prvńım přibĺıžeńı, pro malé rychlosti, očekáváme, že tyto siločáry budou radiálńı a izotropńı jako u pole
Coulombova a budou se přemist’ovat spolu s nábojem. Upřesńıme toto očekáváńı. Za t́ım účelem provedeme
myšlený pokus s pohybuj́ıćım se nabitým deskovým kondenzátorem. Necht’ kondenzátor je klidu nabit s
plošnou hustotou σ0, jeho desky orientovány kolmo k ose z a intenzita pole mezi deskami má velikost
E0 = σ0/ε0 (obr. 4.1).

Ut́ıkejme nyńı s kondenzátorem rovnoměrně rychlost́ı ~v ve směru osy x. Podle relativistické kontrakce
délek (1.12) se při pohybu zkrát́ı podélný rozměr desek, a tedy se zmenš́ı i jejich plocha koeficientem

1/γ =
√

1− v2/c2. Protože náboj je relativisticky invariantńı a jeho velikost se za pohybu neměńı, změńı
se plošná hustota náboje a velikost intenzity pole na

σ =
Q

S
=

Qγ

S0

= γ σ0 , E =
σ

ε0

= γ
σ0

ε0

= γ E0 .

Bude-li se takto orientovaný kondenzátor pohybovat ve směru y, změńı se pole stejným zp̊usobem. Při
pohybu ve směru osy z se velikost desek nezměńı, ale desky se sbĺıž́ı. To neovlivńı hustotu náboje ani
intenzitu pole, změńı se ovšem napět́ı na kondenzátoru.

Mějme nyńı klidovou soustavu S a pohybuj́ıćı se soustavu S ′ jako na obr. 1.6 a budiž S ′ vlastńı
soustava kondenzátoru (soustava pohybuj́ıćı se spolu s kondenzátorem ve směru osy x). Orientujeme-
li nyńı kondenzátor tak, aychom mohli sledovat změny jednotlivých složek pole dostaneme následuj́ıćı
transformačńı vzorce pro složky intenzity elektrického pole:

Ex = E ′
x , Ey = γ E ′

y , Ez = γ E ′
z . (4.2)

Připomeňme, že jde o transformaci vzhledem k soustavě S ′, v ńıž jsou elektrické náboje v klidu.
Mějme nyńı bodový náboj q pohybuj́ıćı se rovnoměrně př́ımočaře podél osy x a spojme s ńım počátek

O′. U rovnoměrného př́ımočarého pohybu je lhostejno, v kterém okamžiku budeme pole zkoumat, a je
proto výhodné zvolit okamžik t = t′ = 0 v němž souřadné osy obou soustav splývaj́ı (obr. 4.2).

Potom se Lorentzovy transformace zjednodušuj́ı na x′ = γ x, z′ = z. Protože v čárkované soustavě
je pole Coulombovo, dostaneme pro transformaci složek:

E ′
x =

q

4πε0

cos θ′

r′2
= k

x′

r′3
= k γ

x

r′3
= Ex ,

1Velikost náboje tak definujeme podle normálńı složky śıly p̊usob́ıćı na zkušebńı náboj rovnoměrně rozprostřený na kulové
ploše vystředované po této ploše.
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obr. 4.1

obr. 4.2

E ′
z =

q

4πε0

sin θ′

r′2
= k

z′

r′3
= k

z

r′3
=

1

γ
Ez ,

neboli
~E = γ

q

4πε0

~r

r′3
. (4.3)

Z provedených transformaćı je vidět, že plat́ı

E ′
x

E ′
z

=
x′

z′
,

Ex

Ez

=
x

z
.

To znamená, že při rovnoměrném př́ımočarém pohybu náboje z̊ustává elektrické pole radiálńı, centrálńı.
Siločáry z̊ustávaj́ı v př́ımkách vycházej́ıćıch z náboje a mohou se pouze natáčet jako pevné tyčky.

Urč́ıme hustotu rozložeńı siločar v r̊uzných směrech, tj. velikost intenzity elektrického pole:

E2 = k2 γ2 x
2 + z2

r′6
= k2 γ2 x2 + z2

[(γx)2 + z2]3
=

k2

γ4

x2 + z2

(x2 + z2 − β2z2)3
=

= k2 (1− β2)2

(x2 + z2)2
(
1− β2z2

x2+z2

)3 = k2 (1− β2)2

r4(1− β2 sin2 θ)3
.

Označ́ıme-li funkci úhlu θ

Γ =
1− β2

(1− β2 sin2 θ)3/2
(4.4)

nazývanou někdy ”Heaviside̊uv faktor”, můžeme vyjádřit výsledné pole bodového rovnoměrně př́ımočaře
se pohybuj́ıćıho náboje v okamžiku nula jako

~E = Γ
q

4πε0

~r

r3
. (4.5)

Pr̊uběh siločar tohoto pole je na obr. 4.3.
Toto pole se přemist’uje spolu s nábojem rychlost́ı v. V každém okamžiku se lǐśı od Coulombova pole

pouze faktorem Γ, který je relativistickou funkćı druhého řádu vzhledem k v/c. Zdálo by se tedy, že při
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obr. 4.3

malých rychlostech náboj̊u ve vodič́ıch nehraj́ı relativistické efekty žádnou úlohu a že jejich vliv se uplatńı
teprve u nabitých částic pohybuj́ıćıch se v urychlovač́ıch rychlostmi bĺızkými rychlosti světla ve vakuu.
Skutečně elektrické pole takzvaných ultrarelativistických elektron̊u (v ≈ c) je soustředěno prakticky ve
směru př́ıčném ke směru pohybu. Jak ale uvid́ıme, i při pomalých pohybech náboj̊u mohou relativistické
jevy sehrát rozhoduj́ıćı úlohu, což je jistě překvapuj́ıćı.

V souvislosti s elektrickým polem pohybuj́ıćıho se náboje učińıme ještě tři poznámky.

1. Lze se přesvědčit, že celkový tok intenzity elektrického pole (4.5) z̊ustává roven q/ε0. Integraćı ve
sférických souřadnićıch po ploše koule poloměru r obklopuj́ıćı náboj dostáváme

Φ =
∮

S

~E · d~S =
∫ 2π

0

∫ π

0
E r2 sin θ dϕ dθ =

q

2ε0

∫ π

0
Γ sin θ dθ =

=
q

2ε0

∫ π

0

1− β2

(1− β2 sin2 θ)3/2
sin θ dθ =

q

ε0

(substituce cos θ = x).

2. Pole pozorované v bodě A ve vzdálenosti r od náboje ve skutečnosti neodpov́ıdá stavu náboje v
okamžiku nula. Podle STR se jakákoli změna může projevit ve vzdálenosti r nejdř́ıve za dobu t = r/c. Pole
v bodě A tedy odpov́ıdá stavu náboje v okamžiku t = −R/c, kde R je vzdálenost, kterou se informace
o tomto poli dostala rychlost́ı c od náboje do bodu A. Náboj se přitom nacházel na ose x ve vzdálenosti
vt = vR/c před počátkem (viz obr. 4.4). Je poměrně jednoduchou geometrickou úlohou vyjádřit pole ~E

nikoli jako funkci ~r, ale jako funkci ~R (takzvané retardované pole):

~E =
q

4πε0

(1− β2) (~R−R~β)

(R− ~R · ~β)3
. (4.6)

Uvedeného výrazu je třeba v př́ıpadě, že se velikost nebo rychlost náboje za pohybu měńı.

3. V př́ıpadě, že se náboj pohybuje nerovnoměrně nebo po zakřivené dráze, je situace složitěǰśı a řeš́ı se
v teorii elektromagnetického pole. Zde jen poukážeme na to, že celkový počet siločar sice z̊ustává stejný,
ale siločáry jsou zakřiveny (”vlasy náboje vlaj́ı”) a docháźı k vyzařováńı elektromagnetických vln. Jde-li
o např́ıklad o náhlé zbrzděńı rovnoměrně se pohybuj́ıćıho náboje do klidu, přejde Heavisideovo pole (4.5)
na pole Coulombovo, a to během doby brzděńı ∆t. Protože siločáry muśı z̊ustat spojité, vznikne oblast
v podobě kulové vrstvy, kde siločáry maj́ı tangenciálńı složku. Tloušt’ka této vrstvy je c ∆t a rozṕıná se
prostorem rychlost́ı c. Mluv́ıme o takzvaném brzdném zářeńı. Podobně při křivočarém pohybu náboje v
magnetckém poli docháźı k vyzařováńı synchrotronového zářeńı, které zp̊usobuje nežádoućı energetické
ztráty v urychlovač́ıch. Na obr. 4.5 je naznačen pr̊uběh siločar urychlovaného náboje, na obr. 4.6 vznik
tangenciálńı složky elektrického pole. Matematickým řešeńım těchto úloh se zde nemůžeme zabývat.
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obr. 4.4

obr. 4.5 obr. 4.6
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Mějme nyńı dva bodové náboje a uvažujme o śıle, kterou náboj q0 bude p̊usobit na náboj q. Rozlǐsme
čtyři př́ıpady:

I. Oba náboje jsou v klidu. Śıla bude Coulombova,

~F =
1

4πε0

q0 q

r3
~r .

II. Náboj q0 se pohybuje rychlost́ı ~v, náboj q je v klidu. Podle (4.5) bude śıla rovna

~F = Γ
1

4πε0

q0q

r3
~r .

III. Náboj q0 je v klidu, náboj q se pohybuje rychlost́ı ~v. Spoj́ıme čárkovanou soustavu S ′ s nábojem
q. V této soustavě plat́ı ~F ′ = q ~E ′ a podle (4.2) Ex = E ′

x, Ey,z = (1/γ) E ′
y,z. Muśıme si totiž uvědomit,

že tentokrát je to soustava S, v ńıž je náboj q0 vytvářej́ıćı pole v klidu.
Jak se bude transformovat śıla mezi oběma soustavami? Relativistické transformace složek śıly vyjadřuj́ı

vztahy (1.31). Polož́ıme-li v nich ~u = (v, 0, 0), dostaneme

Fx = F ′
x, Fy,z =

1

γ
F ′

y,z .

V laboratorńı soustavě S bude tedy nehybný náboj q0 p̊usobit na pohybuj́ıćı se náboj q silou o složkách

Fx = F ′
x = q E ′

x = q Ex ,

Fy,z =
1

γ
F ′

y,z =
1

γ
q E ′

y,z =
1

γ
q γ Ey,z = q Ey,z .

Vid́ıme, že elektrické pole p̊usob́ı stejnou silou na nehybný i pohybuj́ıćı se náboj. Srovnáńım př́ıpad̊u
II. a III. zjist́ıme, že nehybný náboj p̊usob́ı na pohybuj́ıćı se náboj jinou silou než pohybuj́ıćı se náboj na
nehybný. Mezi pohybuj́ıćımi se náboji tedy neplat́ı Newton̊uv zákon akce a reakce. Je to zp̊usobeno t́ım,
že v relativistické fyzice se silové p̊usobeńı š́ı̌ŕı konečnou rychlost́ı a na akci nemůže následovat okamžitá
reakce.

IV. Přejdeme nyńı k obecnému př́ıpadu, kdy oba náboje se pohybuj́ı, a to r̊uznými rychlostmi. Tentokrát
spoj́ıme souřadnou soustavu S ′ s nábojem q0, který se pohybuje v laboratorńı soustavě rychlost́ı ~v a
směrujeme osu x podél této rychlosti. Je tedy ~v = (v, 0, 0). Náboj q má potom v soustavě S rychlost ~u a
v soustavě S ′ rychlost ~u′. Všimneme si opět situace v okamžiku nula, kdy t = t′ = 0. Náboj q0 vytvoř́ı v
soustavě S ′ Coulombovo pole se středem v počátku a bude p̊usobit na náboj q silou

~F ′ = q ~E ′ = q
q0

4πε0

~r′

r′3
= k

~r′

r′3
.

V kapitole o STR jsme odvodili transformaci takové śıly do laboratorńı soustavy S vztahem (1.33).
Proto bude

~F =
k γ

r′3

[
~r +

1

c2
~u× (~v × ~r)

]
. (4.7)

Podle (4.3) a (4.5) pohybuj́ıćı se náboj q0 vytvář́ı elektrické pole

~E = γ
q0

4πε0

~r

r′3
= Γ

q0
4πε0

~r

r3
.

Śılu, kterou p̊usob́ı náboj q0 pohybuj́ıćı se obecně rychlost́ı ~v na náboj q pohybuj́ıćı se obecně rychlost́ı
~u můžeme tedy zapsat ve tvaru
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~F = q Γ
q0

4πε0

1

r3

[
~r +

1

c2
~u× (~v × ~r)

]
= q

[
~E +

1

c2
~u× (~v × ~E)

]
. (4.8)

Vid́ıme, že mezi pohybuj́ıćımi se náboji p̊usob́ı kromě elektrické śıly qE ještě daľśı śıla úměrná náboji a
kolmá k rychlosti náboje ~u. Tato śıla nevymiźı ani při nerelativistických rychlostech, kdy polož́ıme faktor
Γ = 1. Této śıle ř́ıkáme śıla magnetická.

Ve výrazu (4.8) stále vystupuje rychlost ~v náboje, který vyvolává silové p̊usobeńı. Abychom se této
rychlosti zbavili, zavedeme vedle elektrického daľśı pole, magnetické a definujeme tzv. vektor magnetické
indukce ~B 2 vztahem

~B =
1

c2
~v × ~E =

q0
4πc2ε0

1

r3
(~v × ~r) =

µ0

4π

q0
r3

(~v × ~r) . (4.9)

Přitom jsme zavedli novou konstantu µ0 nazývanou permeabilita vakua nebo též magnetická konstanta.
Mezi konstantami ε0 a µ0 plat́ı vztah

ε0 µ0 =
1

c2
. (4.10)

Zat́ımco každá z těchto konstant zvlášt’ žádný fyzikálńı smysl nemá a vyplývá pouze z volby soustavy
jednotek, jejich součin fyzikálńı význam má a vyjadřuje vztah elektromagnetických jev̊u k rychlosti světla.
Jak uvid́ıme dále, č́ıselná hodnota µ0 byla stanovena přesně na µ0 = 4π .10−7 H.m−1 (henry na metr).

Nyńı můžeme napsat śılu, která p̊usob́ı na pohybuj́ıćı se elektrický náboj ve tvaru

~F = q [ ~E + ~u× ~B ] (4.11)

To je známá Lorentzova śıla a výraz (4.11) můžeme také považovat za definici elektrického a magnetického
pole. Kdybychom si chtěli ušetřit celé předchoźı relativistické odvozováńı, mohli bychom brát existenci
magnetického pole jako nový, samostatný experimentálńı fakt a formulovat situaci takto:

Pohybuj́ıćı se elektrické náboje bud́ı v prostoru jednak elektrické, jednak magnetické pole. Na pohybuj́ıćı
se náboj p̊usob́ı elektrické a magnetické pole Lorentzovou silou (4.11).

2. Vlastnosti magnetického pole

Magnetické pole je popsáno vektorem magnetické indukce ~B, jehož rozložeńı v prostoru můžeme
znázornit indukčńımi čarami. Jednotkou magnetické indukce v soustavě SI je tesla (T) a má fyzikálńı
rozměr MT−2I−1. Můžeme zavést magnetický indukčńı tok a cirkulaci magnetické indukce podél uzavřené
křivky vztahy

Φ =
∫

S

~B · d~S , Γ =
∮

l

~B · d~l .

Magnetický indukčńı tok má pro sv̊uj mimořádný význam jednotku se zvláštńım názvem, weber. Také pro
magnetické pole plat́ı princip superpozice, magnetické pole vytvářené jednotlivými pohybuj́ıćımi se náboji
a proudy se nezávisle sč́ıtaj́ı.

Jeden bodový pohybuj́ıćı se náboj nemůže vytvořit stacionárńı magnetické pole. Muśıme mı́t uzavřený
stacionárńı proud, rozdělit ho na malé proudové elementy a určit výslednou magnetickou indukci podle
principu superpozice. Na obr. 4.7 je zakreslena proudová smyčka l a vektor pr̊uvodiče ~R od malého
dráhového elementu d~l do bodu A, v němž magnetickou indukci určujeme.

Proudový element d~I můžeme vyjádřit pomoćı hustoty a středńı rychlosti náboje v objemu smyčky
(obr. 4.8):

d~I = Id~l = j ∆S d~l = ~j dV = ρ dV ~v . (4.12)

2Název je historický a nevýstižný.
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obr. 4.7 obr. 4.8

obr. 4.9 obr. 4.10

Podle (4.9) bude proudový element d~I vytvářet v bodě A magnetické pole o indukci

d ~B =
µ0

4π

ρ dV

R3
(~v × ~R) =

µ0

4π
I
d~l × ~R

R3
. (4.13)

Všimněme si, že v tomto výrazu již nevystupuje hustota náboje, nýbrž pouze proud. Jak v́ıme, proud a
tedy i magnetické pole mohou existovat i v př́ıpadě, že objemová hustota elektrického náboje je nulová. Na
rozd́ıl od bodového náboje, který můžeme realizovat malým nabitým tělesem nemůže ”proudový element”
samostatně existovat, vždy muśı být součást́ı nějakého uzavřeného obvodu. Proto má fyzikálńı smysl pouze
magnetická indukce vyvolaná proudovou smyčkou l. Urč́ıme ji z principu superpozice integraćı př́ıspěvk̊u
jednotlivých proudových element̊u:

~B =
µ0

4π
I
∫

l

d~l × ~R

R3
. (4.14)

Vztah (4.14) se nazývá Biot̊uv - Savart̊uv (- Laplace̊uv) zákon a umožňuje naj́ıt magnetické pole r̊uzných
stacionárńıch proudových obvod̊u.

Uvažujme př́ımý vodič j́ımž protéká proud I ve směru osy x (obr. 4.9) a hledejme magnetickou indukci
v bodě A na ose z ve vzdálenosti r od vodiče. Z vektorového součinu v Biotově - Savartově zákonu je
zřejmé, že vektor magnetické indukce bude kolmý k rovině tvořené proudovou př́ımkou a bodem A a bude
tečný ke kružnici v rovině kolmé k proudu se středem na proudové př́ımce. Bude mı́t směr pravotočivého
šroubu vzhledem ke směru proudu (obr. 4.10).
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obr. 4.11

Prob́ıhá-li element dl podél vodiče, měńı se veličiny l, R, θ, které jsou vázány vztahy

l = − r

tg θ
, dl =

r dθ

sin2 θ
, R =

r

sin θ
.

Podle (4.14) pak máme

B =
µ0

4π
I
∫

l

|d~l × ~R|
R3

=
µ0

4π

I

r

∫ θ2

θ1

sin θ dθ =
µ0

4π

I

r
(cos θ1 − cos θ2) . (4.15)

Výraz (4.15) lze použ́ıt k výpočtu př́ıspěvku př́ımého úseku vodiče k magnetické indukci; úhly θ1 a θ2

sv́ıraj́ı pr̊uvodiče konc̊u vodiče s bodem A.
Je-li vodič nekonečný, bude θ1 = 0, θ2 = π a magnetická indukce bude

B =
µ0 I

2π r
. (4.16)

Urč́ıme magnetické pole plošného proudu protékaj́ıćıho po nekonečné rovině (obr. 4.11). S bodu A,
v němž pole určujeme, spust́ıme kolmici na proudovou rovinu ve vzdálenosti r. Vyčleńıme dva př́ımkové
proudy dI = α dl (α je plošná hustota proudu) ve stejných vzdálenostech l od paty této kolmice a sečteme
vektorově jejich př́ıspěvky k magnetické indukci v bodě A. Vid́ıme, že výsledný vektor magnetické indukce
vyvolané touto dvojićı př́ımkových proud̊u d ~B je rovnoběžný s proudovou rovinou. Nyńı zbývá integrovat
přes všechny takové dvojice př́ımých proud̊u v rovině. Vezmeme-li v úvahu, že

l = r tg θ, dl =
r dθ

cos2 θ
, R =

r

cos θ

a

dB = 2
µ0 dI

2π R
cos θ =

µ0 α cos θ dl

π R

141



obr. 4.12

a po integraci

B =
µ0 α

π

∫ cos θ dl

R
=

µ0 α

π

∫ π/2

0
dθ =

µ0 α

2
. (4.17)

Magnetická indukce vpravo od proudové roviny bude mı́t tedy velikost B = (µ0 α)/2 a bude mı́̌rit
kolmo k proudu a rovnoběžně s rovinou, vlevo od roviny bude mı́t směr opačný. Na proudové rovině
má tedy tečná složka magnetické indukce nespojitost µ0 α. Je užitečné srovnat tyto závěry s chováńım
intenzity elektrického pole na nabité rovině (2.24).

Máme-li dvě rovnoběžné proudové roviny, bude se magnetická indukce superponovat. Budou-li plošné
proudy souhlasně rovnoběžné, vyruš́ı se pole mezi rovinami, budou-li proudy nesouhlasně rovnoběžné,
bude magnetické pole o indukci B = µ0 α soustředěno v prostoru mezi rovinami. Necháme-li téci proud po
plášti válce kolmo k ose, bude osové magnetické pole soustředěno uvnitř válce. Poteče-li proud po plášti
rovnoběžně s osou, bude magnetické pole uvnitř válce nulové.

Na obr. 4.12 je znázorněn směr a rozložeńı magnetické indukce vytvářené dvojicemi proudových rovin
ve srovnáńı intenzitou elektrického pole nabitých rovin.

Źıskané výsledky nám umožňuj́ı naj́ıt obecné transformačńı vztahy, podle nichž se měńı elektrické a
magnetické pole při přechodu od jedné inerciálńı vztažné soustavy k druhé. Můžeme totiž použ́ıt opět naši
metodu ut́ıkáńı s deskovým kondenzátorem.

Na obr. 4.13 je znázorněn nabitý kondenzátor, jehož desky lež́ı v rovině x, z. Pohybuje-li se tento
kondenzátor rovnoměrně ve směru osy x, protéká v tomto směru vlastně konvekčńı plošný proud. Je-li
v laboratorńı soustavě rychlost kondenzátoru rovna u a plošná hustota náboje σ, bude lineárńı hustota
proudu α = σ u a v prostoru mezi deskami kondenzátoru bude existovat y-ová složka intenzity elektrického
pole a z-ová složka magnetické indukce:

Ey =
σ

ε0

, Bz = µ0 α = µ0 σ u .

Přejdeme-li k čárkované soustavě, která se pohybuje v̊uči laboratorńı také ve směru x rychlost́ı v, a v
ńıž se kondenzátor pohybuje rychlost́ı u′, muśıme přetransformovat rychlost u a plošnou hustotu náboje
σ. Podle vzorc̊u pro skládáńı rychlost́ı (1.14) dostaneme

β′u =
βu − β

1 − βu β
, kde β =

v

c
, βu =

u

c
, β′u =

u′

c
.

Pokud jde o plošnou hustotu náboje, bude ve vlastńı soustavě kondenzátoru rovna σu a v soustavách
S a S ′ σ = γu σu, σ′u = γ′u σu. Vztah mezi γ a β je dán (1.1). V čárkované soustavě tedy máme
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obr. 4.13

σ′ = γ′uσu =
γ′u
γu

σ =
σ

γu

1√
1− β,2

u

=
σ

γu

1− βuβ√
(1− β2)(1− β2

u)
= σγ(1− βuβ) .

Tak dostaneme složky elektrického a magnetického pole:

E ′
y =

σ′

ε0

= γ

(
σ

ε0

− βuβσ

ε0

)
= γ

(
Ey − βc

µ0σu

c2ε0µ0

)
= γ(Ey − βcBz) ,

B′
z = µ0σ

′u′ = µ0σγc(βu − β) = γ(µ0σu− µ0σv) = γ

(
Bz −

β

c

σ

ε0

)
= γ

(
Bz −

β

c
Ey

)
.

Podobně bychom postupovali i u ostatńıch složek. Můžeme tedy napsat obecné transformačńı vzorce
pro elektrické a magnetické pole při přechodu mezi dvěma inerciálńımi vztažnými soustavami:

E ′
x = Ex , E ′

y = γ(Ey − βcBz) , E ′
z = γ(Ez + βcBy)

B′
x = Bx , B′

y = γ

(
By +

β

c
Ez

)
, B′

z = γ

(
Bz −

β

c
Ey

)
. (4.18)

Jsou-li v soustavě S ′ náboje v klidu, potom ~B′ = 0 a plat́ı vztahy (4.2). Pohybuje-li se soustava S ′

pomalu, můžeme položit γ = 1 a transformačńı vztahy se zjednoduš́ı na

~E ′ = ~E + ~v × ~B , ~B′ = ~B − 1

c2
~v × ~E . (4.19)

Při každé transformaci je d̊uležitou otázka takzvaných invariant̊u, tj. veličin, které se při transfor-
maci neměńı. Také v př́ıpadě elektrického a magnetického pole můžeme ověřit, že transformace (4.18)

ponechávaj́ı beze změny dvě kombinace vektor̊u ~E, ~B:

~E · ~B = ~E ′ · ~B′ , B2 − 1

c2
E2 = B,2 − 1

c2
E,2 . (4.20)

Znamená to mimo jiné. že jsou-li vektory ~E, ~B v jedné vztažné soustavě vzájemně kolmé (jejich skalárńı
součin je roven nule), budou kolmé ve všech vztažných soustavách.
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obr. 4.14

Urč́ıme śılu, která p̊usob́ı na proudový element se strany magnetického pole. Vyjdeme-li ze vzorce pro
Lorentzovu śılu, můžeme napsat

d~F = ρ dV ( ~E + ~u× ~B) = ρ dV ~E + ~j dV × ~B = ρ dV ~E + I d~l × ~B .

Je-li objem, v němž protéká proud elektricky neutrálńı (ρ = 0), bude magnetické p̊usobeńı na proudový
element dáno pouze posledńım členem. Protože magnetický element sám vytvář́ı magnetické pole o indukci
(4.13), můžeme zapsat silový zákon pro vzájemné p̊usobeńı dvou proudových element̊u:

d~F = I1d~l1 × ~B2 =
µ0

4π

I1I2
R3

12

[d~l1 × (d~l2 × ~R12)] . (4.21)

Tento silový zákon se někdy nazývá Ampérovým vzorcem. Ampér měl snahu vybudovat nauku o
vzájemném silovém p̊usobeńı vodič̊u s proudem podle vzoru Newtonovy dynamiky. Jak jsme se však
zmiňovali, proudové elementy nemohou samostatně existovat, a tak má fyzikálńı význam pouze výsledné
silové p̊usobeńı mezi uzavřenými proudovými smyčkami.

Uvažme např́ıklad dva rovnoběžné nekonečně dlouhé př́ımé proudové vodiče (obr. 4.14). Na obrázku je
též vyznačen směr śıly, kterou p̊usob́ı druhý vodič na prvńı. Protékaj́ı-li oběma vodiči souhlasné proudy,
vodiče se přitahuj́ı, jsou-li proudy nesouhlasné, vodiče se odpuzuj́ı. Protože druhý vodič vytvář́ı magnetické
pole o indukci kolmé k proudovému elementu druhého vodiče, můžeme pro velikost śıly, kterou druhý vodič
p̊usob́ı na element prvńıho vodiče napsat

dF12 = I1 B12 dl1, B12 =
µ0

2π

I2
r
.

Śıla mezi dvěma nekonečnými proudy je ovšem nekonečná. Zaj́ımáme se proto, jakou silou p̊usob́ı druhý
vodič na jednotku délky prvńıho vodiče. Dostáváme

Fl =
dF12

dl1
=

µ0

2π

I1I2
r

. (4.22)

Tento vzorec byl vzat za základ pro definici jedné ze základńıch jednotek soustavy SI, ampéru. Podle
usneseńı 9. Generálńı konference pro mı́ry a váhy v Pař́ıži v roce 1948

Ampér (A) je proud, který při stálém pr̊utoku dvěma rovnoběžnými př́ımými nekonečně dlouhými vodiči
zanedbatelného kruhového pr̊uřezu, umı́stěnými ve vakuu ve vzdálenosti jednoho metru, vyvolá mezi vodiči
śılu 2.10−7 newtonu na jeden metr délky.

Touto definićı je vlastně zvolena hodnota konstanty µ0, jak jsme výše uvedli. Protože konstanty µ0

a ε0 jsou vzájemně vázány byly definováńım ampéru vlastně stanoveny jednotky všech elektrických i
magnetických veličin.
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Stacionárńı magnetické pole je vždy vytvářeno stacionárńımi proudy. Přitom nazálež́ı na tom, o jaký
druh proudu jde, zda jde o kondukčńı proud protékaj́ıćı vodičem nebo o konvekčńı proud náboj̊u mecha-
nicky přemist’ovaných v prostoru. Tento poznatek musel být ovšem experimentálně ověřen. Zasloužili se
o to v minulém stolet́ı americký fyzik H.A.Rowland, dále W.K.Roentgen a ruský fyzik A.A.Eichenwald.
Rowland za svého p̊usobeńı v Berĺıně 1876 provedl citlivý pokus s pozlaceným ebonitovým kotoučem,
který rychle rotoval mezi dvěma uzemněnými skleněnými deskami. T́ım vznikly vlastně dva kondenzátory
s jednou společnou rotuj́ıćı elektrodou. Při rotaci nabité elektrody vznikl smyčkový proud a změny j́ım
vytvářeného slabého magnetického pole (asi 10−5 velikosti pole geomagnetického) při změně směru ro-
tace byly registrovány magnetkou zavěšenou v mosazné trubce na torzńım vlákně. Podobný pokus pro-
vedl později (1888) Roentgen, když nechal rotovat dielektrický skleněný kotouč mezi deskami nehybného
kondenzátoru. Na povrchu kotouče se indukovaly polarizačńı vázané náboje, které při rotaci vytvářely
konvekčńı proud. Magnetické pole vytvářej́ı samozřejmě i vázané proudy v látkovém prostřed́ı a také
proud posuvný, který je ovšem nestacionárńı. To prokázal experimentálně Whitehead, když registroval
magnetické impulsy vznikaj́ıćı při pr̊uchodu stř́ıdavého elektrického proudu kondenzátorem zaplněným
dielektrikem.

Také stacionárńı magnetické pole můžeme popsat soustavou Maxwellových rovnic vyjadřuj́ıćıch jeho
obecné vlastnosti. Jednou z těchto vlastnost́ı je experimentálńı fakt, že neexistuj́ı magnetické náboje, z
nichž by indukčńı čáry vycházely a že magnetické pole (i nestacionárńı) je solenoidálńı. Indukčńı čáry se
muśı uzav́ırat samy do sebe nebo vycházet a končit v nekonečnu. 3

Tok magnetických indukčńıch čar uzavřenou plochou je tedy vždy roven nule:

Φ =
∮

S

~B · d~S = 0 , (4.23)

neboli v diferenciálńım tvaru
div ~B = 0 . (4.24)

Urč́ıme, čemu se rovná cirkulace magnetické indukce podél uzavřené křivky. Vezměme zprvu nekonečný
př́ımý vodič s proudem I, o němž v́ıme že vytvář́ı indukčńı čáry magnetického pole v podobě kružnic se
středem na vodiči a o velikosti dané (4.16). Cirkulace podél takové kružnice bude

Γ =
∮

l

~B · d~l =
∮

l

µ0 I

2π r
dl = µ0 I . (4.25)

Tento výsledek můžeme zobecnit na libovolnou uzavřenou křivku a libovolné rozložeńı proud̊u. Předně je
zřejmo, že neobeṕıná-li křivka žádný proud, bude cirkulace podél ńı nulová. Na obr. 4.15 vid́ıme uzavřenou
křivku v poli př́ımkového proudu sestavenou ze dvou radiálńıch úsek̊u a dvou koncentrických oblouk̊u
kružnic.

Radiálńı úseky k cirkulaci nepřisṕıvaj́ı, př́ıspěvky na obloućıch kružnic se vzájemně vyruš́ı (pole klesá
nepř́ımo úměrně poloměru, délka oblouku roste úměrně s poloměrem). Na obr. 4.16 vid́ıme obecnou křivku

neobeṕınaj́ıćı proud v poli př́ımého vodiče. Můžeme ji rozdělit na malé úseky d~l1, d~l2, vyt’até dvěma
bĺızkými radiálńımi paprsky. Délky těchto úsek̊u budou v poměru

r1
cosα1

:
r2

cosα2

,

zat́ımco projekce vektoru ~B do tangenciálńıho směru budou v poměru obráceném.
Cirkulace bude tedy nenulová jen tehdy, obeṕıná-li křivka proud. Pro obecnou křivku l1 na obr. 4.17

můžeme provést následuj́ıćı úvahu. Zvoĺıme pomocnou kružnici l2 se středem na vodiči a vytvoř́ıme spojeńı

3Jak ukázal P.A.M.Dirac, kvantová teorie pole připoušt́ı existenci magnetického monopólu, tedy částice nesoućı magne-
tický náboj, jehož velikost je jednoznačně vázána s velikost́ı elementárńıho elektrického náboje. Tato částice však nebyla
dosud objevena a úsiĺı v tomto směru pokračuje, v duchu přesvědčeńı fyzik̊u, že to co může existovat, existuje.

Jinak se pojem magnetického náboje (magnetického množstv́ı) ve fyzice už́ıvá jako formálńı představa definovaná pomoćı
Coulombova zákona pro magnetické śıly. Máme-li totiž dva dlouhé tyčové magnety a zkoumáme śılu, která p̊usob́ı mezi jejich
konci, můžeme tyto konce přibližně považovat za bodové zdroje indukčńıch čar, za ”magnetické náboje”.
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obr. 4.15

obr. 4.16

obr. 4.17

146



obr. 4.18 obr. 4.19

obou křivek l1 + l2 tak, aby př́ıspěvek spojovaćıho úseku k cirkulaci bylo možno zanedbat. Nová spojená
křivka již proud neobeṕıná a cirkulace podél ńı je tedy nulová. Vzhledem k tomu, že směry procházeńı
obou část́ı spojené křivky jsou protich̊udné, máme∮

l2

~B · d~l −
∮

l1

~B · d~l = 0 .

Také pro obecnou křivku l1 bude tedy cirkulace dána (4.25).
Při našem zobecňováńı jsme pracovali s křivkami v rovině kolmé ke směru proudu; bylo by ovšem

možné uvažovat i křivky prostorové. Bude-li magnetické pole vytvářeno v́ıce proudy můžeme použ́ıt princip
superpozice. Indukčńı čáry pro tři paralelńı vodiče jsou přibližně zakresleny na obr. 4.18.

T́ım dosṕıváme k obecnému Ampérovu zákonu:
Cirkulace magnetické indukce podél libovolné uzavřené křivky je rovna celkovému proudu, který tato

křivka obeṕıná, násobenému µ0.
Podle toho, protéká-li proud jednotlivými vodiči nebo je-li v prostoru rozložen s hustotou ~j dostaneme

matematické vyjádřeńı Ampérova zákona:∮
l

~B · d~l = µ0

∑
α

Iα = µ0

∫
S

~j · d~S . (4.26)

Ampér̊uv zákon má podobný význam pro pole magnetické jako Gauss̊uv zákon pro pole elektrické. S
použit́ım Stokesovy věty jej můžeme vyjádřit též v diferenciálńım tvaru. Máme∮

l

~B · d~l =
∫

S
rot ~B · d~S

a porovnáme-li s pravou stranou (4.26), můžeme vzhledem k libov̊uli ve volbě křivky a plochy přirovnat
integrované funkce. V diferenciálńım tvaru zńı Ampér̊uv zákon

rot ~B = µ0
~j . (4.27)

Shrneme-li nyńı všechny dosud źıskané rovnice pro stacionárńı elektrické a magnetické pole, dostaneme
soustavu Maxwellových rovnic pro stacionárńı pole jako

div ~E =
ρ

ε0

rot ~B = µ0
~j

rot ~E = 0 div ~B = 0 . (4.28)

Rovnice v prvńım řádku (I. série) spojuj́ı intenzitu elektrického pole a magnetickou indukci s náboji
a proudy; z nich je tedy možno vypoč́ıtat pole, známe-li rozložeńı náboj̊u a proud̊u a naopak. Rovnice ve
druhém řádku (II. série) náboje a proudy neobsahuj́ı a vyjadřuj́ı pouze obecné vlastnosti stacionárńıch poĺı.
Ř́ıkaj́ı, že stacionárńı elektrické pole je potenciálńı a stacionárńı magnetické pole je solenoidálńı. Přitom
se tato soustava rozpadá na dvě nezávislé podsoustavy rovnic pro elektrické a pro magnetické pole. Přesto
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že obě pole jsou vytvářena týmiž pohybuj́ıćımi se náboji, nejsou vzájemně provázána.

Najdeme nyńı obecné řešeńı rovnic stacionárńıho magnetického pole. Vzhledem k tomu, že divergence
tohoto pole je nulová, můžeme zavést jiné vektorové pole ~A (x, y, z) nazývané vektorový potenciál takové,
že

~B = rot ~A . (4.29)

Uvid́ıme, jestli si t́ım pomůžeme. Dosad́ıme-li do rovnice pro rotaci ~B, dostaneme

rot ~B = rot rot ~A = grad div ~A − ∆ ~A = µ0
~j .

Rovnice vypadá složitě, ale můžeme využ́ıt určité volnosti ve volbě vektorového potenciálu. Můžeme
ho totiž zvolit tak, aby jeho divergence měla libovolnou zadanou hodnotu, byla např́ıklad nulová. 4 Tato
podmı́nka se nazývá cejchovaćı nebo kalibračńı.

Bude-li div ~A = 0, zjednoduš́ı se rovnice pro vektorový potenciál na

∆ ~A = − µ0
~j . (4.30)

To je vektorová Laplaceova - Poissonova rovnice zcela analogická rovnici (2.13). Analogie mezi skalárńım

potenciálem ϕ a vektorovým potenciálem ~A tak vyniká.
Řešeńı rovnice (4.30) můžeme napsat okamžitě podle analogie s řešeńım pro elektrostatický potenciál

(2.20). Máme

~A =
µ0

4π

∫
V

~j(x′, y′, z′) dV

R
=

µ0

4π
I
∫

l

d~l

R
. (4.31)

Známe-li vektorový potenciál, urč́ıme magnetickou indukci jako

~B = rot ~A =
µ0

4π

∫
V

rot

(
~j

R

)
dV =

µ0

4π

∫
V
∇
(

1

R

)
×~j dV =

=
µ0

4π

∫
V

~j × ~R

R3
dV =

µ0

4π
I
∫

l

d~l × ~R

R3
.

(Při úpravě jsme prováděli operaci rotace podle nečárkovaných souřadnic x, y, z, a proto jsme považovali
~j za konstantńı vektor. Použili jsme posledńı ze vzorc̊u (M.23). Při výpočtu gradientu 1/R jsme postupovali

jako u složené funkce; R =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2.)

Výsledek, který jsme źıskali představuje již známý Biot̊uv - Savart̊uv zákon (4.14).
Protéká-li proud o lineárńı hustotě ~α po ploše, budeme mı́t analogicky (4.31) a (4.14)

~A =
µ0

4π

∫
S

~α

R
dS =

µ0

4π
I
∫

l

d~l

R

~B =
µ0

4π

∫
S

α× ~R

R3
dS =

µ0

4π
I
∫

S

d~l × ~R

R3
. (4.32)

Obecně lze dokázat:

4Zd̊uvodněńı je následuj́ıćı. Necht’ div ~A = f . Pokuśıme se přej́ıt k novému vektorovému potenciálu ~A′ takovému, aby
platilo div ~A′ = 0 a zároveň rot ~A′ = ~B. K tomu stač́ı přič́ıst k potenciálu ~A potenciál ~A′′, který vyhovuje rovnićım rot ~A′′ =
0, div ~A′′ = −f . Potom ~A′ = ~A + ~A′′ splňuje požadované vlastnosti. Je pouze otázka, zda vektorovou funkci ~A′′ lze naj́ıt,
tj. zda rovnice pro ni maj́ı řešeńı. Tyto rovnice jsou však formálně shodné s rovnicemi pro vektor stacionárńıho elektrického
pole, kde polož́ıme f = −ρ/ε0. O existenci elektrického pole pak fyzik nepochybuje.
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1. Je-li vektorová funkce ~j konečná a dostatečně hladká ve vnitřńıch bodech proudového objemu V,
bude magnetická indukce všude konečná a spojitá. Vektorový potenciál ~A bude mı́t nav́ıc i parciálńı deri-
vace alespoň prvńıho řádu.

2. Na proudových plochách neńı magnetická indukce definována a vektorový potenciál zde nemá de-
rivaci. Při pr̊uchodu touto plochou z̊ustávaj́ı normálové složky magnetické indukce spojité, zat́ımco tečné
se měńı skokem o µ0α.

Uvedené hraničńı podmı́nky na proudové ploše snadno źıskáme z věty o neexistenci magnetického
náboje a Ampérova zákona. Obkloṕıme-li proudovou plochu těsně přiléhaj́ıćım válcem s osou kolmou k
ploše, bude indukčńı tok válcovou plochou nulový a pro normálové složky na obou stranách plochy máme

Div ~B = B1n − B2n = 0 . (4.33)

Necháme-li podél roviny prob́ıhat obdélńıkovou smyčku tak, že deľśı strany l obdélńıka vedou těsně po
obou stranách roviny a kratš́ı strany jsou zanedbatelné, bude smyčkou obeṕınaný proud µ0αl , a tak

Rot ~B = µ0~α, |Rot ~B| = B1t − B2t = µ0α . (4.34)

Shrneme zp̊usoby výpočtu magnetické indukce r̊uzných proudových konfiguraćı. Můžeme k tomu použ́ıt
princip superpozice př́ıspěvk̊u jednotlivých proudových element̊u. Přitom můžeme integrovat bud’ vek-
torové potenciály (což je jednodušš́ı) a pak naj́ıt magnetickou indukci ze vztahu (4.29), nebo můžeme
př́ımo integrovat magnetickou indukci pomoćı Biotova - Savartova zákona. Pokud je rozložeńı proud̊u sy-
metrické, může být výhodněǰśı použ́ıt Ampér̊uv zákon. V př́ıpadě nepravidelného uspořádáńı proud̊u v
nějakém malém objemu můžeme podobně jako u elektrického pole rozložit magnetickou indukci na velkých
vzdálenostech do řady magnetických multipól̊u a omezit se na člen nejnižš́ıho řádu, magnetický dipól (mag-
netický náboj, monopól neexistuje). O této metodě pojednáme v následuj́ıćım odstavci.

Představme si nyńı, že vlož́ıme proudovou rovinu do vněǰśıho magnetického pole ~B0 rovnoběžného s
rovinou a kolmého ke směru plošného proudu (obr. 4.19). Pole plošného proudu se pak bude superponovat
s vněǰśım polem a po stranách roviny budeme mı́t

B1 = B0 +
µ0α

2
, B2 = B0 −

µ0α

2
,

odkud
B1 − B2 = µ0α , B1 + B2 = 2 B0 .

Vyčleńıme-li v rovině proudový pás š́ı̌rky h, a v něm element délky d~l, bude na něj vněǰśı pole p̊usobit
silou kolmou k rovině (tlakovou silou) o velikosti

dF = |I d~l × ~B0| = α h dl B0 = α B0 dS ,

takže na rovinu bude p̊usobit výsledný magnetický tlak

pm =
dF

dS
= αB0 =

1

2µ0

(B1 −B2) (B1 +B2) =
B2

1

2µ0

− B2
2

2µ0

.

Tento výsledek můžeme zřejmě považovat za výsledný tlak p̊usob́ıćı s obou stran roviny.
Magnetické pole tedy vyv́ıj́ı tlak na plošné proudy, a to

pm =
B2

2µ0

. (4.35)

S magnetickým tlakem se muśı poč́ıtat v magnetické hydrodynamice při prouděńı vodivých kapalin
(rtuti, roztavených alkalických kov̊u při chlazeńı aktivńı zony rychlých reaktor̊u, plazmatu apod.) V těchto
př́ıpadech se magnetický tlak superponuje s tlakem hydrodynamickým.
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Situace je zde podobná, jako u mechanického napět́ı, které vyv́ıj́ı elektrostatické pole na nabité plochy.
Vykoná-li magnetická tlaková śıla práci, stane se tak na úkor energie nahromaděné v magnetickém poli.
Naopak mechanickou silou p̊usob́ıćı na proudové plochy můžeme zvětšovat energii magnetického pole a
t́ım vlastně magnetické pole vytvářet (tzv. magnetické dynamo). 5

Podobně jako u elektrického pole je i magnetický tlak roven objemové hustotě energie magnetického
pole:

wm =
B2

2µ0

. (4.36)

Vezmeme-li v úvahu (2.19), můžeme pro celkovou hustotu energie elektromagnetického pole napsat:

w = we + wm =
ε0 E

2

2
+

B2

2µ0

. (4.37)

Relativistický výklad śıly p̊usob́ıćı mezi dvěma proudy

Odvodili jsme śılu (4.27), která p̊usob́ı mezi dvěma př́ımými rovnoběžnými vodiči protékanými proudem
a ukázali, že jsou-li proudy rovnoběžné souhlasně, vodiče se přitahuj́ı. Původ této śıly můžeme také vyložit
na základě poznatk̊u speciálńı teorie relativity.

Uvažme napřed dva rovnoběžné nábojové paprsky, tj. náboje téhož znameńı rozložené s lineárńı hus-
totou τ na dvou rovnoběžných př́ımkách ve vzdálenosti r, a pohybuj́ıćı se v témž směru touž rychlost́ı v.
Intenzita pole vytvářeného lineárńım nábojem se určuje podle Gaussova zákona a bude mı́t proto stejný
tvar bez ohledu na to, zda se náboje pohybuj́ı či nikoli. Změńı se ovšem lineárńı hustota náboj̊u vzhledem k
efektu kontrakce délek; bude-li v soustavě S ′ pohybuj́ıćı se spolu s náboji lineárńı hustota τ ′ a v laboratorńı
soustavě hustota τ , bude mezi nimi platit vztah τ ′ = τ/γ. Urč́ıme nyńı śılu, kterou p̊usob́ı jeden paprsek
na jednotku délky druhého. Ukazuje se, že př́ıčná složka śıly F⊥ na jednotku délky je stejná v nehybné i
pohybuj́ıćı se soustavě. Transformuje se totiž

l′ = γ l, t′ =
t

γ
, F ′

⊥ =
dp′⊥
dt′

= γ
dp⊥
dt

= γF⊥.

Śıla na jednotku délky je tedy

F ′
l =

F ′
⊥
l′

=
γ F⊥
γ l

= Fl .

V pohybuj́ıćı se vztažné soustavě jsou náboje nehybné a p̊usob́ı na ně jen elektrická śıla na jednotku délky:

F ′
l =

τ ′2

2π ε0 r
.

Přejdeme-li do laboratorńı soustavy, dostaneme

Fl = F ′
l =

1

γ2

τ 2

2π ε0 r
=

τ 2

2π ε0 r

(
1 − v2

c2

)
.

Prvńı člen na pravé straně je elektrická odpudivá śıla, která p̊usob́ı mezi nehybnými lineárńımi náboji.
Pohybuj́ı-li se náboje (č́ımž vzniknou dva lineárńı proudy), bude mezi nimi p̊usobit ještě daľśı, přitažlivá
śıla vyjádřená druhým členem. Tato śıla je ovšem druhého řádu vzhledem k v/c a pokud se náboje nepo-
hybuj́ı relativistickými rychlostmi, lze ji zanedbat.

Jiná situace nastane, poteče-li proud dvěma rovnoběžnými, nenabitými vodiči. Pomineme-li chao-
tický tepelný pohyb částic, můžeme v laboratorńı soustavě považovat kladné i záporné náboje ve vodiči

5T́ımto zp̊usobem se vysvětluje vznik magnetických poĺı v kosmickém prostoru. Magnetické indukčńı čáry jsou ve vodivé
látce (plazmatu) jakoby vmraženy, pohybuj́ı se spolu s ńı a při gravitačńım stlačováńı látky roste také hustota indukčńıch
čar a t́ım i magnetické pole.
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obr. 4.20

(ionty a elektrony) za nehybné a vyrovnané (s lineárńımi hustotami τ > 0 a −τ o téže absolutńı veli-
kosti). Neńı proto d̊uvodu, aby mezi dvěma měděnými dráty, kterými neteče proud, p̊usobila nějaká śıla.
Předpokládejme nyńı, že vodiči začnou protékat proudy souhlasným směrem, a to proto, že se elektrony
daj́ı do pohybu uspořádanou rychlost́ı v (viz obr. 4.20). V d̊usledku efektu kontrakce délek se nyńı změńı
lineárńı hustoty pohybuj́ıćıch se elektron̊u. Drát, j́ımž teče proud se stane nabitým. Vzhledem k nepa-
trným rychlostem elektron̊u ve vodič́ıch bude tento náboj ovšem velmi malý. Oba vodiče se nabij́ı náboji
se stejným znaménkem a měly by se (nepatrně) odpuzovat. Experiment nám ovšem ř́ıká, že se přitahuj́ı, a
to takovou silou, že je na ńı možno založit konstrukci elektrických stroj̊u. Kde se bere tato přitažlivá śıla?

Lineárńı hustota náboje prvńıho vodiče, j́ımž protéká proud, bude τ−γ τ . Ten bude p̊usobit na nehybné
ionty druhého vodiče silou na jednotku délky

Fl+ =
(τ − γτ) τ

2π ε0 r
=

τ 2 (1− γ)

2π ε0 r

Abychom určili śılu p̊usob́ıćı na pohybuj́ıćı se elektrony druhého vodiče, muśıme přej́ıt do soustavy, v ńıž
jsou tyto elektrony v klidu a pak přetranformovat výsledek do laboratorńı soustavy:

Fl− = F ′
l− =

(γ τ − τ) (−τ)
2π ε0 r

=
τ 2 (1− γ)

2π ε0 r
.

Śıla p̊usob́ıćı v laboratorńı soustavě na ionty i elektrony druhého vodiče je tedy stejná. Výsledná śıla je
pak rovna

Fl = 2
τ 2 (1− γ)

2π ε0 r
=

τ 2

2π ε0 r
[ 2 (1− γ) − (1− γ)2 + (1− γ)2 ] =

=
τ 2

2π ε0 r
[ (1− γ2) + (1− γ)2 ] = − γ2 τ 2 v2

2π ε0 c2 r
+

(1− γ)2τ 2

2π ε0 r
.

Protože γτv = I, představuje prvńı člen na pravé straně přitažlivou śılu o velikosti

Flm =
µ0 I

2

2π r
.

Tuto śılu nazýváme magnetickou a odpov́ıdá přesně Ampérově śıle (4.27). STR tak vysvětluje experi-
mentálńı fakt, že se dva vodiče protékané souhlasnými proudy přitahuj́ı a naopak tento fakt je významným
potvrzeńım teorie relativity. Může přitom překvapovat, že vlastně celá elektrotechnika je založena na rela-
tivistických efektech druhého řádu v/c, přestože se částice v̊ubec nepohybuj́ı relativistickými rychlostmi.
Ve výrazu pro śılu jsme našli ještě druhý člen, který představuje slabou odpudivou elektrickou śılu

Fle =
(1− γ)2 τ 2

2π ε0 r
≈ v2

c2
µ0 I

2

8π r
.

Je tedy čtvrtého řádu v/c vzhledem k elektrickým silám, které by p̊usobily, kdyby náboje ve vodič́ıch ne-
byly vykompenzovány a druhého řádu vzhledem k silám magnetickým. Můžeme ji samozřejmě zanedbat.
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obr. 4.21 obr. 4.22

Dále uvedeme výpočet magnetické indukce a magnetických sil p̊usob́ıćıch na některé symetrické prou-
dové konfigurace.

1. Magnetické pole př́ımého a rovinného vodiče

Mějme nekonečný př́ımý vodič protékaný proudem I. Vı́me, že ve svém okoĺı vytvář́ı magnetické pole,
jehož vektor lež́ı v rovině kolmé k vodiči, je tečný ke kružnićım se středem na vodiči a je orientován podle
pravidla pravotočivého šroubu. Velikost magnetické indukce můžeme naj́ıt integrováńım podle Biotova -
Savartova zákona. Pro úsek vodiče konečné délky máme výsledek (4.15), který pro nekonečný vodič přecháźı
v (4.16). Mohli bychom též integrovat vektorový potenciál a podle analogie se skalárńım potenciálem
př́ımkového náboje bychom dostali

~A = − µ0 I

2π
ln r ~x0 .

Vektorový potenciál mı́̌ŕı ve směru vodiče a neńı určen jednoznačně. Pomoćı operace rotace bychom z něho
opět dostali výraz pro magnetickou indukci.

Pro nekonečný vodič můžeme však také použ́ıt Ampér̊uv zákon aplikovaný na kružnici obeṕınaj́ıćı
vodič. Pak dostaneme ∮

l

~B · d~l = 2 π r B = µ0 I ,

odkud okamžitě plyne (4.16).

Je-li nekonečný vodič konečné tloušt’ky R, potom použit́ım Ampérova zákona dostaneme cirkulaci
magnetické indukce podél kružnice o poloměru r < R∮

l

~B · d~l = µ0 πr
2 j ,

odkud

B =
µ0 j r

2
=

µ0 I r

2π R2
.

Magnetická indukce uvnitř vodiče s konstantńı proudovou hustotou ~j tedy záviśı př́ımo úměrně na po-
loměru, jak je vidět na obr. 4.21.

Také k určeńı magnetické indukce plošného proudu protékaj́ıho po rovinné desce s lineárńı hustotou
α lze použ́ıt Ampérova zákona. Vyjdeme z předpokladu, že vektor magnetické indukce je rovnoběžný s
deskou a kolmý ke směru proudu a zvoĺıme uzavřenou křivku jako na obr. 4.22.

K cirkulaci zřejmě přisṕıvaj́ı jen úseky rovnoběžné s deskou, takže

2 B l = µ0 α l, odkud B =
µ0 α

2
.
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obr. 4.23 obr. 4.24

2. Magnetické pole kruhové smyčky

Urč́ıme magnetické pole na ose kruhové smyčky protékané proudem I (v jiných bodech prostoru je to
obt́ıžné). Přitom zanedbáme pole proudu v př́ıvodech ke smyčce. Použijeme Biotova - Savartova zákona a

budeme sč́ıtat př́ıspěvky od dvojic protilehlých proudových element̊u I d~l1, I d~l2 na obr. 4.23. Př́ıspěvky
takových dvojic budou zřejmě vždy mı́̌rit ve směru osy z v pravotočivém směru. Jejich velikost je

dB = 2
µ0

4π

I dl

R2
cos θ, cos θ =

r

R

kde r je poloměr smyčky a R délka pr̊uvodiče. Integraćı podél polokružnice dostaneme

B =
µ0

2π

I r

R3

∫ πr

0
dl =

µ0 I

2

r2

(r2 + z2)3/2
.

Maximálńı hodnota magnetické indukce je ve středu smyčky ve výšce z = 0, a to

B(0) =
µ0 I

2 r
.

Je zaj́ımavé srovnat pr̊uběh magnetické indukce na ose na obr. 4.24 s pr̊uběhem intenzity elektrického pole
nabité kružnice na obr. 2.15.

3. Magnetické pole solenoidu a toroidu

Pod solenoidem rozumı́me ćıvku s hustě navinutým drátem, j́ımž protéká proud. Necht’ poloměr sole-
noidu je r a délka L, celkový počet závit̊u N a počet závit̊u na jednotku délky n. Potom můžeme rozdělit
solenoid na krátké úseky délky dl a považovat je za kruhové proudy n I dl (obr. 4.25).

Abychom určili magnetickou indukce kdekoli na ose solenoidu, stač́ı seč́ıst př́ıspěvky takových kru-
hových proud̊u. Je-li l vzdálenost bodu na ose od kruhového proudu a α úhel pod ńımž je vidět okraj
kružnice z bodu na ose a R délka pr̊uvodiče, plat́ı l = r cotg α, dl = −r dα/ sin2 α,R = r/ sin α, a tedy

dB =
µ0 I n dl

2

r2

R3
= − µ0 I n

2
sinα dα, a
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obr. 4.25

obr. 4.26

B = − µ0 I n

2

∫ α1

α2

sinα dα =
µ0 I n

2
(cos α1 − cosα2) .

Pr̊uběh indukce na ose konečného solenoidu vid́ıme na obr. 4.26; v centrálńı oblasti je konstantńı, na
konćıch se projevuj́ı okrajové efekty a indukčńı čáry se zakřivuj́ı. Pokud závity nebudou hustě navinuty,
bude pr̊uběh pole zvlněn. Solenoid můžeme považovat též za válcovou plochu, po jej́ımž plášti protéká
plošný proud.

Je-li solenoid nekonečný, dosad́ıme α1 = 0, α2 = π a dostaneme

B = µ0 I n

Tentýž výsledek bychom dostali z Ampérova zákona, kdybychom zvolili obdélńıkovou integračńı křivku
jako na obr. 4.27. Z d̊uvodu symetrie muśı být pole rovnoběžné s osou, takže př́ıčné úseky 2 a 4 k cirkulaci
nepřisṕıvaj́ı. Je-li úsek 1 na ose fixován, potom pole vně solenoidu muśı být konstantńı. Měńıme-li totiž
křivku tak, že posouváme vněǰśı stranu 3 dále od solenoidu, obeṕıná křivka stále týž proud ILn. Vněǰśı
pole by ovšem muselo klesat se vzdálenost́ı od osy válce a tak nezbývá, než aby bylo všude nulové. Odtud
však plyne, že úsek 1 může být umı́stěn nejen na ose, ale v libovolné vzdálenosti od ńı a vždy dostaneme
indukci B = µ0In. Pole uvnitř nekonečného solenoidu je homogenńı!.

Toroid můžeme považovat za solenoid stočený do prstence. Má výhodu, že se u něho neprojevuj́ı
okrajové efekty a nevýhodu, že pole už neńı homogenńı. Jsou-li vnitřńı a vněǰśı poloměr toroidu R1, R2,
bude podle Ampérova zákona pole v toroidu na kružnici o poloměru r dáno z 2πrB = µ0IN jako

B =
µ0 I N

2π r
.
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obr. 4.27 obr. 4.28

Je-li toroid tenký a rozd́ıl mezi jeho vnitřńım a vněǰśım poloměrem malý, bude v něm pole přibližně
homogenńı a rovné poli solenoidu. Odvozené výsledky pro solenoid a toroid nezávisej́ı na tvaru jejich
pr̊uřezu.

3. Śıla a moment śıly p̊usob́ıćı na proudovou smyčku v magnetickém poli

Na rovinnou proudovou smyčku l plochy ∆S protékanou proudem I p̊usob́ı v magnetickém poli śıla ~F
a moment śıly ~M

~F = I
∮

l
d~l × ~B, ~M =

∮
l
~r × d~F = I

∮
l
~r × ( d~l × ~B ) .

Vynásob́ıme-li integrál pro śılu skalárně konstantńım vektorem ~c, dostaneme

~c ·
∮

l
d~l × ~B = −

∮
l
( ~c× ~B ) · d~l = −

∫
∆S

rot ( ~c× ~B ) · d~S =
∫
∆S

( ~c ∇ ) ~B · d~S ,

Budou-li se parciálńı derivace ~B v ploše smyčky málo měnit (např́ıklad bude-li smyčka malá) a zavedeme-li

Ampér̊uv magnetický moment smyčky ~m = I∆~S, dostaneme

~c · ~F = ~m · ( ~c ∇ ) ~B .

Protože rotace ~B v ploše smyčky je nulová, plat́ı

~m · ( ~c ∇ ) ~B = ~c · ( ~m ∇ ) ~B .

Na smyčku proto p̊usob́ı śıla
~F = ( ~m ∇ ) ~B = ∇ ( ~m · ~B ) ,

analogická śıle p̊usob́ıćı na elektrický dipól v nehomogenńım elektrickém poli (2.39).

Bude-li magnetické pole homogenńı, budou derivace ~B nulové a výsledná śıla bude nulová. Budou však
p̊usobit śıly, které se budou snažit smyčku deformovat.

Pokud jde o moment śıly, bude p̊usobit i v homogenńım poli. Máme

~M = I
∮

l
~r × ( d~l × ~B ) = I

∮
l
( ~B · ~r ) d~l − I

∮
l

~B ( ~r‘ · d~l ) .

Druhý integrál je roven nule (vytkneme konstantńı ~B a použijeme Stokesovu větu). Prvńı integrál opět
vynásob́ıme skalárně konstantńım vektorem ~c:

~c ·
∮

l
( ~B · ~r) d~l =

∫
∆S

rot [ ( ~B · ~r ) ~c ] · d~S = −
∫
∆S

[ ~c× grad ( ~B · ~r ) ] · d~S =

= −
∫
∆S

( ~c× ~B ) · d~S = −~c ·
∫
∆S

~B × d~S ,
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a tedy
~M = − I

∫
∆S

~B × d~S = − I ~B ×
∫
∆S

d~S = I ∆~S × ~B = ~m× ~B ,

Moment śıly je opět analogický momentu (2.37) p̊usob́ıćımu na elektrický dipól v elektrickém poli a snaž́ı
se natočit proudovou smyčku tak, aby jej́ı vlastńı magnetické pole bylo souhlasně rovnoběžné s vněǰśım
polem ~B.

3. Magnetický dipól a vektor magnetizace

Podobně jako jsme zkoumali elektrické pole náboje obecně rozloženého v objemu V můžeme zkoumat
i magnetické pole malého proudového objemu nebo malé smyčky na velkých vzdálenostech. Mějme objem
V , v němž se uzav́ıraj́ı proudy s rozložené s hustotou ~j. V teorii elektromagnetického pole se ukazuje,
že vektorový potenciál na vzdálenostech mnohem větš́ıch než jsou rozměry tohoto objemu můžeme opět
jednoznačně rozložit do řady magnetických multipól̊u jako

~A =
µ0

4π

∫
V

~j dV

R
=

µ0

4πr

∫
V

~j dV +
µ0

4πr3
~m× ~r + · · · , (4.38)

kde

~m =
1

2

∫
V

( ~r′ ×~j ) dV . (4.39)

Zde opět ~R představuje vektor pr̊uvodiče, ~r je polohový vektor bodu, v němž potenciál určujeme a ~r′

prob́ıhá objem V . Prvńı člen v rozvoji (4.38) je roven nule, vzhledem k tomu, že proudy jsou v objemu
uzavřeny a tento fakt vyjadřuje neexistenci magnetického monopólu. Druhý člen je př́ıspěvek magnetického
dipólu, přičemž magnetický dipólový moment je definován vztahem (4.39). Vyšš́ı magnetické multipóly jsou
méně významné.

Obyčejně pod magnetickým dipólem rozumı́me malou (a proto rovinnou) proudovou smyčku plochy ∆S
protékanou proudem I. Zvoĺıme-li počátek souřadnic uvnitř plochy této smyčky, přejde definice dipólového
momentu na

~m =
1

2

∫
V

(~r′ ×~j ) dV =
1

2
I
∫

l
~r′ × d~l = I ∆ ~S . (4.40)

Vektorový potenciál magnetického dipólu můžeme dostat také př́ımo integraćı podél smyčky s použit́ım
věty (M.47):

~A =
µ0

4π
I
∮

l

d~l

R
= − µ0

4π
I
∫
∆S

∇
(

1

R

)
× d~S =

=
µ0

4π
I
∫
∆S

d~S × ~R

R3
≈ µ0

4π
I

∆S × ~r
r3

=
µ0

4π

~m× ~r
r3

.

Magnetickou indukci dipólu najdeme jako

~B = rot ~A = − µ0

4π
( ~m ∇ )

~r

r3
= − µ0

4π
∇ ~m · ~r

r3
. (4.41)

Tento výraz má matematicky stejný tvar jako výraz pro gradient potenciálu elektrického dipólu (2.31), a
proto můžeme magnetickou indukci psát podle (2.33) jako

~B =
µ0

4π

[
3 (~m · ~r ) ~r

r5
− ~m

r3

]
. (4.42)
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obr. 4.29

Pr̊uběh siločar elektrického a magnetického dipólu na velkých vzdálenostech je skutečně shodný, jak je
vidět z obr. 4.29. 6

Magnetický dipól, jehož pole je dáno přesně vztahem (4.41) nazýváme podobně jako u elektrického
dipólu bodovým, tj. zanedbáváme rozměry smyčky Vzhledem k formálńı shodnosti s polem elektrického
dipólu můžeme převźıt i vztahy pro śılu, moment silové dvojice a energii magnetického dipólu ve vněǰśım
magnetickém poli:

~F = (~m∇) ~B, ~D = ~m× ~B, W = − ~m · ~B . (4.43)

Silový moment se snaž́ı natáčet magnetický dipól do směru pole a nehomogenńı magnetické pole pak
vtahuje takto orientovaný dipól do oblast silněǰśıho pole, kde je větš́ı hustota indukčńıch čar. Existuje však
jeden podstatný rozd́ıl od chováńı elektrických dipól̊u, který má vztah k elektromagnetické indukci. Je-li
magetický dipól indukován vněǰśım polem, je orientován proti směru pole (!), jak uvid́ıme později. Takový
dipól je pak z oblasti silněǰśıho pole vytlačován.

Ob́ıhá-li nabitá částice hmotnosti m a náboje q rovnoměrně po kružnici, vytvář́ı smyčkový proud
I = qv/2πr a jej́ı magnetický dipólový moment (budeme ho pro tuto chv́ıli označovat µ) má velikost

µ = I ∆S =
q v

2π r
π r2 =

1

2
q r v =

1

2

q

m
m v = γl . (4.44)

Zde l představuje velikost momentu hybnosti částice a γ nazýváme gyromagnetický poměr:

γ =
1

2

q

m
=

µ

l
. (4.45)

Magnetický moment a moment hybnosti jsou tedy spolu vázány. Z kvantové mechaniky je známo, že
moment hybnosti orbitálńıho pohybu elektronu v atomu je kvantován a jeho projekce v daném směru
může nabývat jen násobk̊u nejmenš́ı hodnoty Planckovy konstanty h̄ = 1, 054.10−34J.s. Proto i magnetický
orbitálńı moment elektronu je kvantován a může nabývat pouze celých násobk̊u hodnoty

µB =
1

2

e

me

h̄ = 9, 273.10−24 A.m2 . (4.46)

Tato hodnota se nazývá Bohr̊uv magneton a ukazuje na řádovou velikost magnetických dipólových
moment̊u atomů. V roce 1915 provedli A. Einstein a W.J.de Haas známý Einstein̊uv - de Haas̊uv experi-
ment k určeńı gyromagnetického poměru částic magnetika. Zavěśıme-li ferromagnetický válec ve vněǰśım

6Magnetický dipólový moment definovaný vztahem (4.40) se nazývá Ampér̊uv nebo proudový. Vedle toho lze formálně
definovat takzvaný Coulomb̊uv magnetický moment s použit́ım představy o magnetickém náboji a Coulombova zákona pro
magnetické śıly mezi dvěma póly dlouhých tyčových magnet̊u:

F =
1

4π µ0

qm1 qm2

r2
.

Jsou-li severńı a jižńı magnetický pól pak odděleny vektorem ~l, bude Coulomb̊uv magnetický moment ~mC = qm
~l. Ukáže se,

že jeho vztah k Ampérovu magnetickému momentu je prostě ~mC = µ0 ~m.
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magnetickém poli a změńıme náhle polaritu tohoto pole, muśı se válec pootočit, protože se změńı jeho
moment hybnosti.

T́ımto zp̊usobem byl změřen gyromagnetický poměr elektron̊u, který se však ukázal být roven γ = e/me

a nikoli (4.45) ! Později se vyjasnilo, že ferromagnetismus neńı vyvolán orbitálńım pohybem elektron̊u,
ale jejich spiny, vlastńımi momenty hybnosti, které nesouvisej́ı s pohybem elektron̊u v prostoru. Jejich
nejmenš́ı hodnota je pak h̄/2, takže vlastńı magnetický dipólový moment elektronu je opět roven Bo-
hrově magnetonu. Přesněǰśı výpočet na základě kvantové elektrodynamiky dává v překvapivém souhlase
s experimentem hodnotu µe = 1, 00116 µB.

Jaderné částice, protony a neutrony, maj́ı také své magnetické dipólové momenty, které se vyjadřuj́ı v
jaderných magnetonech

µN =
me

mp

µB = 5, 051.10−27 A.m2 . (4.47)

Magnetický moment protonu a neutronu neńı roven celému násobku jaderného magnetonu, ale µp =
2, 792 µN , µn = −1, 913 µN .

Mějme nabité těleso náboje Q, hmotnosti M , momentu hybnosti ~L a momentu setrvačnosti I rotuj́ıćı
s úhlovou rychlost́ı ~Ω. Jeho magnetický dipólový moment je

µ = γ L = γ I Ω =
1

2

Q

M
I Ω . (4.48)

Známe-li tedy momenty setrvačnosti těles, můžeme př́ımo určit jejich magnetické momenty. Např́ıklad
rotuj́ıćı prostorově nabitá koule o momentu setrvačnosti I = 2

5
MR2 bude mı́t magnetický dipólový moment

µ =
1

5
Q Ω R2 . (4.49)

Pro povrchově nabitou kouli bude v (4.49) koeficient 1/3, pro objemově nabitý válec 1/4 atd.

Pro studium magnetických vlastnost́ı látek je d̊uležité znát velikosti a chováńı magnetických moment̊u
atomů a molekul. Vedle vlastńıch magnetických moment̊u atomů, které jsou řádově rovny Bohrovu mag-
netonu, vznikaj́ı po vložeńı látky do vněǰśıho magnetického pole momenty indukované. Magnetické pole
bude na vlastńı momenty p̊usobit silovým momentem, který vyvolá změnu momentu hybnosti:

d~l

dt
= ~µ× ~B .

Pomoćı gyromagnetického poměru můžeme tuto rovnici přepsat na

d~µ

dt
= γ (~µ× ~B) . (4.50)

Tato rovnice popisuje precesńı pohyb vektoru magnetického dipólového momentu kolem směru vněǰśıho
magnetického pole s úhlovou frekvenćı

~ωL = − γ ~B (4.51)

(takzvaná Larmorova frekvence). Precese zmenš́ı středńı hodnotu momentu hybnosti a t́ım i magnetického
momentu částice. Koná-li např́ıklad elektron kruhový pohyb v rovině sv́ıraj́ıćı se směrem magnetického
pole určitý úhel a je-li < ρ2 > středńı kvadratický poloměr pr̊umětu dráhy do roviny kolmé ke směru pole,
zmenš́ı se d́ıky Larmorově precesi moment hybnosti o ∆lL = me < ρ2 > ωL. To je ekvivalentńı vzniku
indukovaného magnetického momentu

~µind = γ∆~lL = − e2

4me

< ρ2 > ~B = −β ~B. (4.52)

Tento výraz můžeme srovnat s indukovaným elektrickým dipólovým momentem (2.40). V atomu se Z
elektrony muśıme ovšem jednotlivé momenty sč́ıtat. Pro kulově symetrický atom obyčejně uvád́ıme středńı
kvadratickou hodnotu poloměru dráhy elektron̊u < r2

0 > a pak dostáváme indukovaný moment atomu jako

~µindA = − e2 Z < r2
0 >

6me

~B . (4.53)
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obr. 4.30

Hodnota < ρ2
0 >, kterou je třeba ovšem určovat metodami kvantové fyziky, je řádově rovna rozměru atomu,

10−10 m.

Podobně jako u elektrických dipól̊u můžeme uvažovat spojité prostorové či plošné rozložeńı magne-
tických dipól̊u. Jsou-li v nějakém objemu magnetické dipólové momenty o koncentraci N všechny souhlasně
orientovány, můžeme zavést vektor ~M = N ~m, který nazýváme vektorem magnetizace. Ten obecně (tj.
i když momenty nejsou všechny stejně orientovány) představuje magnetický dipólový moment jednotky
objemu. 7. Objem s nenulovým vektorem magnetizace nazýváme magnetizovaným. Magnetizace se zřejmě
měř́ı v jednotkách ampér na metr.

Urč́ıme vektorový potenciál magnetického pole buzeného v bodě o polohovém vektoru ~r magnetizo-
vaným objemem s vektorem magnetizace ~M(~r′):

~A =
µ0

4π

∫
V

~M(~r′)× ~R

R3
dV =

µ0

4π

 − ∫
V

rot′

 ~M(~r′)

R

 dV +
∫

V

rot′ ~M(~r′)

R
dV

 =

=
µ0

4π

∮
S

~M(~r′)× d~S

R
+
∫

V

rot′ ~M(~r′)

R
dV

 =
µ0

4π

[∮
S

~αm(~r′) dS

R
+
∫

V

~jm(~r′) dV

R

]
,

kde pod rot’ se rozumı́ rotace derivovaná podle proměnné ~r′. Výsledný potenciál je tedy ekvivalentńı

potenciálu pole buzeného plošným proudem hustoty ~αm vázaným na povrch tělesa a objemovým proudem
hustoty ~jm vázaným uvnitř tělesa (tzv. magnetizačńı proudy), kde

~αm = ~M × ~n, ~jm = rot ~M (4.54)

(~n je jednotkový vektor normály k povrchu tělesa).
Magnetizovaný objem se tedy chová jako určité ekvivalentńı rozděleńı plošných a objemových proud̊u.

Je-li v daném objemu vektor magnetizace konstantńı, bude takový objem vytvářet pole totožné s polem
plošného proudu na povrchu. Mějme např́ıklad objem ve tvaru kolmého válce s vektorem magnetizace
rovnoběžným s osou. Pro dostatečně dlouhý válec bude pole vně nulové a pole uvnitř bude polem solenoidu
(obr. 4.30)

B = µ0 α = µ0 M . (4.55)

Názorně je to vidět na obr. 4.31. Smyčkové proudy dipól̊u se uvnitř válce vyruš́ı a z̊ustane pouze obvodový
proud.

Zvolme nyńı válec podstavy S a malé výšky ∆h (obr.4.32). Jeho celkový magnetický moment bude
roven

~m0 = ~M S ∆h = ~ms S , (4.56)

kde ~ms představuje plošnou hustotu magnetických dipól̊u. Taková nekonečně tenká válcová vrstva představuje
vlastně rovinnou magnetickou dvojvrstvu a je ekvivalentńı smyčkovému proudu I, který vytvář́ı magnetický

7Nahrad́ıme-li Ampér̊uv magnetický moment momentem Coulombovým, nazýváme vektor ~Pm = N ~mC vektorem magne-
tické polarizace
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obr. 4.31 obr. 4.32

moment m0 = I S. Velikost plošné hustoty Ampérových magnetických moment̊u je tedy rovna ms = I,
Coulombových moment̊u mCs = µ0I.

4. Magnetika v magnetickém poli

Magnetika budeme považovat za tělesa tvořená elementárńımi magnetickými dipóly; tyto dipóly mohou
být jak vlastńı, tak indukované. Vedle volných proud̊u o hustotě ~j muśıme v magnetiku tedy uvažovat i
vázané, nagnetizačńı proudy s hustotou (4.54). Můžeme tedy psát Maxwellovu rovnici

rot ~B = µ0 ( ~j + ~jm ) = µ0 ( ~j + rot M ) .

Děĺıme-li tuto rovnici µ0, převedeme rot M na levou stranu a zavedeme vektor

~H =
1

µ0

~B − ~M , (4.57)

můžeme zapsat soustavu Maxwellových rovnic pro stacionárńı magnetické pole v magnetiku jako

div ~B = 0 , rot ~H = ~j . (4.58)

Účelnost zavedeńı vektoru ~H, který nazýváme vektorem intenzity magnetického pole, je v tom, že se
pak můžeme omezit pouze na zadáńı proudové hustoty volných proud̊u (které se daj́ı měřit ampérmetrem);

vlastnosti vázaných magnetizačńıch proud̊u jsou již ve vektoru ~H obsaženy.
Tak Ampér̊uv zákon pro cirkulaci intenzity magnetického pole bude zńıt∮

l

~H · d~l =
∫

S

~j · d~S = I , (4.59)

kde I je volný proud. Podle analogie s elektrickým polem nazýváme tuto cirkulaci magnetomotorickým
napět́ım Em = I.

Je zřejmé, že na hranici dvou magnetik, tj. na ploše, kde jsou pouze vázané proudy, budou tečné složky
vektoru intenzity magnetického pole spojité na rozd́ıl od složek magnetické indukce, které zde maj́ı skok
µ0α. Naproti tomu vektor intenzity magnetického pole nemá tak obecný význam jako vektor magnetické
indukce, který udává silové p̊usobeńı mezi proudy. Nemůžeme také např́ıklad udat obecný vztah pro
divergenci ~H.

Soustava rovnic (4.58) nemá plně určené řešeńı a bylo by ji třeba ještě doplnit o vztah mezi vektory
~H a ~B. Z definice je patrno, že tyto vektory nemuśı mı́t obecně ani stejný směr. Vektor ~M může být
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obr. 4.33

konstantńı, nezávislý na vněǰśım magnetickém poli. Taková magnetika nazýváme ideálně tvrdými a jsou
vhodné k vytvářeńı permanentńıch magnet̊u.

Většina magnetik se však magnetizuje teprve pod vlivem vněǰśıho magetického pole. Pokud atomy
magnetika maj́ı vlastńı magnetické dipólové momenty (takovým ř́ıkáme paramagnetika), budou se tyto
dipóly ve vněǰśım magnetickém poli natáčet ve směru pole. Mluv́ıme o tzv. orientačńı magnetizaci. Po-
kud atomy vlastńı momenty nemaj́ı, budou se v magnetickém poli indukovat. Takové látky nazýváme
diamagnetika. Jak jsme se již zmiňovali, indukované momenty budou orientovány proti směru vněǰśıho
magnetického pole a budou ho oslabovat. Diamagnetismus je univerzálńı vlastnost́ı všech látek, ovšem u
paramagnetik je překryt magnetickým polem vlastńıch dipól̊u, které jsou orientovány ve směru vněǰśıho
pole a zesiluj́ı ho. V obou př́ıpadech můžeme očekávat, že pro nepř́ılǐs silná pole bude vektor magnetizace
úměrný intenzitě magnetického pole (ideálně měkká magnetika). Potom

~M = κ ~H . (4.60)

Konstantu úměrnosti κ nazýváme magnetickou susceptibilitou.
Pro dostatečně silná pole pozorujeme u některých magnetik (nazývaných feromagnetika jev hystereze.

Je obdobný jevu hystereze u feroelektrik a mohli bychom nakreslit hysterezńı křivku analogickou křivce
na obr. 2.32 pro závislost M na H. Na obr. 4.33 vid́ıme hysterezńı smyčku feromagnetika pro dvě r̊uzné
hodnoty maximálńı magnetizace Mm.

Z počátku vycháźı opět ”panenská křivka” prvotńıho magnetováńı, která se postupně bĺıž́ı nasycené
hodnotě Ms. Při zpětném magnetováńı z̊ustává i při nulovém vněǰśım poli remanentńı magnetizace Mr,
ke zrušeńı magnetizace je třeba koercitivńıho pole Hc. Hodnota nasycené (též spontánńı) magnetizace
je d̊uležitou charakteristikou feromagnetika a např́ıklad pro čisté železo při pokojové teplotě se udává
µ0Ms = 2, 15 Wb.m−2. Feromagnetika s vysokou hodnotou koercitivńıho pole (> 103 A.m−1) a velkou
remanentńı magnetizaćı (širokou hysterezńı křivkou) se nazývaj́ı magneticky tvrdá a hod́ı se pro konstrukci
permanentńıch magnet̊u. Naopak materiály s úzkou hysterezńı křivkou (Hc < 100 A.m−1) jsou magneticky
měkká a použ́ıvaj́ı se v zař́ızeńıch s proměnným magnetickým polem. K nim patř́ı např́ıklad použ́ıvaná
ocel Aramco.

Vrat’me se k předpokladu, že mezi magnetizaćı a intenzitou pole plat́ı vztah př́ımé úměrnosti. Potom
můžeme psát

~B = µ0 ( ~H + ~M ) = µ0 ( ~H + κ ~H ) = µ0( 1 + κ ) ~H = µ0µr
~H = µ ~H . (4.61)

Vektor magnetické indukce je tedy úměrný vektoru intenzity magnetického pole s koeficientem úměrnosti
µ, který nazýváme absolutńı permeabilitou magnetika. V soustavě jednotek SI, kde byla formálně zavedena
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rozměrná konstanta µ0, nazývaná permeabilitou vakua, je absolutńı permeabilita součinem této konstanty
a bezrozměrné tzv. relativńı permeability magnetika µr. Pokud vektory magnetické indukce a intenzity
pole nemaj́ı týž směr (např́ıklad v krystalech nebo jiných magneticky anizotropńıch materiálech), bude
mı́t permeabilita charakter tenzoru a dostaneme

Bi = µik Hk . (4.62)

Veličina intenzita magnetického pole má v soustavě SI rozměr [H]= L−1I a měř́ı se v ampérech na metr. Jej́ı
cirkulace (magnetomotorické napět́ı) se měř́ı v ampérech, př́ıpadně ampérzávitech, je-li cirkulace brána
v́ıcenásobně.

Podle (4.61) plat́ı mezi relativńı permeabilitou a magnetickou susceptibilitou vztah

µr = 1 + κ . (4.63)

Protože magnetická susceptibilita může být kladná i záporná, je relativńı permeabilita větš́ı nebo menš́ı
než 1.

Relativńı permeabilita magnetika je d̊uležitou makroskopickou charakteristikou jeho magnetických
vlastnost́ı. Vlož́ıme-li magnetikum do homogenńıho magnetického pole v solenoidu, přičte se jeho pole
~Bm = µ0

~M k magnetickému poli ~B0 buzenému volnými proudy v ćıvce. Pro výsledné pole a magnetizaci
můžeme psát

~B = ~B0 + µ0
~M , ~M = ( µr − 1 ) ~H . (4.64)

Vyjádř́ıme-li odtud výsledné pole a magnetizaci v závislosti na p̊uvodńım poli ve vakuu, dostaneme

~B = µr
~B0 , ~M =

µr − 1

µ0

~B0 . (4.65)

Odtud je zřejmo, že magnetické pole v magnetiku je zesilováno (př́ıpadně zeslabováno, je-li relativńı
permeabilita menš́ı než 1) µr-krát. V př́ıpadě nehomogenńıho pole můžeme vźıt vždy dostatečně malý
objem, v němž lze pole považovat za homogenńı a vźıt lokálńı hodnotu relativńı permeability. Tak můžeme
použ́ıt dosud odvozené vztahy pro magnetické silové p̊usobeńı ve vakuu a formálně v něm vynásobit
permeabilitu vakua µr. Energie magnetického pole v ideálně měkkém magnetiku bude pak

wm =
B2

2µrµ0

=
~H · ~B

2
. (4.66)

Z vlastnost́ı vektor̊u ~H, ~B plynou též podmı́nky pro změnu jejich složek na rozhrańı dvou magnetik o
permeabilitách µ1, µ2. Na tomto rozhrańı jsou plošně rozloženy pouze vázané proudy, takže tečné složky
~H jsou spojité. Spojitými z̊ustávaj́ı i normálové složky ~B (obr. 4.34), takže máme

H1t = H2t , µ1 H1n = µ2 H2n . (4.67)

Děleńım těchto vztah̊u dostáváme
tg θ1

tg θ2
=

µ1

µ2

. (4.68)

Podobně jako jsme u kondenzátoru zaváděli kapacitu jako funkci jeho geometrie a permitivity prostřed́ı,
můžeme u solenoidu definovat indukčnost L jako poměr indukčńıho toku pr̊uřezem solenoidu a protékaj́ıćıho
volného proudu. Má-li solenoid N závit̊u, muśıme tok brát N -násobný:

L =
Φ

I
, resp. L =

N Φ

I
=

N B S

I
. (4.69)
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obr. 4.34

To je takzvaná statická definice indukčnosti. Tato indukčnost je zřejmě úměrná velikosti magnetické in-
dukce v solenoidu. Vlož́ıme-li do solenoidu magnetikum, zvětš́ı se pole a tedy i indukčnost µr-krát:

L = µr L0 . (4.70)

Vkládáńım r̊uzných magnetik do solenoidu a měřeńım změn jeho indukčnosti můžeme měřit relativńı
permeabilitu. Zjist́ıme, že existuje několik skupin magnetik a nav́ıc permeabilita jev́ı teplotńı závislost.
Tak u diamagnetických látek je relativńı permeabilita malá, záporná a teplotně nezávislá:

látka (µr − 1) . 106

bismut -176
stř́ıbro -26
NaCl -12,6
sklo -12,6
měd’ -10,3
voda -8,8
etanol -7,9
vod́ık -0,063

Látky paramagnetické maj́ı relativńı permitivity v širokém rozsahu a je pro ně typická teplotńı závislost

µr = 1 +
C

T
, (4.71)

kde C je Curieova teplota. Výjimku tvoř́ı alkalické kovy, jejichž permeabilita na teplotě nezáviśı. Pro
některá paramagnetika máme

látka (µr − 1) . 106

duśık 0,013
vzduch 0,38
kysĺık 1,9
hlińık 23
wolfram 176
platina 350
tekutý kysĺık 3 400
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obr. 4.35

Složitěǰśı situace nastává u silně magnetických látek, jako jsou feromagnetika. Jejich relativńı permea-
bilita je proměnná v závislosti na vněǰśım magnetickém poli a silně teplotně závislá. Při dosažeńı Curieovy
teploty jejich permeabilita poklesne z vysokých hodnot řádově 103 − 104 na hodnoty běžné u paramagne-
tik. Typickými feromagnetiky jsou železo, kobalt, nikl, gadolinium a r̊uzné slitiny i nekovového charakteru.
Curieova teplota je pro Fe 1043 K, Co 1393 K, Ni 631 K, Gd 289 K. Pro feromagnetika již neplat́ı př́ımá
úměrnost mezi vektory ~B a ~H a jejich závislost pro konkretńı nateriál udává magnetizačńı křivka. Pro
určitý druh měkkého železa je uvedena na obr. 4.35.

Feromagnetismus vysvětlujeme tak, že magnetické dipóly atomů jsou již spontánně orientovány v tzv.
Weissových doménách a ty se pak v magnetickém poli natáčej́ı jako celky. Sama teorie feromagnetismu je
však poměrně obt́ıžná a je založena na zákonitostech kvantové fyziky.

Vedle feromagnetik se setkáváme s antiferomagnetiky (NiO, FeF2, MnS aj.), u nichž magnetické mo-
menty sousedńıch atomů jsou orientovány antiparalelně. U ferimagnetických látek (ferit̊u) jsou sousedńı
momenty rovněž antiparalelńı, ale r̊uzné velikosti, takže látka je spontánně zmagnetoivána. K ferit̊um patř́ı
třeba magnetovec Fe3O4. Nad tzv. Neélovou teplotou přecházej́ı tyto látky v obyčejná paramagnetika.
Těleso vytvořené z magnetika s fixně orientovanými magnetickými dipóly se nazývá permanentńı magnet.
Podobně jako u dielektrik i śıly mezi magnetickými dipóly vyvolávaj́ı mechanické účinky (magnetostrikce).

Relativńı permeabilita je makroskopická látková konstanta, kterou je možno teoreticky vypoč́ıtat z
mikroskopického modelu magnetik. Tak pro látky diamagnetické můžeme vyj́ıt z Langevinovy teorie indu-
kovaných magnetických moment̊u atomů, které jsme odvodili v předchoźım odstavci (4.53). Protože vektor
magnetizace představuje magnetický dipólový moment jednotky objemu látky, dostaneme odtud

µr = 1 + κ = 1 − µ0 n
e2 Z < r2

0 >

6 me

, (4.72)

kde n je počet atomů v jednotce objemu. To je Langevin̊uv vztah pro permeabilitu diamagnetik; počet
atomů v jednotce objemu urč́ıme pomoćı Avogadrova zákona. Přesněǰśı, kvantovou teorii diamagnetismu
podal ve 20. letech J.H. van Vleck.

Pokud jde o orientačńı polarizaci paramagnetik, můžeme opět použ́ıt Debyovu - Langevinovu teorii a
pouze modifikovat vzorec (2.82):

µr = 1 +
µ0 n m

2

3 k T
. (4.73)

Zde m je velikost vlastńıho magnetického momentu atomu a k Boltzmannova konstanta. Tento vzorec
vysvětluje teplotńı závislost permeability paramagnetik. Obecnou kvantovou teorii paramagnetismu podal
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obr. 4.36 obr. 4.37

opět van Vleck.

Jestliže v magnetiku neprotékaj́ı žádné volné proudy, dostáváme soustavu Maxwellových rovnic

div ~B = 0 , rot ~H = 0 . (4.74)

Ta je formálně shodná se soustavou rovnic elektrostatiky v prostoru, kde nejsou náboje. Protože pole ~H
je nyńı potenciálńı, můžeme zavést magnetostatický potenciál ψ vztahem

~H = − grad ψ . (4.75)

V tomto př́ıpadě můžeme tedy mluvit o magnetostatickém poli a soustavě rovnic magnetostatiky.

Při navrhováńı ćıvek pro generaci magnetických poĺı se setkáváme s r̊uzně větvenými magnetickými
indukčńımi toky a hovoř́ıme o magnetických obvodech. Tak jako se elektrické proudy muśı uzav́ırat do
smyček, tvoř́ı i magnetické indukčńı čáry uzavřené obvody. Takový uzavřený obvod konečného solenoidu
je na obr. 4.36.

Necht’ indukčńı čáry tvoř́ı uzavřenou trubici o proměnném pr̊uřezu ∆S. Potom pro cirkulaci magnetické
indukce podél trubice plat́ı∮

l

~B · d~l =
∮

l

Φ

∆S
dl = Φ

∮
l

dl

∆S
= µ N I = Em .

Je-li N počet závit̊u solenoidu, představuje NI magnetomotorické napět́ı (4.59).
Veličina

Rm =
1

µ
=
∮

l

dl

∆S
(4.76)

záviśı jen na délce a pr̊uřezu trubice a magnetických vlastnostech prostřed́ı. Nazývá se magnetický odpor
neboli reluktance. Jej́ı převrácená hodnota

Λ =
1

Rm

nese název magnetická vodivost neboli permeance. Magnetický odpor se měř́ı v jednotkách převrácený
henry, magnetická vodivost v henry.
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Pro magnetický obvod můžeme tedy zapsat vztah mezi indukčńım tokem, magnetomotorickým napět́ım
a magnetickým odporem, který připomı́ná Ohmův zákon. Nazývá se Hopkinson̊uv zákon:

Φ =
Em

Rm

. (4.77)

Při řešeńı složiteǰśıch magnetických obvod̊u bychom mohli pracovat analogicky s magnetickým po-
tenciálem a magnetickým napět́ım, které se měř́ı stejně jako mmn v ampérech, formulovat magnetické
Kirchhoffovy vzorce apod.

Nakonec ještě urč́ıme śılu, kterou se přitahuj́ı koncové nástavce dvou magnet̊u (obr. 4.37).

Śıla p̊usob́ıćı mezi dvěma magnety

Pro malé magnety bychom mohli použ́ıt výrazy pro śıly p̊usob́ıćı mezi magnetickými dipóly. Je-li
naopak rozměr plochy S čel magnet̊u velký ve srovnáńı s š́ı̌rkou mezery mezi nimi, vzniká v této vzduchové
mezeře přibližně homogenńı magnetické pole o indukci ~B. Hustota energie magnetického pole v mezeře
je wm = B2/2µ0, při posunut́ı magnet̊u o ∆d se celková energie změńı o wmS∆d. Tato veličina muśı být
rovna práci, kterou koná śıla F na dráze ∆d, a proto

F = wm S =
B2 S

2 µ0

.

5. Pohyb nabitých částic v elektrických a magnetických poĺıch

Nabité částice se v elektrických a magnetických poĺıch pohybuj́ı pod vlivem Lorentzovy śıly. Jde tedy
o to řešit pohybovou rovnici

m
d~v

dt
= q ( ~E + ~v × ~B) . (4.78)

Pole ~E, ~B mohou být obecně zadanými funkcemi souřadnic a času, takže řešeńı pohybové rovnice může
být složité. Taková obecná řešeńı je třeba určovat např́ıklad v elektronové a iontové optice, kde se částice
pohybuj́ı v nehomogenńıch poĺıch. Předpokládejme nejdř́ıve, že pole jsou homogenńı.

Pohyb v čistě elektrickém poli je analogický pohybu částice v homogenńım poli t́ıhovém. Necht’ elek-

trické pole mı́̌ŕı směrem osy x: ~E = (E, 0, 0). Pohybová rovnice ve složkách dá řešeńı

x =
1

2

q

m
E t2 + v0x t + x0, y = v0y t + y0, z = v0z t + z0 , (4.79)

které záviśı na počátečńıch podmı́nkách.
Zač́ıná-li se částice pohybovat z počátku z klidu, bude jej́ı pohyb analogický volnému pádu:

x =
1

2

q

m
E t2 , vx =

q

m
E t =

√
2qEx

m
.

Protože
1

2
m v2

x = q e x , ϕ = − E x + ϕ0 ,

dostáváme zákon zachováńı energie ve tvaru

1

2
m v2

x + q ϕ = q ϕ0 .
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Bude-li mı́t částice počátečńı rychlost v0 ve směru osy y, bude řešeńı

x =
1

2

q

m
E t2, y = v0 t

a dráha bude parabolická jako u vodorovného vrhu v t́ıhovém poli

x =
1

2

q

m

E

v2
0

y2 .

V čistě magnetickém poli, které má směr osy z bude pohybová rovnice ve složkách

dvx

dt
=

q

m
vy B ,

dvy

dt
= − q

m
vx B ,

dvz

dt
= 0 .

Pohyb ve směru magnetického pole (osy z) je rovnoměrný, protože v tomto směru magnetické pole
silově nep̊usob́ı:

z = v0z t + z0 .

Soustavu diferenciálńıch rovnic pro složky vx, vy, které jsou provázány, můžeme řešit bud tak, že jednu z
rovnic zderivujeme znovu podle času, vylouč́ıme jednu z funkćı a pro druhou budeme řešit rovnici druhého
řádu, nebo přechodem ke komplexńı rychlosti u = vx + ivy. Vynásob́ıme-li rovnici pro vy imaginárńı
jednotkou i a sečteme obě rovnice, dostaneme

du

dt
+ i

qB

m
u = 0 .

Řešeńım této rovnice je komplexńı funkce

u = C eα t = v0⊥ e−i(δ+ωct) ,

kde ωc je takzvaná cyklotronová frekvence rovná

ωc =
q

m
B . (4.80)

Pro komplexńı rychlost máme

u = v0⊥ cos(ωct+ δ) − i v0⊥ sin(ωct+ δ) , (4.81)

a tedy výsledné řešeńı ve složkách

vx = v0⊥ cos(ωct+ δ) , x = x0 − rc sin δ + rc sin(ωct+ δ)

vy = − v0⊥ sin(ωct+ δ) , y = y0 − rc cos δ + rc cos(ωct+ δ) . (4.82)

Délka rc se nazývá cyklotronový poloměr. Je roven

rc =
v0⊥

ωc

=
m v0⊥

q B
. (4.83)

V homogenńım magnetickém poli koná tedy nabitá částice rovnoměrný kruhový pohyb v rovině kolmé
k magnetickému poli s úhlovou frekvenćı ωc a s poloměrem rc. Na tento pohyb se superponuje rovnoměrný
pohyb ve směru osy z takže výsledná dráha částice má tvar šroubovice, která se ov́ıj́ı kolem magnetické
indukčńı čáry (obr. 4.38).

Je d̊uležité si všimnout, že částice bude rotovat kolem indukčńı čáry v levotočivém smyslu, takže svým
vlastńım indukovaným magnetickým polem bude vněǰśı pole oslabovat. Volné částice (které tvoř́ı např́ıklad
plazma) se tedy chovaj́ı v magnetickém poli jako diamagnetika.
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obr. 4.38 obr. 4.39

obr. 4.40 obr. 4.41

Přejdeme nyńı k situaci. kdy p̊usob́ı současně magnetické a elektrické pole, která jsou navzájem kolmá:
~E = (0, E,O), ~B = (0, 0, B). Pohybová rovnice bude nyńı nehomogenńı:

du

dt
+ i

qB

m
= i

qE

m
.

K obecnému řešeńı homogenńı rovnice (4.81) muśıme přič́ıst ještě zvláštńı řešeńı nehomogenńı rovnice.
Snadno zjist́ıme, že je reálné a rovno

unh = vd =
E

B
, (4.84)

Této veličině ř́ıkáme driftová rychlost. Ve zkř́ıžených elektrickém a magnetickém poli koná tedy částice
jednak pohyb po šroubovici ov́ıjej́ıćı se kolem osy z ve směru magnetického pole a kromě toho se posouvá
ve směru osy x, tedy kolmo jak k magnetickému tak k elektrickému poli (!). Takovému pohybu např́ıč
magnetickým indukčńım čarám ř́ıkáme drift. Všimněme si, že driftová rychlost nezálež́ı ani na znaménku
ani na hmotnosti částice. Superpozićı kruhového a postupného pohybu vzniká trajektorie ve tvaru cykloidy
, př́ıpadně cykloidy zkrácené nebo prodloužené (obr. 4.40).

Drift může být zp̊usoben i jinými silami než elektrickým polem (např́ıklad gravitaćı) a docháźı k němu
i v nehomogenńım magnetickém poli, kolmo ke směru gradientu. V těchto př́ıpadech bude směr driftu
záviset na znaménku elektrického náboje částice.

Pohybuje-li se nabitá částice v nehomogenńım magnetickém poli, chová se jako diamagnetická a je
vytlačována z oblasti větš́ı hustoty siločar. Na tomto jevu jsou založena magnetická zrcadla. Pohybuje-
li se částice podél siločáry po šroubovici, bude se v silněǰśım poli jak poloměr tak stoupáńı šroubovice
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obr. 4.42

obr. 4.43 obr. 4.44

zmenšovat, až se částice zastav́ı a začne se pohybovat opačným směrem. Toho se využ́ıvá v otevřených
magnetických nádobách určených k udržeńı horkého plazmatu (viz obr. 4.41). 8

Na pohybu nabitých částic v elektrických a magnetických poĺıch je založeno množstv́ı technických apli-
kaćı, zahrnovaných pod souhrnným názvem elektronika. Různě uspořádaná pole umožňuj́ı svazky nabitých
částic fokusovat a vytvářet elektrické a magnetické čočky. Na tom je založena elektronová a iontová optika.
Na obr. 4.42 jsou znázorněny elektrické a magnetické čočky jednak s podélným a jednak s př́ıčným polem.

Elektrická a magnetická pole umožňuj́ı také separovat částice podle rychlost́ı a vytvářet rychlostńı
filtry. Necht’ se nabitá částice pohybuje rychlost́ı v ze vzdálenosti x0 podél osy x a dopadá na st́ıńıtko
(fotografickou desku) v rovině y, z (obr. 4.43).

Elektrické a magnetické pole mı́̌ŕı rovnoběžně (souhlasně či nesouhlasně) ve směru osy y. Ve směru osy
x nep̊usob́ı na částici žádná śıla a částice dosáhne st́ıńıtka za dobu t = x0/v. Za tuto dobu se odchýĺı ve
směru y pod vlivem elektrického pole a ve směru z pod vlivem magnetického pole. Částice o témž měrném
náboji a r̊uzných rychlostech tedy dopadaj́ı na st́ıńıtko podél paraboly

z2 =
q B2x2

0

2 m E
x .

Této ”metody parabol” použil v r. 1901 W. Kaufmann, když určoval závislost hmotnosti relativistických
elektron̊u na jejich rychlosti. Uspořádáme-li magnetické a elektrické pole vzájemně kolmo, můžeme zvolit

8Na vlastnostech pohybu nabitých částic v nehomogenńım magnetickém a gravitačńım poli je založeno chováńı kosmických
částic slunečńıho větru v zemském magnetickém poli. Zemské magnetické pole má charakter pole dipólu se siločarami
zhušt’uj́ıćımi se u geomagnetických pól̊u. Nabitá částice nemůže pronikat k zemskému povrchu např́ıč siločarám, ov́ıj́ı se
kolem nich a pod vlivem gravitačńıho pole koná drift v rovnoběžkovém směru. Zároveň putuje od pólu k pólu a tam se
vždy odráž́ı jako od magnetického zrcadla. V polárńıch oblastech tak roste koncentrace těchto částic a s t́ım souviśı výskyt
polárńıch zář́ı. Zemská magnetosféra nás tak chráńı před pronikáńım nabitých kosmických částic.
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obr. 4.45

jejich velikosti tak, aby částice o dané rychlosti pohybuj́ıćı se v kolmém směru k oběma poĺım nebyla v̊ubec
odchylována a prolétávala nastavenou štěrbinou (viz př́ıklad 4.6).

Naopak urychĺıme-li částice na stejné rychlosti, budou jejich dráhy v magnetickém poli záviset na
měrném náboji q/m. Toho se využ́ıvá v hmotnostńı spektroskopii a spektrometrii, např́ıklad k analýze izo-
topového složeńı směsi iont̊u. Na obr. 4.45 je znázorněno schema prvńıho spektroskopu, který zkonstruoval
F.W.Aston 1917 a moderněǰśıho spektrometru Dempsterova.

Pohybu nabitých částic v př́ıčném magnetickém poli se využ́ıvá v cyklických urychlovač́ıch, které
umožňuj́ı zkoumat chováńı částic pohybuj́ıćıch se a srážej́ıćıch se při obrovských energíıch. Poloměr kru-
hové dráhy částice R v magnetickém poli roste s rychlost́ı. Tak se v cyklotronu pohybuj́ı ionty mezi
nástavci obrovského magnetu ze středu po rozv́ıjej́ıćı se spirále a při přechodu mezerou mezi duanty jsou
urychlovány stř́ıdavým napět́ım o frekvenci ω. Jakmile částice dosáhne obvodu magnetického pole, urych-
lováńı muśı skončit. To je nevýhoda cyklotronu. Pokud rychlosti částice nejsou relativistické, z̊ustává
doba oběhu, odpov́ıdaj́ıćı cyklotronové frekvenci, konstantńı. Při dosažeńı relativistických rychlost́ı začne
nar̊ustat hmotnost částice a prodlužovat se doba oběhu. Je-li urychlovaćı napět́ı konstantńıho kmitočtu,
částice začne vypadávat ze synchronismu. Proto nelze na cyklotronu urychlovat relativistické částice.

Synchronizace můžeme dosáhnout t́ım, že budeme snižovat frekvenci urychlovaćıho napět́ı (fázotron
neboli synchrocyklotron), zvyšovat hodnotu magnetické indukce (synchrotron) nebo oboje (protonový
synchrotron neboli synchrofázotron).

Je také možno ponechat frekvenci i magnetické pole a vynechávat postupně jednu, dvě, tři atd urych-
lovaćı periody (mikrotron). Existuje též indukčńı urychlovač (betatron) s rostoućı magetickou indukćı, kde
urychlováńı vyvolává indukované elektrické pole.

Protože pro relativistické částice se rychlost prakticky rovná rychlosti světla a př́ılǐs se neměńı, t́ım že
u synchrotronu a synchrofázotronu udržujeme konstantńı poměr mezi magnetickou indukćı a hmotnost́ı,
z̊ustává konstantńı i poloměr dráhy. Pak nemuśıme konstruovat magnety o velkých rozměrech nástavc̊u a
poloměr urychlovaćı dráhy může činit deśıtky kilometr̊u. T́ım se také zmenš́ı křivost dráhy a sńıž́ı se ztráty
synchrotronovým zářeńım. Měńıme-li magnetické pole nebo urychlovaćı frekvenci, může být urychlovaćı
cyklus ovšem pouze pulsńı. V následuj́ıćı tabulce porovnáváme r̊uzné typy cyklických urychlovač̊u.
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urychlovač B ω R částice typická energie

CYKLOTRON konst konst rost ionty 25 MeV

FÁZOTRON konst kles rost ionty 680 MeV
SYNCHROTRON rost konst konst elektrony 1 GeV

SYNCHROFÁZOTRON rost kles konst ionty 1 TeV
MIKROTRON konst konst rost elektrony 50 MeV
BETATRON rost - konst elektrony 300 MeV

Mějme nyńı vodič obdélńıkového pr̊uřezu rozložený podél osy y tak, že jeho hrany jsou orientovány ve
směru x (hrana b) a z (hrana a). Necht’ magnetické pole p̊usob́ı ve směru osy z a elektrické pole lež́ı v
rovině y, z (obr. 4.44). Je zřejmé, že konduktivita (měrná vodivost) σ bude nyńı r̊uzná v r̊uzných směrech
a bude představovat tenzor tvaru

σik =

 σ1 σ2 0
− σ2 σ1 0

0 0 σ


Magnetické pole neovlivňuje pohyb nabitých částic v podélném směru a složka vodivosti ve směru osy

z bude

jz = σ Ez , σ =
q2n

2mν

(viz (3.33)).
Podél osy y poteče tzv. př́ımý proud, pro nějž plat́ı 9

jy = σ1 Ey , σ1 =
σ

1 + ω2
c

ν2

Podél osy x, např́ıč magnetickému i elektrickému poli teče tzv. Hall̊uv proud, pro nějž plat́ı

jx = σ2 Ey , σ2 =
σ ωc

ν

1 + ω2
c

ν2

.

Hall̊uv proud kolmý k magnetickému i elektrickému poli je nám už známý drift částic po cykloidách.
Je sṕı̌se otázka, jak v̊ubec může téci př́ımý proud. Ukazuje se, že je to umožněno srážkami částic. Je-li
částice v klidu, magnetické pole na ni nep̊usob́ı a elektrické ji posune v př́ımém směru. Na pohybuj́ıćı se
částici začne však okamžitě p̊usobit pole magnetické a částice začne driftovat v př́ıčném směru. Při daľśı
srážce se částice zastav́ı a pod vlivem elektrického pole se opět posune v př́ımém směru (obr. 4.46).

Pro vodivost v daném směru je tedy rozhoduj́ıćı poměr cyklotronové frekvence, která vyjadřuje vliv
magnetického pole a srážkové frekvence. Je-li ωc/ν � 1, bude σ1 ≈ σ, σ2 ≈ σ a magnetické pole ovlivńı
vodivost jen málo. Naopak při ωc/ν � 1 bude σ1 � σ2 � σ a vodivost v př́ımém směru silně poklesne.

Předpokládejme nyńı, že vodič je v poměrně slabém magnetickém poli a teče j́ım stacionárńı proud
I = jab = nquab. V př́ıčném směru x p̊usob́ı na nosiče náboje śıla F = quB = qEt, kde Et je efektivńı
př́ıčné elektrické pole. Na bočńıch stranách vodiče tak vzniká napět́ı

U = E b = u B b =
j

nq
B b =

I B

n q a
= K

I B

a
. (4.85)

Toto př́ıčné napět́ı se nazývá Hallovo a jeho vznik Hall̊uv jev. Konstanta K je Hallova konstanta, která
záviśı na materiálu vodiče, můžeme ji určit z proudu, magnetické indukce a Hallova napět́ı a stanovit z ńı
znaménko a měrný náboj nosič̊u náboje. Pro některé vodiče bylo zjǐstěno

9Vztahy mezi jednotlivými složkami vodivosti lze určit následovně. Zavedeme efektivńı elektrické pole ~Eef = ~E + ~u× ~B,
kde ~j = nq~u. Potom ~j = σ ~Eef = σ( ~E + ~j

nq × ~B). Dále rozeṕı̌seme ~j = σEz~z0 + σ1Ey~y0 + σ2Ey~x0 a dosad́ıme do předchoźı
rovnice. Porovnáńım př́ıslušných složek vektor̊u a vyloučeńım Ey dostaneme σ1 = σ − σσ2B

nq , σ2 = σσ1B
nq a uváž́ıme-li, že

σB
nq = ωc

ν , dostaneme složky σ1, σ2.
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obr. 4.46 obr. 4.47

vodič [K C−1.m3]

Cu - 5, 3.10−11

Ag - 8, 9.10−11

Bi - 5, 0.10−7

Zn + 10.10−11

Cd + 6.10−11

Hallova konstanta odpov́ıdá klasické teorii vodivosti u jednomocných kov̊u, má překvapivě velkou ab-
solutńı hodnotu u bismutu a dokonce kladnou u některých dvojmocných kov (děrová vodivost).

Známe-li konstantuK, a změř́ıme-li Hallovo napět́ı, můžeme určit hodnotu magnetické indukce (Hallova
sonda). Hall̊uv jev se využ́ıvá také k separaci kladných a záporných náboj̊u v proudu ionizovaného plynu
v magnetohydrodynamických generátorech (MHD) a vytvářeńı velkých stejnosměrných napět́ı.

Př́ıklady

4.1 Jak se změńı napět́ı U0 mezi deskami nabitého kondenzátoru měřené v laboratorńı soustavě, začne-li
se kondenzátor pohybovat rychlost́ı v = 0, 8 c ve směru a) kolmém na desky, b) rovnoběžném s deskami.

[U = 0, 6 U0, U = 1, 67 U0]

4.2 V urychlovači let́ı náboje o vlastńı hustotě ρ′ = 10−4 C.m−3 rychlost́ı v = 0, 8c ve směru osy x.
Jakou hustotu proudu naměř́ıme v laboratorńı soustavě?

[4.104 A.m−2]
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4.3 Určete celkovou śılu, kterou bude dlouhý př́ımý vodič protékaný proudem
I1 = 10 A p̊usobit na obdélńıkovou smyčku podle obr. 4.47, j́ıž protéká proud I2 = 5 A.

[3, 5.10−5 N, přitažlivá; 1, 25.10−6 N stlačuje smyčku se stran]

4.4 V prostoru je dáno elektrické a magnetické pole jako Ex = Ey = Ez = 3.104 V.m−1,
Bx = 0, By = −Bz = 5.10−5 T. Najděte souřadnou soustavu, v ńıž B = 0.

[v = vx = − 0, 5 c]

4.5 Př́ımým vodičem protéká proud I = 100 A. Určete elektrické a magnetické pole ~E, ~B, jak se jev́ı
ve vzdálenosti 10 cm od vodiče v souřadné soustavě pohybuj́ıćı se rovnoběžně s vodičem rychlost́ı 0,8 c.

[8.104 V.m−1, 3, 33.10−4 T]

4.6 Jaká výsledná śıla p̊usob́ı na nabitou částici pohybuj́ıćı se rychlost́ı v = E/B ve vzájemně kolmých

elektrickém a magnetickém poĺıch tak, že vektory ~E, ~B, ~v tvoř́ı pravoúhlou pravotočivou soustavu?

[nulová)

4.7 Určete magnetickou indukci ve středu smyčky protékané proudem I ve tvaru kružnice, rovno-
stranného trojúhelńıka, čtverce, obdélńıka, šestiúhelńıka.

[µ0I
2r
, 18µ0I

4πa
, 2

√
2µ0I
πa

, 2µ0I
√

a2+b2

πab
,

√
3µ0I
πa

]

4.8 Rovnostranný trojúhelńık je sletován z homogenńıho drátu. Ke dvěma vrchol̊um trojúhelńıka je
přiloženo emn. Jaká bude magnetická indukce ve středu trojúhelńıka?

[0]

4.9 Krychle je sletována ze stejných úsek̊u drát̊u. Ke dvěma protilehlým vrchol̊um krychle připoj́ıme
emn. Jaká bude magnetická indukce ve středu krychle?

[0]

4.10 Čtvercovou smyčkou o straně 6 m teče proud 10 A. Určete magetickou indukci v bodě na ose
smyčky ve výšce 4 m nad rovinou smyčky.

[4, 8.10−7 T]

4.11 Nekonečný drát je ohnut do p̊ulkruhu podle obr. 4.48. Určete magnetickou indukci ve středu
p̊ulkruhu.

[µ0(2+π)I
4πr

]

4.12 Uvnitř dlouhého vodiče kruhového pr̊uřezu poloměru 5 mm je vyvrtána válcová dutina o poloměru
0,5 mm, jej́ıž osa procháźı rovnoběžně s osou vodiče ve vzdálenosti a = 3 mm (obr.4.49). Vodičem teče
proud I = 1 A. Jaká bude magnetická indukce v dutině?

[B = µ0j a
2

= 2, 4.10−5 T]
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obr.4.48 obr.4.49

4.13 Elektrický proud I protéká stěnami duté kovové trubky o vnitřńım a vněǰśım poloměru R1, R2.
Jaký bude pr̊uběh magnetické indukce ve stěnách trubky? [

µ0I
2π(R2

2−R2
1)

(
r − R2

1

r

)]

4.14 Tři rovnoběžné př́ımé vodiče tvoř́ı hrany trojbokého rovnostranného hranolu, jsou navzájem
vzdáleny 10 cm a každým teče proud 20 A stejným směrem. Určete směr a velikost magnetické indukce
na ose hranolu a na ose jedné ze stěn hranolu.

[0, 4, 62.10−5 T]

4.15 Solenoid má délku 30 cm a pr̊uměr 6 cm. Na 1 cm je navinuto 5 závit̊u, drát má odpor 0,01
Ω.m−1 a je připojen k E = 24 V. Jaká bude magnetická indukce uvnitř solenoidu, tlak na bočńı stěnu a
spotřebovávaný výkon?

[5, 2.10−2 T, 1 130 Pa, 2 kW]

4.16 Zemské magnetické pole na severńım pólu má indukci o velikosti B = 6, 2.10−5 T a jej́ı vektor
mı́̌ŕı kolmo k zemi. Určete velikost magnetického dipólového momentu Země a proud, který by musel téci
po rovńıku, aby takový moment vyvolal.

[8, 1.1022 A.m2, 6, 5.108 A]

4.17 Jakou silou se přitahuj́ı dva pólové nástavce magnetu o ploše 10 cm2, je-li v mezeře intenzita
magnetického pole H = 4, 37.106 A.m−1 ?

[12 kN]
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obr. 4.50

4.18 Malý podkovovitý magnet ze železa o obdélńıkovém pr̊uřezu 1 x 0,5 cm unese železné závaž́ı o
hmotnosti 1,2 kg. Určete magnetickou indukci v bĺızkosti čelńıch ploch magnetu.

[0, 55 T]

4.19 Mějme dva malé kotoučky poloměru r = 1 cm a tloušt’ky d = 0, 5 cm z magnetizované látky měrné
hmotnosti ρ = 8 800 kg.m−3, jejichž vektory magnetizace o velikosti M = 8, 4.105 A.m−1 jsou orientovány
ve směru rotačńı osy. V jaké výšce h se bude vznášet jeden kotouček nad druhým, který je upevněn na
podložce? Viz obr. 4.50.

[5,27 cm]

4.20 Elektron vlet́ı do homogenńıho magnetického pole rychlost́ı v = 5.106 m.s−1 a začne se pohybovat
po šroubovici o poloměrur = 5 cm a stoupáńı s=30 cm. Určete velikost magnetické indukce.[

mv
e

(
s2

4π2 + r2
)−1/2

= 4, 1.10−4 T
]

4.21 Deuteron se pohybuje po kružnici o poloměru 40 cm v magnetickém poli
B = 1, 5 T. Určete rychlost, energii a dobu oběhu deuteronu.

[2, 9.107 m.s−1, 8, 7 MeV, 8, 6.10−8 s]
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