Kapitola 1

Tomografie plazmatu na fiznich
experimentech

Pojmem tomografie ( z feckého Tdéuos — ¢ast, fez a piipony yoagpia — psani)
se zpravidla oznacuje soubor prostifedkt ke stanoveni struktury objektu z jeho
pozorovanych projekci. Neznama struktura objektu se zpravidla urcuje v ro-
vinnych Tezech, obecné ovsem plati, Ze tomografie mize byt zavedena pro libo-
volny pocet dimenzi — tedy i tak, aby urcila aplnou strukturu celého objektu.
Pokud 1ze vlastnosti fezu popsat pomoci skalarni analytické funkce g(r), kde
r je polohovy vektor, pak prislusnym projekcim odpovida skalarni analyticka
funkce f(p), ve které ma vektor p stejnou dimenzi jako vektor r. Prostfednic-
tvim vektoru p se parametrizuji vSechny mozné sméry projekce v daném fezu,
a to zpravidla tak, Ze jeho velikost p = |p| urc¢uje nejkratsi vzdélenost mezi ro-
vinou projekce a po¢atkem, a jeho smér n = p/|p| je teény k roviné projekce.?
Vypocet projekei f(p) z funkce g(r) je pak pomérné jednoduchy, je zndm jako
Radonova transformace a jde o integraly funkce g v rovinach projekei:

f(p) = / dr g(r)8(p — x -m) . (11)

kde 0 je Diracova funkce. Obtiznéjsi tlohu predstavuje inverzni Radonova
transformace, tj. analytické urceni funkce g(r) z funkce f(p), viz napiiklad
[Rad17], [Pik87], [Her09]. V nejobvyklejsim ptipadé feseni ve dvou dimenzich
(2D) vychézi inverzni Radonova transformace jako hlavni hodnota integralu z

2 Pojem rovina projekce je zde pouZit v obecném smyslu. V obvyklé dvojdimenzionalni
(2D) tomografii se jednd o projekce podél primek, zatimco v prostorech o ¢tyfech a vice
dimenzich se projekce ziskavaji podél nadrovin.
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derivace projekci:
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Jiz v tomto uplném analytickém feSeni je patrny hlavni neduh tomogra-
fie: Inverzni Radonova transformace patii mezi takzvané Spatné podminéné
tilohy (ill-conditioned problem). Spatné podminénd tloha je blizkym piibuz-
nym $patné postavené neboli nekorektni tlohy (ill-posed problem). Nekorektni
uloha je takova tiloha, ktera nesplnuje alespon jednu z podminek korektni tilohy
podle definice J. Hadamarda [Had02]. Podle této definice lze tlohu povazovat
za korektni, pokud

e existuje Teseni,
e feseni je pravé jedno,
e feseni se s parametry méni spojite.

Spatné podminéna tiloha je korektni tiloha, kterd je z hlediska vyse uvedenych
podminek velmi nestabilni. Z praktického hlediska zpracovani fyzikalnich dat
vyzaduji Spatné podminéné tlohy zvlastni pozornost ze dvou pricin: Za prvé, v
ramci diskretizace analytické illohy obvykle prestava platit podminka existence
pravé jednoho feseni (pfipomenme napf. aliasing), a za druhé, i malé chyby
v méfeni mohou pii vypoctech vést k vyse uvedené nestabilité. Takova ne-
stabilita muze pfislusné zpracovani dat Gplné znemoznit (napiiklad muze vést
k divergenci béhem itera¢niho vypoctu), nebo v lepsim piipadé miize zavinit
velké chyby ve vysledku — tzv. artefakty.

Uzivatel vypocetni metody pritom zpravidla ocekava, ze vysledkem zpra-
covani dat bude vérohodny vystup v podobé pravé jednoho feseni. Proto se
obvykle z moznych feseni voli takové, které je néjakym dobie definovanym
zpusobem nejpravdépodobnéjsi a/nebo nejhladsi. Nebezpedi artefaktt se pak
snizuje zahrnutim co nejrozséhlejsiho souboru tzv. apriornich informaci (mimo
jiné okrajovych podminek) a také peclivym testovanim spolehlivosti zvolené
metody Teseni. Tu lze testovat nejlépe pomoci syntetickych dat, pficemz mozné
nestability feseni v diisledku nepresnosti v datech mohou byt simulovany napii-
klad metodou Monte Carlo [11]. Podrobnéji se této tématice budeme vénovat
v kapitole 3.

Z analytického Teseni 1.2 také vyplyva nutnost znat projekce objektu f(p)
uplné, tj. na vSech vzdalenostech od pocatku p i ve vSech smérech n, a to i
pokud nés zajima hodnota hledané funkce g(r) tieba jen v jediném bodé. Pro
zajimavost, z obecného feseni v N dimenzich (viz napi. [Pik87]) vyplyva, ze
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tato podminka neplati pro licha N. Pfi lichém poc¢tu dimenzi staci zmérit pro-
jekce neznamé funkee g(r) podél piislusnych nadrovin pouze v libovolné malém
okoli bodu, pro ktery je pozadovano g(r) rekonstruovat. Nadale je ovSem nutné
znat tyto projekce ve vSech smérech (pro vSechna n).

Vyse diskutované obecné charakteristiky tomografické tlohy bezvyhradné
plati i pro tomografii plazmatu. Ta pritom predstavuje z hlediska pozadavki
na diagnostiku fazniho plazmatu velmi atraktivni moznost zpracovani dat.
Kvili extrémnim podminkam, které v plazmatu panuji (a v zadjmu jejich za-
chovéni) existuje jen minimum diagnostickych metod, pomoci kterych lze méfit
lokalni hodnoty fyzikalnich veli¢in pfimo v plazmatu. Radi se mezi né zejména
financéné narocné aktivni diagnostiky plazmatu® jako je Thomsontiv rozptyl,
mikrovinna reflektometrie a interferometrie nebo méreni interakce ¢asticovych
svazkl s plazmatem (tato metoda je jiz ovSem do uré¢ité miry invazivni), viz
napf. [Wes04, part 10]. Vétsina metod méfeni parametri plazmatu v tokama-
cich ovSsem patfi mezi tzv. pasivni diagnostiky, které jsou zalozeny na detekci
vnéjsich fyzikalnich projevi plazmatu. Takové metody meéteni poskytuji z hle-
diska prostorové zavislosti zpravidla jen integralni hodnoty, tj. projekce. Je
to pravé tomografie, kterd na tomto zakladé umoziiuje prostorovou lokalizaci
procesu v plazmatu.

velky polomér (R )— | hlavni osa

poloidalni smér maly polomér (a)

toroidalni smér L
poloidalni
fez

Obrazek 1.1: Zékladni pojmy toroidalni geometrie.

3 Pojem ,aktivni diagnostika® se ve fyzice plazmatu uzivd pro takové metody méfeni
vlastnosti plazmatu, které jsou zalozené na interakci plazmatu s fyzikalni sondou - napriklad
s laserovym svétlem, s mikrovlnnym zafenim nebo se svazkem castic.

11



Predlozeny soubor praci se prevazné soustieduje na praktickou implemen-
taci a pouziti 2D tomogafie pii analyze zareni z vysokoteplotniho plazmatu to-
kamakt. Funkce g(r) je pak imérna velikosti hustoty zdroju zafeni v plosném
fezu plazmatem, kterda ma pti absolutni kalibraci detektort fyzikalni rozmeér
W.m™2 (v praxi se téZ pouziva pojem emisivita plazmatu). Vzhledem k osové
symetrii tokamaku se zpravidla hleda fez plazmatem vedeny rovinou, ve které
lezi osa symetrie neboli hlavni osa tokamaku, viz obr. 1.1. Jak vyplyva z ob-
razku, takovy fez se nazyva poloidalnim fezem. Poloha v fezu, obecné stano-
vena vektorem r, se pak zpravidla uvadi pomoci vzdalenosti od hlavni osy R
horizontalné a vzdalenosti od osy plazmatu z vertikalné, viz obr. 1.2. Projekce
plazmatu f(p) odpovidaji integralim emisivity podél ptimek lezicich v poloi-
dalnim fezu a prochéazejicich plazmatem. Geometricky jsou tyto primky defino-
vany dvojrozmérnym vektorem p, ktery se nejcastéji urcuje pomoci vzdalenosti
primky od pocatku a tihlu ¥, ktery tato pfimka svirda s vodorovnym smérem,
jak je znazornéno na obr. 1.2. V redlném provedeni se projekce plazmatu v da-
ném smeéru méii pomoci detektoru s velmi tizce kolimovanym zornym polem,
pro které se v praxi vzil nazev chorda. Jak uvedeme v kapitole 3, v prvnim pfi-
blizeni lze projekce f(p, ) ztotoznit s daty, které poskytuji detektory méfici
vyzafovani plazmatu podél chord. V ¢asti 3.3 tohoto komentare je nicméné
predstavena i pivodni metoda, jak do vypoctu rychle a dostatecné presné za-
hrnout tu skutecnost, ze realné chordy odpovidaji zornému poli s nenulovym
prostorovym thlem a s oblastmi polostinu.

2D tomografie podle analytického vztahu pro inverzni Radonovu transfor-
maci 1.2 apriori vyzaduje tplnou znalost projekci ve dvou proménnych (zpra-
vidla p a ¥, viz obrazek 1.2). Tento pozadavek je ovSem v praxi flznich ex-
perimentt prakticky nesplnitelny. Obvykle je mozné zajistit pomérné dobré
méfeni aplné projekce plazmatu z nékolika pozorovacich smért, které jsou az
na vyjimky dény polohou prizort do vakuové komory (pro ty se vzilo ozna-
¢eni porty). Rozhodné ale neni k dispozici méteni ,,ze vSech sméru“ tj. bohaté
pokryvajici cely obvod plazmatu v soutadnici ¢ tak, jako je to tfeba obvyklé v
lékatskych aplikacich tomografie. Vyznam takového omezeni je zejména dobie
vidét na tzv. sinogramech, které graficky znazornuji hodnotu projekci f v za-
vislosti na p a na 9, jak uvadi napf. [Her(09, str. 6]. Zatimco v optimalnim
pripadé by mél byt méren cely sinogram, ve fliiznich experimentech se méfi jen
okoli nékolika bodt sinogramu, viz [1, obr. 1], [11, obr. 2| nebo [Ing08, obr.
10]. Z téchto obrazk je zfejmé, Ze vzorkovani plochy sinogramu je i u pomérné
kvalitnich tomografickych systému fizniho vyzkumu velmi fidké.

Omezeni smért pro méreni projekci je v kombinaci se Spatnou podmi-
nénosti tomografické tlohy natolik tvrdé, ze u nékterych odbornikt fazniho
vyzkumu stale preziva skepse ohledné mozného vyuziti tomografie jako na-

12



stroje pro zpracovani dat z diagnostiky vysokoteplotniho plazmatu. Jedinou
alternativou k lokalizaci procest v plazmatu z méteni jeho projekci pak zistava
metoda fitovani zadanymi hodnotami (forward fitting), kterd spociva ve srov-
navani namétenych dat s fyzikadlnimi predpoklady o vysokoteplotnim plazmatu,
viz napi. [Zas04]. Tato metoda je ovSem silné zavisla na kvalité pomérné slozi-
tého fyzikalniho modelu, jehoz parametrizace se navic odvozuje z dat mérenych
celou fadou diagnostickych metod. Vérohodnost fitovani zadanymi hodnotami
je proto v konecném dtsledku také predmétem diskusi, podobné jako véro-
hodnost tomografické rekonstrukce. Jde pfitom o principialné odlisné metody,
takze se o€ividné nabizi moznost ovéfovani (validace) dilezitych prostorovych
charakteristik pomoci aplikace obou pristupti. Priklad takového postupu uve-
deme v Casti 3.2.

p

Obrazek 1.2: Zakladni geometrické parametry v tomografii plazmatu.

V kapitole 2 ukazeme, jak lze spolehlivé dosahnout toho, aby tomograficka
rekonstrukce dobfe fitovala mérend data, a zaroven aby jeji prostorové rozliseni
odpovidalo prostorovému rozliseni v méfenych projekcich. Vysledky pak jasné
prokazuji vyjimec¢nou robustnost tomografickych rekonstrukei, které se staly
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zakladem pro fadu uzite¢nych vystupt v podobé novych informaci o chovani
fazniho plazmatu, a to véetné kvantitativnich charakteristik (napiiklad pfimé
vy¢isleni rychlosti transportu paliva do plazmatu, viz [10]). Jinymi slovy, to-
mografie plazmatu zlepsuje nase znalosti ohledné fady vyznamnych fyzikalnich
procest, a to navzdory pomeérné Spatnému prostorovému rozliseni. Urcitou sa-
tisfakci je pfitom v mnoha piipadech vynikajici ¢asové rozliSeni piislusného
méteni projekei (v zéavislosti na diagnostice az 1 us).

Kratka zminka bude v casti 3.3 patfit i obvyklejsi jednorozmeérné to-
mografii, kterd je znama pod pojmem inverzni Abelova transformace neboli
abelizace. Pii abelizaci se predpoklada redukce funkéni zéavislosti emisivity
plazmatu na jedinou promeénnou, naptiklad na vzdalenost od osy plazmatu
r = /(R — Ry)? + 22 za piedpokladu osové symetrie rozlozeni zdroji zafeni.
K tomografické rekonstrukci pak staci znalost zavislosti projekci také jen na
jednom rozmeéru, naptiklad pouze na vzdalenosti chord od osy plazmatu p, tthel
projekce ¥ neni tfeba ménit. Prestoze se metoda abelizace stale ¢asto uvadi
jako vhodné pribliZzeni pro feseni tomografickych tloh ve fyzice plazmatu, v
kapitole 3 ukézeme, Ze s ohledem na vykon dnesSnich pocitaci je jeji pouziti
misto 2D tomografie zpravidla zbyteéné a kontraproduktivni.

Zévérem prvni kapitoly pro upfesnéni uvedme, Ze vedle vySe popsané
tomografie zalozené na vlastnim zareni objektu, znamé jako emisni tomogra-
fie, je v lékaiské a priamyslové praxi velmi casto provadéna i tzv. absorpéni
tomografie [Her09]. Pti absorp¢ni tomografii je objekt zvnéjsku prozarovan
nejcastéji rentgenovym zarenim. V meétfenych projekcich jsou pak pozorovany
stiny vnitinich struktur, které zareni absorbuji. V emisni tomografii predsta-
vuje pfipadnd absorpce vlastniho zafeni pomérné zna¢nou komplikaci [Bel79].
Nasledujici kapitoly se vyhradné vénuji emisni tomografii vysokoteplotniho
plazmatu pri zanedbani absorpce diky optické tenkosti plazmatu.
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Kapitola 2

Metody reseni

V této kapitole budou nejprve ve vsi struc¢nosti predstaveny zakladni metody
tomografické rekonstrukce, které se pri analyze dat z tokamakt pouzivaji, a
poté bude zvlastni pozornost vénovana regularizaci ve ¢tvercové siti. Praveé ta
se totiz stala spolehlivym néstrojem naseho vlastniho vyzkumu. Tématika to-
mografie je v literatufe pomérné bohaté zdokumentovéana, viz napt. [Her(9],
[Gra09], [Ben04]. Za pozornost stoji i monografie vénujici se vypocetnim meto-
dam pro inverzni metody obecné [Vog02|. Ohledné aplikaci tomografie ve fyzice
plazmatu se nabizi ruskd monografie [Pik87] a pfimo ve vztahu k fiznim expe-
rimenttim s magnetickym udrzenim doporuc¢ujeme piehledovy ¢lanek [Ing08].
K prehledovym ¢lanktim jsme sami pfispéli publikaci [11] zaméFenou na rychlé
tomografické metody a jejich perspektivni uplatnéni pfi fizeni experimentu.

Metody komercéni tomografie a tomografie pro vyzkum fyziky plazmatu
se rozesly jiz zhruba pred triceti lety. Hlavnim divodem byl principialni rozdil
v prostorovém rozliseni projekci: zatimco komeréni systémy pracuji prakticky
se vSesmérovym pozorovanim projekci objektu, v pripadé pozorovani vysoko-
teplotniho plazmatu je technicky mozné ziskat projekce jen z nékolika smeéri,
data jsou ,Fidka“ (sparse data). Ve fyzice plazmatu se proto tomografické tloha
vétsinou Tesi jako nedourcena soustava rovnic, jak bude diskutovano nize.

P1i vSesmérové znalosti projekci je mozné zalozit metody pocitacové to-
mografie pfimo na numerickém vyjadieni inverzni Radonovy transformace.
Hlavni pozornost se pfi vyvoji téchto algoritmt vénuje prevazné tprave vstup-
nich dat, zejména metodam jejich shlazovani a filtrovani. Jednou z nejcastéjsich
metod v standardni komerc¢ni tomografii je tzv. filtrovand zpétna projekce
(FBP, [Her09, ch.8, ch.10]), kterd vyuziva numericky dobfe zvladnutou inverzni
Fourierovu transformaci na filtrovanych spektrech dat (tj. na frekvenéné ome-
zeném intervalu Fourierovy transformace projekci). Lze ukazat, ze vztah mezi
Radonovou a Fourierovou transformaci je pomérné ptimocary [Pik87]. Moderni
komercni systémy navic srovnavaji pozorovani s ocekavanou podobou fezu a
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tak iteracné dosahuji mnohem lepsiho rozliseni téch oblasti, které se néjakym
zpusobem lisi od ocekavani.

V oblasti vyzkumu vysokoteplotniho plazmatu je ptfi netplné znalosti pro-
jekel pro tomografickou rekonstrukei vhodnéjsi algebraicky pristup, ve kterém
se od pocatku jak projekce, tak rekonstruovany rez diskretizuji. Jinymi slovy,
vysledné podoba Tezu se stanovuje jako soucet jistych vhodné zvolenych bazo-
vych funkci:

g(r) = Zgjbj(r) , (2.1)

a Teseni tomografické rekonstrukce se hleda jako takova kombinace amplitud
konec¢ného poc¢tu N bazovych funkci, kterda je optimalni z hlediska vSech
nameétrenych dat f; :

N
fi=> Tyg; i€l,...M. (2.2)
J

Matice T;; s dimenzi M x N se zpravidla nazyva ,matice piispévkii®
(contribution matrix) nebo ,geometrickd matice“.

Neni bez zajimavosti, Ze na tomto principu byl zaloZzen i jeden z tuplné
prvnich matematickych predpisii pro feseni tomografie v 1ékaiskych aplikacich,
ktery je dnes znam jako Cormackova metoda. A.M. Cormack pfed 50 lety uka-
zal, ze pokud se za bazové funkce fezii zvoli Zernikovy polynomy, pak jim v pro-
jekcich jednoznac¢né odpovidaji Cebysevovy polynomy druhého druhu [Cor63].
Jinymi slovy, pokud méfené projekce aproximujeme do rozvoje CebySevovych
polynomt druhého druhu, omezeného jen na N c¢leni, pak je mozné Tez télesa
slozit z N prvnich ¢leni rozvoje pomoci Zernikovych polynomi, pricemz Cor-
mackova metoda dava jednoznacny predpis pro vztah mezi amplitudami téchto
rozvojt.

Na velmi podobném principu je zalozena i Fourierova-Besselova metoda
[Wan91], kterd ma navic nezanedbatelnou vyhodu v tom, zZe implicitné ob-
sahuje pozadavek poklesu rekonstruované hustoty zdrojt zafeni k nule vné
hranice zafivého objektu. Cormackova a Fourierova-Besselova metoda kratce
vévodily i metodam pro analyzu vysokoteplotniho plazmatu. V dnesnim vy-
zkumu fazniho plazmatu je ovSem vyuziti takovych metod vzacné, protoze
maji tfi pomérné zavazné nevyhody:

1. Vzhledem ke tvaru bazovych funkci a k omezeni rozvoje se hodi pre-
devsim pro rekonstrukci objektii s kruhovym prurezem, zatimco dnesni
plazma je vétsinou tvarované, viz kap. 3,
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2. vzhledem k omezeni rozvoje upfednostnuji prostorové periodicka reseni,
¢imz se do TeSeni vnasi apriorni informace, pro kterou casto chybi fyzi-
kalni odtvodnéni,

3. do téchto metod je obtizné ¢i takika nemozné implementovat jiné apriorni
informace.

S ohledem na soucasné pozadavky je vyhodna tzv. metoda pixeli, ve
které je baze tvorena ¢tvercovou siti N bunek neboli pixelt. Ty zcela pokryvaji
plochu studovaného fezu, viz obr. 2.1. Jedna bazova funkce pak v nejjednodu-
$8im pripadé predstavuje nespojitou funkei, pro kterou plati: b; = 1 na plose
j-tého pixelu, b; = 0 jinde (tj. bazi je kvadr se ¢tvercovou podstavou a jednot-
kovou vyskou). Pravé takovou béazovou funkei pouzivime v nize popsané me-
todé regularizace s minimalizaci Fisherovy informace. V nékterych publikacich
se téZ pouziva spojita bilinearni bazova funkce ve tvaru jehlanu: b; = 1 — lal+iyl
pro b; > 0, jinde b; = 0, kde z,y jsou vzdalenosti od stfedu pixelu a d je
sifka strany pixelu (tj. maximum jehlanu je ve stfedu pixelu, zatimco hranice
jehlanu prochézi stiedem sousednich pixelit). Pouziti spojité bazové funkce jiz
yzadnimi vratky“ zavadi do tomografie shlazovani jako klicové kritérium pro
vybér feSeni a zejména znamend, Ze vyslednéd funkce g(r) bude také spojit,
coz je Casto zadané tfeba jen z vizualniho hlediska. Béhem vyvoje tomogra-
fie ovSem byly aplikovany i jiné mozné tvary bazovych funkei [Ing08, kap.4E],
[Ing00]. Extrémnim pfipadem je pak tvarovani pixeli podle magnetického pole
[17], [Z0l93]. To podle nasi zkusenosti zavadi pfili§ tvrdou apriorni informaci —
predpoklada se totiz, ze rekonstrukce magnetického pole je pfesné znama — a
vedle toho vyrazné zpomaluje vypocet. Matice piispévki 7;; podle 2.2 se to-
tiz v takovém ptipadé musi priibézné prepocitavat podle vyvoje magnetického
pole.

V pripadé pouziti vyse uvedené nespojité bazové funkce je podle rovnice
2.1 mozné i pfimo graficky ztotoznit hledany fez g(r) se zobrazenim vsech hod-
not g; v piisluSnych pixelech. Prakticky tak obraz fezu vznika sloZzenim kon-
stantnich hodnot v kone¢nych elementech podobné, jako tfeba na obrazovce.
7 uzivatelského hlediska je takové zobrazeni vyhodné tim, Ze je z néj piimo
patrné prostorové rozliSeni pouzité ¢tvercové sité, viz napiiklad [11, obr. 5].
Proto se zpravidla pii nasi vlastni praci drzime pravé této praxe. Nékdy je z
hlediska zobrazeni vybraného jevu (nebo pii pouziti vrstevnicového tisku) vy-
hodnéjsi hodnoty funkce g mezi pixely interpolovat. Vysledny fez pak ptisobi
dojmem spojitého rozdéleni, podobné jako pfi pouziti bilinearnich bazovych
funkci.

V metodé pixelit mé nazornou reprezentaci i matice piispévki 7;; podle
rovnice 2.2. V bazi tvorené sousedicimi jednotkovymi skokovymi funkcemi vy-
jadiuje kazdy ¢len matice T;; prispévek emisivity j-tého pixelu do celkového
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Obrazek 2.1: Piiklad rozdéleni fezu plazmatem pii aplikaci metody pixelt. Zobrazené
chordy odpovidaji usporadani detektort AXUV na tokamaku COMPASS (viz ¢ast 3.5).

signalu méreného podél i-té chordy diagnostického systému. V prvnim pri-
blizeni lze pozorovany signal ztotozit s projekci podél primky, a pak ¢len ma-
tice Tj; odpovida délce priseciku i-té pfimky s j-tym pixelem. Matice 7;; ma
tim padem i jednoduché grafické vyjadreni, jak je demonstrovano v kapitole
3.3 na obrazku 3.3. Rovnici 2.2 miizeme nyni prepsat pfimo jako soustavu M
linearnich rovnic takto:

N
fi = ZTIUQJ + fi, 7 c 1, ceny L, (23)
J

kde &; zahrnuje vsechny rozdily mezi fyzikalnim pozorovanim na jedné strané
a projekcemi zrekonstruovaného fezu plazmatem na strané druhé. Pro tyto
rozdily se vzil pojem rezidua. Rezidua nevznikaji jen v disledku diskretizace
ulohy, ale primarné v disledku existence systematickych a nahodilych chyb
méteni. Bez uvazeni téchto chyb by soustava rovnic bud neméla zadné feSeni,
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nebo by feSeni bylo velmi zatizené artefakty (bylo by ,prefitované®). To je
celkem ocekavanym odrazem skutecnosti, ze jde o algebraicky pfepis Spatné
podminéné analytické tlohy.

Vyse uvedeny zapis soustavy rovnic 2.3 je bez dalsich tprav pro analyzu
dat nepouzitelny, protoze méfené (znamé) hodnoty projekei f; jsou vlevo, za-
timco neznamé hodnoty hustoty zdroji zafeni g; a rezidui §; jsou vpravo. Tato
soustava rovnic navic v praxi témeér vzdy predstavuje nedostatecné urcenou
ulohu, ve které pocet pixelil vyrazné prevysuje pocet méfeni, M < N, viz obr.
2.1. Je tomu tak proto, ze se lineadrni rozmeér jednoho pixelu zpravidla odvozuje
od linearniho prostorového rozliseni jednoho svazku chord (napfiklad jedné ka-
mery). Celkovy pocet pixeli je tim padem tmérny druhé mocniné poétu chord
v jednom svazku. Celkovy pocet svazki je ovSsem obvykle mnohem mensi, nezli
pocet chord v jednom svazku (jedna se o disledek $patného tithlového rozlisent,
které bylo diskutované v kap. 1), a proto je zpravidla podstatné vice pixelt
nez chord.

Uloha 2.3 mé diky zavedeni neznamych rezidui vzdy nekone¢né mnoz-
stvi feSeni. V soucasné praxi se zpravidla hleda takové feseni, ve kterém jsou
vysledna rezidua &; v souladu s oéekdvanymi chybami méfeni* v jednotlivych
detektorech o;. Za predpokladu normalniho rozdéleni chyb méteni lze k na-
lezeni optimalniho feseni vychéazet z testu dobré shody, ktery je ve statistice
zndm jako Pearsontiv x? test:

1 L ¢
2 E i

0j

Reseni s x2 < 1 by bylo tzv. prefitované (méfeni nedava dostatecné spo-
lehlivd data pro tak presny vysledek), pokud by naopak vysledek odpovidal
x% > 1, bylo by feSeni piili§ vzdalené od hodnot méfeni (jinymi slovy, béhem
vypoctu by doslo ke ztraté informace). Stoji za povSimnuti, ze v ramci vy-
poctu 2.4 muze byt uzitecné zamérit se i na jednotlivé c¢leny souctu, tj. na
hodnoty £2/0?. Pokud néktery ¢len systematicky (napt. béhem fady rtiznych
rekonstrukei) vykazuje hodnoty vyrazné odlisné od jednicky, pak jde o jasnou
indikaci systematické chyby bud v kalibraci daného detektoru, nebo v hodno-
tach matice pfispévku pro dany detektor (tj. v geometrickém usporadani).

Dnes je dobre rozvinuta celd fada numerickych metod, pomoci kterych
je mozné nalézt vhodné teseni pro rovnici 2.3 pfi splnéni podminky 2.4, a to
i s moznosti uvazeni dalsich apriornich informaci (naptiklad okrajovych pod-
minek). Pro podrobnou informaci o metodéach feseni vztahu 2.3 doporu¢ujeme

4 Piesnégji feceno, v souladu s oéekdvanymi smérodatnymi odchylkami nahodnych chyb
meéfeni.
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prehledovy ¢lanek [Ing08, kap. IVB] a reference v ném uvedené. Strucné klasi-
fikace téchto metod je v pfilozeném ¢lanku [11, str. 736]. Za vSechny jmenujme
alespori metodu maximélni entropie [Ert96], metodu maximalni vérohodnosti
(Maximum Likelihood Method, MLM) [Cra08|, metodu Lagrangeovych mul-
tiplikatortu [Ing98], SVD dekompozici [Han92| a Tichonovovu regularizaci [14].
Metodou, ktera se ponékud vymyka klasifikaci, ktera je ale perspektivni z
hlediska velmi vysoké rychlosti rekonstrukce, je metoda uceni na bazi neu-
ronovych siti [ThoO8], [Ronl0]. Nevyhodou ucicich se metod je ovSem jejich
velmi chybné a pomérné nepredvidatelné chovani pii extrapolaci dat mimo
y,haucenou” oblast.

V nasem vlastnim vyzkumu vyuzivame metody vychéazejici z Tichono-
vovy regularizace [14], [Ant96], a to vzhledem k jejich velké vykonnosti (tj.
rychlému vypoctu) a robustnosti (algoritmus neselhdva ani v neobvyklych si-
tuacich). Pojem regularizace se obecné pouziva pro vypocetni metody urcené
k Teseni Spatné podminénych a nekorektnich tloh. Hlavnim néastrojem regula-
rizace je nejCastéji sankce za slozitost, tj. takovy predpis, ktery v ramci pod-
minky y? — 1 najde jednoduché (zpravidla hladké) fegeni. Jednotlivé metody
regularizace se mezi sebou lisi jak definici této ,,jednoduchosti®, tak predpisem
pro feSeni tlohy. Dnes zfejmé nejrozsirenéjsi metodou regularizace je Ticho-
novova regularizace, zndméa téz jako hfebenova regrese (ridge regression). Ta
nabizi v pfipadé tomografické tlohy primé feseni rovnice 2.3 ve formé jejiho
explicitniho obraceni:

L
9 = Z M;ifi, (2.5)
kde

L N L -1
Mu=Y" (Z TATy+ 2> B,memj> T, (2.6)
k l m

kde exponent 7" znaci transponovanou a —1 inverzni matici. Lze ukéazat, Ze toto
Feseni odpovid4 minimu souctu ||£]|>+ [|$AByg||?, kde \ je tzv. regularizacni pa-
rametr. Odvozeni lze nalézt napiiklad v [Ant96]. Matice B je tzv. regularizacni
matice, jejiz cleny odpovidaji zvolené sankci za slozitost, tj. apriorni predstaveé
o vysledku:

e Pokud je B jednotkova matice, pak regularizace hleda reseni s nejmensim
souctem Zjv 9,

e pokud B predstavuje numericky operator prvni derivace na plose, pak je
minimalizovan primérny gradient rekonstruovaného fezu,
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e pokud B predstavuje operator druhé derivace na plose, pak je minima-
lizovana priamérnd kiivost funkce g(r) (pravé takové reseni se zpravidla
oznacuje jako ,nejhladsi“),

e prostrednictvim B se mohou zavést i dalsi apriorni informace, naptiklad
numerické filtry atp.

Regulariza¢ni parametr A stanovuje relativni vahu regularizacni matice ve
vztahu k reziduim &; a jeho hodnota je v modernich algoritmech zasadné od-
vozovéna itera¢né z podminky y? — 1 podle vztahu 2.4. Za zminku stoji i
skutecnost, ze tvar rovnice 2.6 umoziuje s vyhodnou pouzit tzv. levé maticové
déleni X\ Y = XY, které vyrazné zjednodusuje numerické feseni této jinak
pomérné obsahlé algebraické tlohy [Sch01, kap. 3].

Nase zkusenost s pouzivanim Tichonovovy regularizace ukazuje, Ze jde
nejen o velmi efektivni a transparentni metodu vypoctu spatné podminénych
a nedostatecné urcenych soustav linedrnich rovnic, ale také o metodu velmi
robustni, ktera stabilné poskytuje davéryhodné vysledky i pii velkych chy-
bach dat. Do Tichonovovy regularizace lze navic pomérné snadno implemen-
tovat vétsinu uzitecnych okrajovych podminek a dalsich apriornich informaci.
V aplikacich Tichonovovy regularizace pro tomografické rekonstrukce fizniho
sice takzvanou regularizaci s minimalizaci Fisherovy informace (Minimum
Fisher Regularisation). Minimalizace Fisherovy informace byla do Tichono-
vovy regularizace poprvé uvedena v ¢lanku [Ant96], kde byla téZ navrzena
zékladni podoba pfislusného algoritmu, a nakonec i jeho nazev a oznaceni
zkratkou MFR.

Fisherova informace je pro funkci dvou proménnych g(xi, z5) definovina
vztahem

1
ag(gla‘xé) ag<x17:€2) dxl de . (27)

T 3333‘ 9(9517332)

5

ij=1

Lze ukazat, ze Teseni rovnice 2.3 s minimalni hodnotou I/ podle 2.7 pted-
stavuje — ve vztahu k ostatnim feSenim splnujicim podminku 2.4 — feSeni s
nejvétsim rozptylem (varianci) funkce g(x1, 9), viz [Fri88]. Rec¢eno jednoduse,
zahrnuti minimalizace Fisherovy informace zarucuje, ze do feseni neni vnesena
zadna skryté informace, zadna privilegovana funkéni zavislost fezu na souiad-
nicich. Pravé pro tuto svoji charakteristiku je minimalni Fisherova informace
Siroce pouzivana zejména v teorii odhadu [van07]. Z hlediska praktického pou-
7iti pri tomografii plazmatu rovnice 2.7 zajistuje, Ze oblasti s nizkou ampli-
tudou g(z,y) (v nasem piipadé s nizkou emisivitou plazmatu) jsou podstatné
vice shlazovany nez oblasti s vysokou amplitudou g(x,y). Takové chovani je
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vitano, protoze v praxi spiSe pozadujeme lepsi znalost chovani plazmatu v
oblastech intenzivniho vyzarovani.

Pozadavek minimalizace Fisherovy informace podle 2.7 bohuzel pfedsta-
vuje nelinedrni podminku, kterou nelze primo diskretizovat do linedrni matice
regularizace B. Proto se Fisherova informace implementuje iteracné tak, ze
matice B odpovida operatoru prvni derivace, pricemz se do rovnice 2.6 vklada
vahovy ¢len w; = 1/g;. Za g; se dosazuje FeSeni z predchazejiciho itera¢niho
kroku. Jako vychozi hodnota g;o se pouziva bud predpokladany, nebo kon-
stantni pribéh emisivity plazmatu.

Algoritmus MFR tedy celkové obsahuje dva vnofené itera¢ni cykly, vni-
tini ke stanoveni regulariza¢niho parametru A vyhovujiciho podmince 2.4, a
vnéjsi ke stanoveni vahovych koeficientit w tak, aby byla splnéna podminka
minimalni Fisherovy informace 2.7. Vyvojovy diagram algoritmu je na obrazku
2.2. Jiz ptivodni ¢lanek [Ant96] uvadi, ze vnéjsi cyklus konverguje velmi rychle:
Po dvou nebo po trech iteracich je dosazen vysledek, ktery se dale v ramci ex-
perimentalnich chyb neméni. Nase zkuSenost takové tvrzeni zcela potvrzuje.
A tak presto, Ze vypocet obsahuje dva vnofené cykly, vétsinou stac¢i k jedné
tomografické rekonstrukci zhruba 15-20 vypocti rovnic 2.4, 2.5 a 2.6. To je ve
srovnani s jinymi tomografickymi metodami pomérné malo, a proto se MFR
fadi mezi nejrychlejsi vypocetni metody tomografie pro fizni vyzkum [Cra09],
blize viz kapitola 3.

Zavérem této kapitoly lze shrnout, Ze zatimco pfi dostatecné rovnomeér-
ném a bohatém vzorkovani projekci v obou soufadnicich p i ¥ je mozné se
spolehnout na shlazovani (& filtrovani) dat, v pfipadé nedostateénych zna-
losti projekei se provadi shlazovani (pfip. filtrovani) v rameci hledani vysledné
tomografické rekonstrukce. Pokud se dodrzuji pravidla zabranujici prefitovani
¢i naopak ztraté informace, lze tomografickou rekonstrukei fesit celou radou
metod, které se vice ¢i méné spolehlivé dopracuji ke statisticky pfijatelnému
vysledku. Volba metody je pak ddna apriornimi preferencemi (objektivnimi, ale
také subjektivnimi), narocnosti na robustnost metody (zejména vicéi nahod-
nym i skrytym systematickym chybam) a v neposledni fadé naroky na rychlost
zpracovani tomografické rekonstrukce. Samotnou kvalitu rekonstrukee, tj. jeji
vérohodnost a prostorové rozliseni, lze ovSem vyrazné ovlivnit v zasadé jen
cestou zdokonaleni pfislusné diagnostiky. V tomto sméru mé vyznam zejména

e zvétSeni poc¢tu méfenych projekci, a to predevsim v thlu 9,

e snizeni chyb, a to zvlasté peclivym potlacenim systematickych chyb, na-
priklad pomoci co nejpresnéjsiho promeéreni geometrického usporadani
detektorii a jejich relativni kalibrace.
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Obrazek 2.2: Vyvojovy diagram algoritmu MFR. Uvedené ¢iselné hodnoty odpovidaji nasi
obvyklé praxi, v principu je ale mozné je zménit.
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