
0.1 Teoretický úvod

Primární obvod je tvo°en kondenzátorem o kapacit¥ C, nabíjen na nap¥tí UC , sériov¥ spojený
s primárním vinutím transformátoru (o celkovém odporu R1) p°es tyristor. Vakuová komora a
plazma tvo°í dv¥ vzájemn¥ odd¥lené sekundární vinutí transformátoru. Induk£nost primárního
vinutí je L1, odpor a induk£nost komory ozna£íme Rch, resp. Lch, odpor a induk£nost sloupce
plazmatu pak Rpl, Lpl. Vzájemná induk£nost primárního vinutí a komory, resp. primárního
vinutí a plazmatu je M1 a M2.

Zanedbáme-li vzájemné p·sobení mezi plazmatem a komorou (vzájemnou induk£nost komory
a plazmatu) a nebudeme-li brát v úvahu vliv p°ítomnosti tyristoru v obvodu, m·ºeme z
Kirchho�ových zákon· pro tento obvod odvodit následující soustavu diferenciálních rovnic:

L1
dI1
dt

+R1I1 + UC −M1
dIch
dt
−M2

dIpl
dt

= 0 (1)

M1
dI1
dt

= RchIch + Lch
dIch
dt

(2)

M2
dI1
dt

= RplIpl + Lpl
dIpl
dt

, (3)

kde I1 je proud protékající primárním obvodem, Ich proud protékající komorou a Ipl je proud
indukovaný v plazmatu.

0.2 Vakuový výst°el

Uvaºujeme-li výboj bez plazmatu, ve²kerý indukovaný proud pote£e pouze komorou toka-
maku. Soustava rovnic, popisující tuto situaci, se zjednodu²í na tvar:

L1
dI1
dt

+R1I1 + UC −M
dIch
dt

= 0 (4)

M
dI1
dt

= RchIch + Lch
dIch
dt

(5)
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0.2.1 �e²ení

Zavedením UC = Q
C , I1 = dQ

dt a Ich = dq
dt , a po provedení úprav, p°evedeme soustavu na

d2Q

dt2
− M

L1

d2q

dt2
+
R1

L1

dQ

dt
+

Q

L1C
= 0 (6)

d2Q

dt2
− Lch

M

d2q

dt2
+
Rch
M

dq

dt
= 0 (7)

Dostali jsme soustavu dvou diferenciálních rovnic druhého °ádu pro funkce Q(t) a q(t), kterou
bychom cht¥li vy°e²it pro po£áte£ní podmínky Q(0) = C · UC , Q′(0) = I1(0) = 0, q(0) = 0,
q′(0) = Ich(0) = 0, tzn. pro p°ípad vybíjení kondenzátorové baterie, nabité na nap¥tí UC , p°es
primární vinutí transformátoru.

Obecný postup

Standardní postup pro získání a´ uº analytického anebo numerického °e²ení, je p°evod rovnice
druhého °ádu y′′ = f(x, y, y′) na dv¥ rovnice prvního °ádu pomocí substituce

y = w1,
dy

dt
=
dw1

dt
= w2,

d2y

dt2
=
dw2

dt
, (8)

která nám tuto rovnici p°evede na vhodn¥j²í tvar

d

dx

(
w1(x)
w2(x)

)
=

(
w2

f(x,w1, w2)

)
. (9)

Systém diferenciálních rovnic prvního °ádu ~y′ = f(x, ~y) lze pak °e²it b¥ºnými numerickými me-
todami pro °e²ení oby£ejných diferenciálních rovnic, nap°. Eulerovou nebo Runge-Kuttovými
metodami.

P°evod rovnic na poºadovaný tvar

Námi zkoumanou soustavu rovnic bohuºel do tvaru ~y′ = f(x, ~y) nelze p°evést pouhým pro-
vedením vý²e uvedené substituce. Rovnice jsou provázány a nejvy²²í (druhá) derivace obou
hledaných funkcí Q(t), q(t) se vyskytuje v obou rovnicích. Tohoto nedostatku se ov²em m·-
ºeme zbavit provedením vhodné transformace sou°adnic, jenº je konkrétn¥ pro ná² p°ípad

W ≡ Q− M

L1
q = Q−Kq (10)

w ≡ Q− Lch
M

q = Q− Jq, (11)

kde jsme ozna£ili K = M
L1

a J = Lch
M .

Zp¥tná transformace:

Q =
Kw − JW
K − J

, q =
w −W
K − J

(12)
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Po provedení transformace a následném dosazení dostaneme

d2W

dt2
=
R1

L1

L1Lch
M2 − L1Lch

dW

dt
−R1

L1

M2

M2 − L1Lch

dw

dt
+

1

L1C

L1Lch
M2 − L1Lch

W− 1

L1C

M2

M2 − L1Lch
w

(13)

d2w

dt2
= − RchL1

M2 − L1Lch

dW

dt
+

RchL1

M2 − L1Lch

dw

dt
(14)

Tyto rovnice jiº m·ºeme snadno p°evést do tvaru, který je vhodný pro numerické °e²ení.

Ov¥°ení správnosti transformace

Z vý²e uvedených (transformovaných) rovnic uº sice není moc patrný jejich p·vodní fyzikální
význam, lze ov²em £áste£n¥ ov¥°it korektnost a konzistenci provedené transformace následující
my²lenkovou úvahou.

Zavedeme-li z de�nice vzájemnou induk£nost mezi primárním vinutím komorou

M = k
√
L1Lch, (15)

kde k je koe�cient vazby, k ∈ 〈0, 1〉. Pak m·ºeme formáln¥ zanedbat interakci mezi primárem
a komorou limitním p°echodem k → 0. V tomto p°ípad¥ by pak rovnice m¥ly p°ejít na rovnice
pro popis proudu v primárním obvodu (coº je RLC obvod).

První z transformovaných rovnic m·ºeme p°epsat dosazením z de�nice vzájemné induk£nosti:

d2W

dt2
=
R1

L1

1

k2 − 1︸ ︷︷ ︸
→−1

dW

dt
− R1

L1

k2

k2 − 1︸ ︷︷ ︸
→0

dw

dt
+

1

L1C

1

k2 − 1︸ ︷︷ ︸
→−1

W − 1

L1C

k2

k2 − 1︸ ︷︷ ︸
→0

w (16)

Zárove¬ také platí

W = Q− M

L1
q = Q− k

√
L1Lch
L1

q
k→0︷︸︸︷
= Q. (17)

Celkov¥ tedy rovnice p°ejde do tvaru

d2Q

dt2
= −R1

L1

dQ

dt
− 1

L1C
Q, (18)

po úprav¥ a zavedení I1 = dQ
dt jiº pak kone£n¥ m·ºeme potvrdit, ºe daná rovnice popisuje

RLC obvod
L1
dI1
dt

+R1I1 +
Q

C
= 0. (19)

Numerické °e²ení

Výslednou soustavu rovnic, na kterou jiº budeme schopni pouºít b¥ºn¥ dostupné numerické
metody pro °e²ení oby£ejných diferenciálních rovnic, dostaneme z transformovaných rovnic
zavedení jednoduché substituce

Ω1 = W, Ω2 =
dΩ1

dt
=
dW

dt
, Ω3 = w, Ω4 =

dΩ3

dt
=
dw

dt
. (20)
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Soustava p°ejde na svou �nální podobu

dΩ1

dt
= Ω2 (21)

dΩ2

dt
=

1

L1C

L1Lch
M2 − L1Lch

Ω1 +
R1

L1

L1Lch
M2 − L1Lch

Ω2−
1

L1C

M2

M2 − L1Lch
Ω3−

R1

L1

M2

M2 − L1Lch
Ω4

(22)
dΩ3

dt
= Ω4 (23)

dΩ4

dt
= − L1Rch

M2 − L1Lch
Ω2 +

L1Rch
M2 − L1Lch

Ω4 (24)

V maticové form¥:

d

dt


Ω1(t)
Ω2(t)
Ω3(t)
Ω4(t)

 =


0 1 0 0

1
L1C

L1Lch
M2−L1Lch

R1
L1

L1Lch
M2−L1Lch

− 1
L1C

M2

M2−L1Lch
−R1
L1

M2

M2−L1Lch

0 0 0 1

0 − L1Rch
M2−L1Lch

0 L1Rch
M2−L1Lch




Ω1(t)
Ω2(t)
Ω3(t)
Ω4(t)

 .

(25)
Pokud bychom byli schopni ur£it vlastní £ísla a vlastní vektory této matice, mohli bychom
získat i analytické °e²ení. K tomuto ú£elu lze vyuºít t°eba program MATHEMATICA nebo
MAPLE, výsledný tvar vypo£tených vlastních £ísel je ale p°íli² komplikovaný pro praktické vy-
uºití. Numerické °e²ení je naopak velmi jednoduché, nebo´ jsme dostali rovnice ve tvaru, ve kte-
rém je umí vy°e²it tém¥° libovolný výpo£etní software (dále pro °e²ení pouºijeme MATLAB).

Soustavu budeme °e²it pro následující po£áte£ní podmínky:

~Ω(0) =


Ω1(0)
Ω2(0)
Ω3(0)
Ω4(0)

 =


Q(0)−Kq(0)
I1(0)−KIch(0)
Q(0)− Jq(0)
I1(0)− JIch(0)

 =


CUC(0)

0
CUC(0)

0

 . (26)

Numerickým °e²ením dostaneme °e²ení této soustavy ~Ω(t), které p°evedeme na °e²ení p·vodní
rovnice zp¥tnou transformací do p·vodních prom¥nných Q(t) a q(t)

W = Ω1 = Q−Kq, K =
M

L1
(27)

w = Ω3 = Q− Jq, J =
Lch
M

(28)

Q =
KΩ3 − JΩ1

K − J
, q =

Ω3 − Ω1

K − J
(29)

Odtud jiº m·ºeme ur£it základní m¥°ené fyzikální veli£iny - nap¥tí na kondenzátoru UC , proud
protékající primárem I1 a proud protékající komorou Ich:

UC(t) =
Q(t)

C
=

1

C

K

K − J
Ω3(t)−

1

C

J

K − J
Ω1(t) =

1

C

M2

M2 − L1Lch
Ω3(t)−

1

C

L1Lch
M2 − L1Lch

Ω1(t)

(30)

I1(t) =
dQ

dt
=

K

K − J
Ω4(t)−

J

K − J
Ω2(t) =

M2

M2 − L1Lch
Ω4(t)−

L1Lch
M2 − L1Lch

Ω2(t) (31)

Ich(t) =
dq

dt
=

1

K − J
Ω4(t)−

1

K − J
Ω2(t) =

ML1

M2 − L1Lch
Ω4(t)−

ML1

M2 − L1Lch
Ω2(t) (32)
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0.2.2 Výsledky numerického °e²ení

Srovnání numerického a analytického °e²ení RLC obvodu

Pro RLC obvod známe °e²ení (pro p°ípad slabého útlumu δ < ω0):

UC(t) = e−δt (B1 cosωt+B2 sinωt)) (33)

I1(t) = Ce−δt (−δB1 cosωt− ωB1 sinωt+ ωB2 cosωt− δB2 sinωt)) , (34)

kde δ = R1
2L1

, ω =
√
ω2
0 − δ2, ω0 =

√
1

L1C
a B1,B2 jsou integra£ní konstanty dané po£áte£ními

podmínkami. V p°ípad¥ UC(0) = UC , I1(0) = 0 platí, ºe B1 = UC(0), B2 = δ
ωUC(0), a °e²ení

rovnice má tedy tvar

UC(t) = e−δt
(
UC(0) cosωt+

δ

ω
UC(0) sinωt)

)
(35)

I1(t) = −CUC(0)
ω2 + δ2

ω
e−δt sinωt. (36)

Tento výsledek m·ºeme pouºít k srovnání s numerickým °e²ením rovnic odvozených pro pri-
mární i sekundární vinutí, pokud v t¥chto rovnicích poloºíme k = 0, M = 0 (a dodrºíme-li
podmínku pro slabý útlum δ < ω0). Tímto srovnáním m·ºeme jednak ud¥lat první krok p°i
ov¥°ení funk£nosti modelu, ale také m·ºeme zjistit, do jaké míry je primární obvod ovlivn¥n
sekundárním p°i volb¥ nenulového koe�cientu vazby k.

Rovnice jsem numericky vy°e²il v prost°edí MATLAB, pouºil jsem nejb¥ºn¥ji pouºívanou
funkci ODE45. Tato funkce pouºívá k °e²ení po£áte£ního problému Dormand-Princeovu me-
todu (vno°ená Runge-Kuttova metoda 4. °ádu p°esnosti s adaptivní volbou £asového kroku).

MATLAB kód pouºitý pro simulaci

Výsledky srovnání numerického a analytického °e²ení pro parametry R1 = 2.2 Ω, L1 =
100 mH, C = 11.3 mF a UC(0) = 400 V naleznete na následujících obrázcích.
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0.2.3 Alternativní postup navrºený O.Groverem

Soustavu rovnic (1)-(3) lze jednodu²eji transformovat na vhodný tvar p°idáním rovnice pro
popis £asového pr·b¥hu nap¥tí na kondenzátoru UC

dUC
dt

= −I1
C

(37)

K p°evodu na tvar d
dx ~w = ~f(~w, t) nám pak sta£í jednoduchá lineární transformace, získáme

soustavu:

d

dt

 I1(t)
Ich(t)
UC(t)

 =


LchR1

M2
1−L1Lch

RchM1

M2
1−L1Lch

−Lch

M2
1−L1Lch

M1R1

M2
1−L1Lch

RchL1

M2
1−L1Lch

−M1

M2
1−L1Lch

− 1
C 0 0


 I1(t)
Ich(t)
UC(t)

 . (38)

Zavedeme-li z de�ni£ního vztahu vzájemné induk£nosti M1 = k
√
L1Lch, k ∈ 〈0, 1), vý²e

uvedená soustava se dále zjednodu²í na

d

dt

 I1(t)
Ich(t)
UC(t)

 =


LchR1

L1Lch(k2−1)
RchM1

L1Lch(k2−1)
−Lch

L1Lch(k2−1)
M1R1

L1Lch(k2−1)
RchL1

L1Lch(k2−1)
−M1

L1Lch(k2−1)
− 1
C 0 0


 I1(t)
Ich(t)
UC(t)

 . (39)

Tato formulace je zcela ekvivalentní s vý²e uvedeným postupem, výhodou ov²em je, ºe jiº
nemusíme transformovat po£áte£ní podmínky a ani výsledné °e²ení.

0.2.4 Srovnání výsledk· numerického °e²ení pro vakuový výst°el s experi-
mentálními daty

Dostupné nam¥°ené hodnoty L1 = 10.38 mH, Lch = 1.2 µH a M1 = 0.6 mH pro tokamak,
získané z Golem-wiki a Analýza transformátoru tokamaku GOLEM , jsou vzájemn¥ nekonzis-
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tentní, nespl¬ují totiº de�nici vzájemné induk£nosti

M1 = k
√
L1Lch, k ∈ 〈0, 1〉, (40)

k by muselo být pro tyto hodnoty v¥t²í neº 1 (konkretn¥ tedy asi 17), coº jednak neodpovídá
fyzikální skute£nosti, ale navíc p°i modelování zp·sobuje okamºitou divergenci °e²ení. Je tedy
pot°eba nalézt takové hodnoty t¥chto parametr·, které jsou jiº správn¥ svázány vhodnou
velikostí k mezi 0 a 1.

Na�tujeme-li °e²ení z na²eho modelu na experimentální data jednoduchou metodou nejmen-
²ích £tverc· (srovnání Ich z modelu s nam¥°eným Irog) pro vakuový výst°el # 26738 získáme
tyto hodnoty parametr· L1 = 7.35 mH, Lch = 20 µH, M1 = 0.22 mH, R1 = 45 mΩ, Rch =
97 mΩ. Výsledné srovnání je vyobrazeno na následujícím obrázku.

Odtud lze pozorovat, ºe pro £as t > 10 ms se numerické °e²ení za£íná odchylovat od nam¥°e-
ného pr·b¥hu. D·vodem bude pravd¥podobn¥ saturace kovového jádra transformátoru a tedy
dosaºení maximálního moºného magnetického toku. Budeme-li chtít v na²em modelu správn¥
zachytit i konec výboje, bude pot°eba zahrnout nasycení jádra do výpo£tu. Vzhledem k tomu,
ºe nám chybí p°íli² mnoho informací o parametrech primárního a sekundárního obvodu, je
�tování (metodou nejmen²ích £tverc·) námi získáného numerického °e²ení na experimentální
data jedinou moºností, jak ov¥°it výsledky tohoto modelu a p°ípadn¥ provést dal²í kroky za
ú£elem jeho vylep²ení.

0.3 Algoritmus pro návrh pr·b¥hu odporu

P·vodní motivací pro vytvo°ení numerického modelu transformátoru/tokamaku bylo vytvo-
°ení pomocného nástroje pro návrh sekvence spínání p°ídavných odpor· do primárního obvodu
za ú£elem °ízení pr·b¥hu elektrického proudu v sekundárním obvodu/ plazmatu a udrºování
jeho konstantní hodnoty, tj. dosaºení tzv. �at-top pro�lu. Tento pomocný nástroj m¥l doplnit
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fyzický table-top experiment, na kterém m¥la být otestována proveditelnost tohoto zp·sobu
°ízení proudu pro tokamak GOLEM.

Abychom mohli vytvo°it proceduru pro návrh sekvence/ pr·b¥hu odporu v primárním vinutí
transformátoru, nejprve budeme pot°ebovat znát °e²ení Ich(t) rovnic (1) aº (3) v závislosti na
obecných po£áte£ních podmínkách Ich(0), I1(0) a UC(0) a také na hodnot¥ odporu primáru
R1. Toto °e²ení Ich(t;R1) by mohlo být t°eba analytické °e²ení, dále se ale zam¥°íme na vývoj
procedury, která vyuºívá °e²ení numerické a pokryje tedy i problémy, p°i nichº analytické
°e²ení nelze získat (Pro RLC obvod známe analytické °e²ení, pro transformátor lze analytické
°e²ení také získat, má v²ak velmi komplikovaný, pro praktické ú£ely spatn¥ pouºitelný tvar,
pro plazmový výboj v tokamaku a vakuový výst°el se zapo£ítáním saturace jádra jiº ale
analytické °e²ení neznáme.)

Základní my²lenkou této metody je udrºování stejné, konstantní hodnoty proudu jen v jistých
diskrétních £asových okamºicích ti = T1+idt, i ∈ 1, ..., N , toho chceme docílit zm¥nou odporu
R1 na kaºdém z interval· 〈ti, ti + dt〉. Podmínka pro p°ibliºn¥ konstantní pr·b¥h proudu na
intervalu 〈T1, T2〉 je Ich(t) = Ich(t + dt), ∀t ∈ 〈T1, T2〉, dt → 0. P°itom p°edpokládáme, ºe
£asové úseky dt jsou natolik krátké, ºe se hodnota proudu mezi ti a ti+1 nestihne výrazn¥
odchýlit od poºadované konstantní hodnoty.

Na úlohu se budeme dívat jako na po£áte£ní problém numerického °e²ení soustavy diferenciál-
ních rovnic aº do £asového okamºiku T1, kdy chceme za£ít s modi�kací odporu R1 k dosaºeni
�at-topu. Do této doby tedy pouºíváme naprosto b¥ºný postup, jenº nám dá na intervalu
〈0, T1〉 °e²ení I1(t), Ich(t) a UC(t).

Od £asového okamºiku T1 aº do £asu T2, kdy chceme s modi�kací skon£it, se budeme na ná²
problém dívat jako posloupnost N navazujících okrajových úloh, pro které bude platit, ºe
jejich po£áte£ní a kone£ná hodnota proudu v sekundárním vinutí bude stejná. Ve výsledku
to znamená, ºe v £ase T1 p°estáváme s °e²ením p·vodní soustavy s hodnotou odporu R1 =
R1(0), ale spustíme integrátor diferenciálních rovnic znovu, tentokrát jiº s jiným (vhodn¥
zvoleným) odporem Ri1 a jako po£áte£ní podmínky vezmeme kone£ný stav p·vodního b¥hu
integrátoru. Tento krok opakujeme tak dlouho, dokud se nám nepoda°í nastavit odpor Ri1 tak,
ºe výsledný proud bude po £ase dt mít stejnou hodnotu, jako m¥l na jeho za£átku. Jakmile
se nám toto poda°í, posuneme se dále a vezmeme kone£ný stav tohoto °e²ení jako vstupní
po£áte£ní podmínky pro zase dal²í b¥h integrátoru, který bude pokra£ovat dále od okamºiku,
kde p°edchozí skon£il a bude hledat optimální hodnotu odporu pro zase dal²í £asový interval
dt.

�e²ení i-té okrajové úlohy ozna£íme Iich(τ), Ii1(τ) a U iC(τ), úlohu °e²íme pro τ od 0 do dt
a máme zde konstantní hodnotu odporu Ri1. Kaºdá z nich bude mít po£áte£ní podmínku
Iich(0) = Ii−1ch (dt), Ii1(0) = Ii−11 (dt) a U iC(0) = U i−1C (dt), tj. navázání na p°edchozí i − 1
°e²ení. Zárove¬ poºadujeme, aby se proud v sekundáru nezm¥nil, coº nám dává dodate£nou
okrajovou podmínku Iich(dt) = Iich(0). V závislosti na zvolené hodnot¥ Ri1 budeme mít r·zná
koncová °e²ení Iich(dt;Ri1), na²im cílem je najít takovou koncovou hodnotu odporu, aby proud
odpovídal po£áte£ní hodnot¥ Iich(0). To nám tedy m¥ní obvyklou po£áte£ní úlohu pro °e²ení
soustavy diferenciálních rovnic (zadanou jen po£áte£ními podmínkami) na úlohu okrajovou.

Metod pro °e²ení okrajových úloh je mnoho, nej£ast¥ji jsou zaloºené na p°evedení okrajové
úlohy na po£áte£ní - dob°e jsou popsány nap°. ve wikiskriptech pro základní kurz numerické
matematiky. Jedním z moºných postup· je parametrizování jedné z chyb¥jících po£áte£ních
podmínek (po£et po£áte£ních+okrajových podmínek musí být roven °ádu diferenciální rov-
nice, jinak není °e²ení jednozna£né - v p°ípad¥, ºe máme okrajovou podmínku, musí nám
nutn¥ chyb¥t jedna z podmínek po£áte£ních) a nalezení °e²ení na okraji v závislosti na tomto
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parametru. Pak jsme vy°e²ení okrajové úlohy p°evedli na problém hledání ko°en· funkce
F (p) = y(b; p) − y(b) = 0, kde p = f(y(a), y′(a), y′′(a), ..) je zvolená parametrizovaná po-
£áte£ní podmínka, y(x, p) je (numerické) °e²ení rovnice na intervalu 〈a, b〉 a y(b) je hodnota
okrajové podmínky na hranici. V na²em p°ípad¥ ale máme dostate£ný po£et po£áte£ních pod-
mínek (ºádná nám nechybí), zm¥nu funk£ní hodnoty °e²ení na hranici chceme ale dosáhnou
zm¥nou jednoho z koe�cient· °e²ené soustavy (odporu R1) - zvolíme tedy hodnotu Ri1 jako
parametr °e²ení Iich(t;Ri1) a tím pádem budeme hledat ko°eny funkce

F (Ri1) = Iich(dt;Ri1)− Iich(0;Ri1) = Iich(dt;Ri1)− Ii−1ch (dt;Ri−11 ). (41)

Pro hledání ko°en· rovnice F (Ri1) = 0 m·ºeme vyuºít nap°. metodu p·lení intervalu a nebo
Newtonovu metodu. Celý vý²e popsaný postup pro °e²ení okrajové úlohy se nazývá metoda
st°elby. Abychom mohli vy£íslit hodnotu funkce F (Ri1) pro r·zné Ri1, musíme pokaºdé pro-
vést integraci °e²ených rovnic od 0 do dt. Nalezení ko°en· této funkce tedy m·ºe být docela
výpo£etn¥ náro£né, proto volíme metodu, která se snaºí minimalizovat po£et, kolikrát je tato
funkce zavolána/vy£íslena. Vhodnou volbou je tedy jiº zmín¥ná Newtonova metoda.

Tímto jsme získali pr·b¥h R1(t) pro který platí, ºe v diskrétních £asových bodech ti = T1+idt
je Ich(ti) = Ich(ti−1), ∀i. Pokud jsme zvolili dostate£n¥ malé dt, pak by se mezi t¥mito
diskrétními £asy nem¥l výsledný pr·b¥h výrazn¥ odchýlit od poºadované konstantní hodnoty.

Ve skute£nosti není pot°eba integrátor v £ase ti ukon£ovat, ale pouze vyuºít jeho sou£asné
hodnoty pro spu²t¥ní paralelního b¥hu i-té okrajové úlohy, jenº nám pom·ºe ur£it hodnotu
odporu pro následující £asový interval dt v hlavním b¥hu integrátoru. M·ºeme se na to koukat
tak, ºe spustíme jenom jeden hlavní integrátor a ºe po uplynutí kaºdého dt se zavolá funkce,
která sama nalezne pro dal²í £asový interval vhodnou hodnotu odporu (tímto stylem je tato
metoda implementována v na²em kódu).

Pozn.: P°i této metod¥ není zaji²t¥no, ºe vypo£ítaná hodnota Ri1 bude kladná (fyzikáln¥ je
moºný jen kladný odpor). Proto je pot°eba, aby byl výpo£et p°i integraci soustavy rovnic navíc
dopln¥n o R1 = max

{
0, Ri1

}
, tj. v p°ípad¥, ºe výsledkem bude v daném £asovém intervalu

záporná hodnota odporu, dojde k p°epo£ítání jeho hodnoty na nejbliº²í nezápornou. To jiº
zajistí, ºe se navrhovaná sekvence bude skládat jen z fyzikáln¥ p°ípustných, kladných hodnot.

Pozn.2: Zatím vyuºíváme pouze pevné rozd¥lení £asového intervalu 〈T1, T2〉 a zm¥nu odporu
R1 na libovolnou hodnotu. Pro praktickou aplikaci v²ak budeme mít k dispozici jen n¥kolik
diskrétních hodnot odporu Rk (pokud budeme uvaºovat paralelní p°ipojování rezistor·, pak
moºné hodnoty odporu p°i zapojení n stejných rezistor· jsou Rn = R0

n , sériové p°ipojování
zatím neuvaºujeme, protoºe je technicky mnohem náro£n¥j²í a vyºaduje dva spína£e na kaºdý
p°ipojovaný rezistor, zatímco paralelní p°ipojení pouze jeden). Toto omezení by se dalo p°eko-
nat tak, ºe krom¥ zm¥ny hodnoty odporu na jednu z diskrétních hodnot by algoritmus na²el
také optimální £asový úsek setrvání na této hladin¥. Optimálního pr·b¥hu by pak bylo dosa-
ºeno rychlým st°ídáním dostupných hodnot, tak aby pr·m¥rný odpor, vyst°edovaný za dobu
dt, odpovídal poºadované hodnot¥, kterou bychom ale reáln¥ nem¥li k dispozici. Takovéto mo-
di�kace bychom nap°. dosáhli, pokud bychom pro kaºdou moºnou hodnotu odporu Rk na²li
£as dtk za který by bylo dosaºeno stejné hodnoty proudu (pokud by takový interval existoval).
Ze v²ech dtk bychom pak vybrali ten, p°i kterém je minimální vzdálenost maximální odchylky
proudu od konstantní hodnoty. Pop°ípad¥ by se daly vyzkou²et v²echny moºné kombinace a
z nich pak vybrat takovou, která minimalizuje odchylku globáln¥ (v rámci celého výboje).
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0.3.1 Výsledky simulace p°i zahrnutí modi�kace odporu v primárním vi-
nutí

Ukázku funk£nosti vý²e popsaného algoritmu naleznete na následujících obrázcích. Na prvním
obrázku je nejprve vyobrazeno pouºití této stabiliza£ní metody v RLC obvodu, kde se snaºíme
drºet konstantní v jistém £asovém intervalu proud protékající obvodem. V obrázku naleznete
£asový vývoj proudu pro konstantní hodnotu odporu R v primárním vinutí, ale také pro
modi�kovaný p°ípad. Dále je uveden i pr·b¥h odporu R, pouºitý pro tuto modi�kaci.

Na dal²ích obrázcích jiº naleznete srovnání pr·b¥hu proudu komorou p°i nemodi�kovaném
vakuovém výst°elu s konstantním odporem a pr·b¥hu proudu p°i prom¥nném odporu. V
druhém obrázku je pro ilustraci dopln¥n i proud primárním vinutím, jehoº pr·b¥h p°i �at-top
fázi, jak se m·ºeme p°esv¥d£it, je lineární, tj. ve shod¥ s teorií. Parametry simulace odpovídají
výst°elu # 26738.

P°ísp¥vek pro poster na konferenci EPS 2018 - simulace pro shot # 26023 (pouºitý kód zde):
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0.4 Zapo£ítání saturace jádra transformátoru

P°enos vygenerovaného magnetického toku z primárního vinutí na sekundární zaji²´uje na
tokamaku GOLEM kovové transformátorové jádro. Hlavní výhoda takového uspo°ádání je,
ºe magnetický tok pak protéká tém¥° výhradn¥ transformátorovým jádrem a indukuje nap¥tí
pouze ve smy£kách, které jsou p°ímo uzav°eny (obto£eny) okolo jádra. Alternativní moºností
je pouºití tzv. vzduchového jádra, kde magnetický tok z primárního vinutí cirkuluje voln¥
v prostoru a m·ºe docházet k jeho ztrátám, pokud jsou v okolí p°ítomny uzav°ené vodi£e.
Pouºití kovového jádra ov²em s sebou p°iná²í také komplikace - pro správnou funk£nost jsou
transformátorové jádra vyráb¥ny p°eváºn¥ ze siln¥ feromagnetických materiál· (aby m¥ly v
porovnání s okolním vzduchem daleko vy²²í permeabilitu, která by zamezila, aby magnetický
tok vystoupil mimo magnetické jádro), u t¥chto materiál· ale dochází k neºádoucím efekt·m
jako je magnetická hystereze a magnetická saturace (více informací, pro£ tyto jevy nastávají a
jak se v praxi eliminují naleznete zde). Zejména saturace magnetického toku je na tokamaku
GOLEM výrazná i b¥hem b¥ºného provozu. V pozd¥j²í fázi výboje se protékající magnetický
tok z primárního vinutí zvý²í natolik, ºe ho není transformátorové jádro schopno dále p°ená²et
a dochází pak k jeho útlumu/ ztrát¥. To se projeví poklesem nap¥tí na závit a proudu v
sekundárním vinutí oproti p°ípadu bez saturace. Vzhledem k tomu, ºe je tento neºádoucí jev
p°ítomný tém¥° ve v²ech p°ípadech (negativn¥ se projeví p°i nabíjecím nap¥tí current-drive
kondenzátor· vy²²ím neº cca 200 V, pro b¥ºné plazmové výboje je pouºíváno daleko vy²²í
nap¥tí), jeho zapo£tení do budoucího modelu je zcela klí£ové.

V sou£asném popisu transformátoru zahrnujeme v²echny probíhající fyzikální procesy, které
jsou zodpov¥dné za p°enos energie mezi primárním a sekundárním závitem do jediné veli£iny -
vzájemné induk£nostiM . Za£ne-li tedy docházet b¥hem výboje k nasycení transformátorového
jádra, m·ºeme zapo£ítat tyto saturací zp·sobené ztráty magnetického toku sníºením vzájemné
induk£nosti, tj. p°idat do modelu závislost vzájemné induk£nosti na celkovém magnetickém
toku M = M(φ).
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Celkový magnetický tok φ = φ1 − φch je rozdílem primárního magnetického toku φ1(jenº byl
vyvolán pr·tokem proudu v primárním vinutí) a sekundárního magnetického toku φch, jenº
vznikl jako reakce sekundárního vinutí na nap¥tí indukované primárním magnetickým tokem.
Podle Lenzova zákona má φch opa£ný sm¥r, neº tok p·vodní, tzn. oslabuje celkový magnetický
tok protékající jádrem. Výsledný magnetický tok φ je pak z tohoto d·vodu vºdy men²í neº
φ1. Samotná znalost primárního toku proto pro popis vzájemné induk£nosti nesta£í, m·ºe
totiº nastat situace, kdy velikost sekundárního magnetického toku jeho hodnotu vyrovná a
celkový magnetický tok jádrem se dostane mimo oblast magnetické saturace.

Abychom mohli popsat vztah mezi magnetickým tokem φ a proudem v primárním vinutí I1,
zavádí se tzv. magnetiza£ní proud IM vztahem

IM = I1 −
Ich
N1

, (42)

jenº zapo£ítává vliv proudu v sekundárním vinutí a umoº¬uje pak výpo£et vzájemné in-
duk£nosti z jejich vzájemné relace φ(IM ). Více informací, pro£ se magnetiza£ní proud zavádí
naleznete ve skriptech zde.

Podle £lánk· An ohmic heating circuit for the CASTOR tokamak a Plasma current start-up

by the outer ohmic heating coils in the STOR-M iron core tokamak se vzájemná induk£nost
vypo£ítá jako derivace této k°ivky

M =
dφ
dIM

. (43)

Konkrétní tvar satura£ní k°ivky M(φ) je tedy nutné ur£it experimentáln¥ z nam¥°ených dat
pro I1(t), Ich(t) a φ(t). Magnetický tok získáme integrací nam¥°eného £asového pr·b¥hu nap¥tí
na závit Uloop(t) :

φ =

∫ t

0
Uloop(τ)dτ. (44)

MATLAB skript pro výpo£et M(φ) naleznete zde. V n¥m jsme replikovali postup navrºený
O. Groverem.

Výsledný tvar této k°ivky lze vid¥t na dal²ím obrázku. P°ekvapivé je, ºe vzájemná induk£nost
není jen £ist¥ klesající funkcí magnetického toku, ale na za£átku výboje, p°i nízkém magne-
tickém toku se postupn¥ zvy²uje, neº dosáhne své maximální hodnoty a za£ne op¥t klesat.
P·vodn¥ jsme si mysleli, ºe toto chování není fyzikální a máme chybu ve výpo£tu magneti-
za£ního proudu, do kterého dosazujeme ²patný po£et závit· primárního vinutí. P°i pouºití
jen polovi£ního po£tu (N1 = 24, namísto 48) m¥la výsledná k°ivka daleko p°ijateln¥j²í tvar
a byl eliminován po£áte£ní r·st. Proto jsme usoudili, ºe je pravd¥podobn¥ do current-drive
obvodu zapojena jen polovina primárního vinutí. Ukázalo se ov²em, ºe tato hypotéza není
správná a do obvodu je skute£n¥ zapojeno v²ech 48 závit·. Do numerického kódu jsme uº ale
mezitím implementovali tvar satura£ní k°ivky, který p°edpokládá jen 24 závit· a i p°i pouºití
nesprávného pr·b¥hu M(φ) jsme zaznamenali výrazné zlep²ení výsledk·, zejména pro vy²²í
nabíjecí nap¥tí CD kondenzátor·. Naopak p°i pouºití k°ivky, p°edpokládající správný po£et
závit· (za£ínající p°i nulové hodnot¥ magnetického toku na nulové nebo velmi malé hodnot¥
M(φ)), vzniknou kv·li její malé po£áte£ní hodnot¥ problémy s výpo£tem magnetického toku
a nelze ji pouºít.
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P°í£ina poklesu vzájemné induk£nosti pro nízký magnetický tok nám zatím není úpln¥ známá,
jedním z moºných vysv¥tlení by ale mohla být magnetická remanence jádra, kdy po skon£ení
p°ede²lého výboje na tokamaku z·stávají feromagnetické domény opa£n¥ orientované a zp·-
sobují zeslabování magnetického toku na po£átku dal²ího výboje. Tuto domn¥nku by ale bylo
pot°eba ov¥°it.

Výsledky p°i zapo£tení saturace

P°idání satura£ní k°ivky a závislostiM(φ) výrazn¥ pomohlo nasimulovaným výsledku p°iblíºit
se experimentálním dat·m. P°evládá ov²em stále problém, ºe pokud se snaºíme na�tovat
výsledky nap°. na pr·b¥h proudu komorou, dostaneme velmi dobrou schodu s nam¥°eným
pr·b¥hem, nicmén¥ se nám pak výrazn¥ li²í (o desítky procent) £asové pr·b¥hy ostatních
d·leºitých veli£in (I1, Uloop). �e²ením je provedení kompromisu a na�tování výsledk· na
v²echny tyto pr·b¥hy sou£asn¥. Jak výrazne zlep²ení p°idání satura£ní k°ivky do modelu
p°iná²í se m·ºete p°esv¥d£it na následujícím obrázku, kde jsme se znaºili simulovat výboj #
25966 (s vy²²í hodnotou nabíjecího nap¥tí UCD = 500 V, aby se vliv saturace projevil). Pro
za£átek výboje je sice lep²í shoda s modelem bez zahrnuté saturace, ale s postupujícím £asem
se od nam¥°eného pr·b¥hu za£ne zna£n¥ odli²ovat, na rozdíl od modelu se saturací, který
nam¥°ená data v pozd¥j²í fázi výboje velmi dob°e kopíruje.
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0.5 Pokro£ilej²í model transformátoru

Existuje také alternativní fyzikální popis transformátoru, kde se namísto výpo£tu proud· v
jednotlivých smy£kách z Kirchho�ových zákon· p°ímo po£ítá s magnetickými toky mezi t¥-
mito smy£kami. Tento popis dokáºe mnohem lépe zahrnout n¥které speci�cké problémy, které
nastávají p°i pouºití magnetických transformátorových jader, jako nap°. vliv magnetické hys-
tereze kovového jádra, ztráty zp·sobené ví°ivými proudy a nebo pro nás d·leºitá saturace
kovového jádra. Moºnost °e²it pokro£ilej²í problémy je ov²em za cenu daleko sloºit¥j²ího ma-
tematického popisu.

Ve²kerou teorii pro tuto £ást jsem p°evzal ze £lánku Design of a pulse transformer for the

ohmic heating system of a small tokamak , ve kterém se auto°i zabývali podobným problémem -
vytvo°it numerický model pro vakuový výst°el malého, kondenzátorem napájeného tokamaku,
jenº by jim umoºnil optimalizovat návrh jejich budoucího experimentálního za°ízení. Dále také
stojí za p°e£tení tento £lánek, kde za pouºití stejného fyzikálního modelu a matematického
popisu modelují jednofázové a t°ífázové výkonové transformátory.

Vzhledem ke sloºitosti tohoto modelu se budu snaºit podat pouze jeho základní popis a
nesnaºit se provést celé odvození prezentovaných rovnic. P°ípadné detaily je vºdy moºné
dohledat v p·vodním £lánku. Z toho d·vodu ale budeme dále pouºívat ozna£ení veli£in totoºné
a konzistentní s tímto £lánkem, které je bohuºel u n¥kterých veli£in jiné neº na²e stávající,
vý²e pouºívané, zna£ení.

Základní schéma modelu naleznete na následujícím obrázku. Stejn¥ jako v p°ípad¥ jednodu²-
²ího modelu, zaloºeném na °e²ení transformátorových rovnic pro primární a sekundární vinutí,
i zde máme dv¥ proudové smy£ky. První z t¥chto smy£ek obsahuje kondenzátor o kapacit¥ C,
nabitý na nap¥tí vp, jenº je vybíjen p°es primární vinutí (s odporem Rp a induk£ností Lp)
navinuté Np závity na magnetickém jád°e. Obdobn¥ také máme sekundární vinutí s odporem
Rs, induk£ností Ls a Ns závity p°ipojenými nakrátko. Zm¥na proudu v primárním vinutí ip
má za následek vznik magnetického toku transformátorovým jádrem φp. �ást takto vzniklého
magnetického toku unikne mimo jádro (a nebo se v jád°e pohltí v d·sledku n¥jakého neºádou-
cího efektu) - tuto £ást ozna£íme φdp, obvykle se nazývá rozptylový magnetický tok (leakage
�ux). Tu £ást primárního magnetického toku, jenº dále koluje transformátorovým jádrem a
dosáhne sekundárního vinutí ozna£íme φmp a nazveme (primární) magnetiza£ní tok. Induko-
vání proudu is v sekundárním vinutím primárním magnetiza£ním tokem φmp generuje podle
Lenzova zákona magnetický tok opa£ného sm¥ru φs (oslabující p·vodní magnetický tok φmp),
jenº je (stejn¥ jako primární tok) rozd¥len na dv¥ £ásti - na rozptylový tok φds, který z jádra
unikne a na sekundární magnetiza£ní tok φms dále postupující jádrem a s£ítajícím se s mag-
netiza£ním tokem φmp. Celkov¥ tedy pro vzniklé magnetické toky platí φp = φdp +φmp +φms
pro primární magnetický tok, resp. φp = φds + φms + φmp pro sekundární tok.

14

http://golem.fjfi.cvut.cz/wiki/TrainingCourses/FTTF/2017-2018/LubHud/reference/ceballossoto2017-Design%20of%20a%20pulse%20transformer%20for%20the%20ohmic%20heating%20system%20of%20a%20smalltokamak.pdf
http://golem.fjfi.cvut.cz/wiki/TrainingCourses/FTTF/2017-2018/LubHud/reference/ceballossoto2017-Design%20of%20a%20pulse%20transformer%20for%20the%20ohmic%20heating%20system%20of%20a%20smalltokamak.pdf
http://golem.fjfi.cvut.cz/wiki/TrainingCourses/FTTF/2017-2018/LubHud/reference/MATHEMATICAL_MODELING_OF_POWER_TRANSFORMERS.pdf


Kaºdá z t¥chto komponent je de�nována vztahem

φ =
Ni

r
, (45)

kde i je proud odpovídajícím vinutím (s N závity), který vznik tohoto magnetického toku
zap°í£inil. Veli£ina r se nazývá magnetická reluktance (£asto se také pouºívá její p°evrácená
hodnota 1/r ozna£ována jako magnetická vodivost). Reluktance hraje roli odporu v magne-
tických obvodech a závisí jednak na materiálu jádra, ale také na délce jeho obvodu a obsahu
pr·°ezu. Reluktance se nicmén¥ velmi ²patn¥ m¥°í (zejména pro rozptylové toky), proto se
namísto nich op¥t zavádí induk£nosti - Ldp a Lds pro rozptylové toky primárního, resp. sekun-
dárního vinutí a vzájemnou induk£nost Lm mezi primárním a sekundárním vinutím.

Pro dal²í postup se zavádí normování magnetických tok· po£tem závit· podle λp = Npφp
a λs = Nsφs. Tyto veli£iny se v angli£tin¥ ozna£ují jako "linkage �ux", nejvhodn¥j²í £eský
název pro tuto veli£inu by byl asi sp°aºený magnetický tok, nicmén¥ pro jednoduchost bu-
deme tuto veli£inu dále nazývat (normovaným) magnetickým tokem. Pokud se navíc v²echny
veli£iny p°íslu²ející sekundáru p°epo£ítají na po£et závitu v primáru (p°esný postup naleznete
v p·vodním £lánku), pak z rovnic vypadnou v²echny závislosti na Np a Ns (díky tomu, ºe
máme jen jediný závit sekundáru) a výsledná soustava se tím zjednodu²í. V²echny veli£iny
sekundárního vinutí, vztaºené na po£et závit· primárního vinutí, ozna£íme £árkou.

Normování a p°ezna£ení veli£in zp·sobí, ºe vztah mezi magnetickými toky lze jednodu²e
zapsat jako

(
λp
λ′s

)
=

[
Lds + Lm Lm

Lm L′ds + Lm

](
ip
i′s

)
. (46)

Nyní p°esko£íme n¥kolik krok· v odvození, a p°ejdeme uº p°ímo k �nální soustav¥ rovnic.
Základem jsou dv¥ rovnice pro normované magnetické toky λp a λ′s v primárním, resp. sekun-
dárním vinutí

dλp
dt
− Rp
Ldp

(λm − λp)− vp = 0 (47)

dλ′s
dt
− R′s
L′ds

(
λm − λ′s

)
= 0, (48)
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které jsou vzájemn¥ svázány spole£ným magnetiza£ním tokem

λm =

(
1

Ldp
+

1

L′ds
+

1

Lm

)−1( λp
Ldp

+
λ′s
L′ds

+
f(λm)

Lm

)
, (49)

a dopln¥ny o rovnici pro výpo£et aktuálního nap¥tí na kondenzátoru

vp =
1

C

∫ t

0
ip(τ)dτ.

Navíc je poté je²t¥ pot°eba p°ejít od magnetických tok· zp¥t k proud·m v primární a sekun-
dární smy£ce podle vztahu

ip =
λp − λm
Ldp

, is = Np
λ′s − λm
L′ds

.

Funkce f(λm) p°edstavuje £len zodpov¥dný za saturaci kovového jádra. P·vodní £lánek p°ímo
neuvádí tvar této funkce, nicmén¥ poskytuje návod, jak ji správn¥ zvolit. V oblasti magne-
tického toku λm, kde je²t¥ k magnetické saturaci nedochází je tato funkce m¥la být nulová
f(λm) = 0. Od jisté hrani£ní hodnoty by pak m¥la být funkce f(λm) monotonn¥ rostoucí, coº
výsledn¥ zap°í£iní, ºe se skute£ný magnetický tok (p·vodn¥ lineární funkcí λm) bude limitn¥
blíºit maximální, konstantní hodnot¥.

My jsme zvolili konkrétní tvar

f(λm) =


0 pro λm < NpφT1

A1

(
λm
Np
− φT1

)
pro λm ∈ 〈NpφT1 , NpφT2〉

A2

(
λm
Np
− φT2

)
+A1(φT2 − φT1) pro λm > NpφT2

(50)

Tento sloºit¥ vypadající výraz ale v podstat¥ vyjad°uje, ºe po p°ekro£ení jisté hrani£ní hodnoty
magnetického toku φT1 dojde k lineárnímu r·stu funkce f(λm) se sm¥rnicí A1 a po p°ekro£ení
φT2 se urychlí lineární r·st zm¥nou sm¥rnice na A2.

Pozn.: Kv·li sloºitému tvaru °e²ených rovnic, kdy musíme v rámci jednoho £asového kroku
p°echázet mezi výpo£tem magnetických tok· a proud· ve vinutích uº nelze pouºít p°ímo v
MATLABu vestav¥ný integrátor ODE45 (z n¥jakého d·vodu se ip a i′s nepo£ítaly v kaºdém
kroku) a bylo pot°eba si napsat vlastní kód pro pouºití Runge-Kuttovy metody 4. °ádu (podle
t¥chto skript, kapitola 11.9).

0.5.1 Výsledky z nového modelu a jejich srovnání s p·vodním modelem

Na obrázcích naleznete srovnání proud· komorou (plné £áry) a proud· primárním vinutím
(p°eru²ované £áry) t¥chto dvou model· pro niº²í nabíjecí nap¥tí 300 V (naho°e) a 550 V (dole).
Za pov²imnutí hlavn¥ stojí, ºe model, zaloºený na výpo£tu magnetických tok·, se dokáºe
blíºe p°iblíºit ke správnému tvaru pr·b¥hu primárního proudu, coº byl jedním z problém·
p·vodního modelu.
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Pro detailn¥j²í srovnání proud· v primárním obvodu uvádíme je²t¥ samostatný obrázek. Z n¥j
je rozdíl mezi chováním obou dvou model· naprosto z°etelný - modelování magnetických tok·
dokáºe popsat nejen jaký vliv má saturace na proud v sekundárním vinutí, ale také jak tyto
ztráty magnetického toku ovlivní proud v primárním vinutí. U modelu zaloºeného na °e²ení
transformátorových rovnic byla saturace transformátorového jádra zahrnuta um¥le zm¥nou
vzájemné induk£nosti a to se ve výsledku projeví na nesprávn¥ vypo£ítané hodnot¥ proudu
primárem. Pokud nás ale bude zajímat pouze schopnost t¥chto dvou modelu reprodukovat
proud v sekundárním vinutí, pak lep²í výsledky dosáhneme pouºitím jednodu²²ího modelu
s transformátorovými rovnicemi, nebo´ pouºitá satura£ní k°ivka pro vzájemnou induk£nost
byla vytvo°ena "na míru"tokamaku GOLEM analýzou jeho experimentálních dat. Pokud by
se nám povedlo podobným zp·sobem zahrnout experimentáln¥ zm¥°enou závislost M na λm
do modelu s výpo£tem magnetických tok·, jist¥ by to pomohlo dále zp°esnit i jeho výsledky.

0.6 Rovnice pro popis £asového vývoje parametr· plazmatu

Druhou sou£ástí celkového self-konzistentního modelu tokamaku GOLEM jsou rovnice, po-
pisující £asový vývoj základních parametr· plazmatu, jako je nap°. proud plazmatem Ipl,
elektronová hustota ne, elektronová teplota Te a nap¥tí na závit Uloop. Tyto veli£iny jsou
na tokamaku b¥ºn¥ m¥°ené a bylo by uºite£né mít odhad jejich pr·b¥hu je²t¥ p°ed prove-
dením samotného výboje na základ¥ zadaných vstupních dat. Toho by mohlo být dosaºeno
práv¥ provedením základní numerické simulace. Implementace takového modelu, zejména pak
kombinace s transformátorovou £ástí bude velmi obtíºná, proto se budeme snaºit najít co nej-
jednodu²²í rovnice pro získání základní p°edstavy o probíhajících fyzikálních procesech. Tam,
kde to bude moºné, bude vhodné pouºít p°ibliºné analytické °e²ení nebo empirické vztahy,
platné pro tokamak s kruhovým pr·°ezem.

S transformátorovou £ástí modelu má tato £ást spole£ných jen n¥kolik málo veli£in (proud
v plazmatu, jeho odpor a induk£nost), m·ºeme tedy tyto dv¥ soustavy vyvíjet a testovat
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odd¥len¥ a teprve aº si budeme úpln¥ jistí, ºe kaºdá z t¥chto £ástí samostatn¥ funguje tak,
jak bychom cht¥li, pak m·ºeme provést jejich slou£ení (tzv. bottom-up p°ístup ve vývoji
softwaru).

Návrh moºného tvaru rovnic

Na záv¥r se tedy je²t¥ pokusíme formulovat moºný tvar rovnic pro plazmovou £ást modelu ,
které uº jsme se bohuºel nestihli d·kladn¥ji v¥novat a následující popis tak bude spí²e slouºit
jako výchozí startovní bod pro p°ípadné dal²í pokra£ovatele. Inspirovali jsme se podle O.
Grovera.

Nap¥tí na závit Uloop se vypo£ítá £asovou derivací celkového magnetického toku φ

Uloop =
dφ
dt
. (51)

Hodnotu magnetického toku bude poskytovat transformátorová £ást modelu, v p°ípad¥ pouºití
transformátorových rovnic je magnetický tok vypo£ten p°i znalosti vzájemné induk£nosti mezi
primárním vinutím a plazmatem p°ímo z proudu v primáru.

Dále z transformátorové £ásti budeme pot°ebovat vypo£ítat proud v plazmatu Ipl, pak uº
m·ºeme odhadnout pr·m¥rnou elektronovou teplotu Te za pouºití vztahu

Te ∼
(
ZeffIpl
Uloop

)2/3

, (52)

kde Zeff ozna£uje efektivní náboj plazmatu.

Výpo£et energie W a hustoty ne plazmatu bude daleko sloºit¥j²í a bude vyºadovat °e²ení celé
soustavy diferenciálních rovnic. Energetickou bilanci v plazmatu m·ºeme vyjád°it pouºitím
zjednodu²ené rovnice

dW
dt

= RplI
2
pl −W/τE − Pw. (53)

Zde první £len na pravé stran¥ p°edstavuje ohmický oh°ev POH , druhý £len p°edstavuje ztrátu
energie v d·sledku vyza°ování a jiných proces·, poslední £len pak ztrátu energie, dojde-li ke
kontaktu se st¥nou.

Odpor plazmatu se standardn¥ ur£í pouºitím Spitzerovy vodivosti, tj. bude nep°ímo úm¥rný
elektronové teplot¥

Rpl ∼ T
− 3

2
e ∼

(
W

ne

)− 3
2

. (54)

Energetické ztráty budou souhrnn¥ popsány p°edpokládanou dobou udrºení energie τE =
f(Bt, Te, POH , ...), pro kterou pouºijeme experimentální nebo empirickou p°edpov¥¤.

P°edpokládáme, ºe v p°ípad¥, kdy nebude aktivní stabilizace polohy plazmatu, bude docházet
k postupnému pohybu plazmatu od centra komory, aº dojde k jeho kontaktu se st¥nou a
zániku. Pro polohu nap°. centra nebo t¥ºi²t¥ plazmatu [xc, yc] bude pot°eba nalézt vhodný
p°edpis, a´ uº empirický a nebo teoreticky odvozený, pak bude moºné zahrnout do výpo£tu
ztrátový £len Pw = −f(|xc − ra|, |yc − ra|)W , tj. plazma bude v p°ípad¥ kontaktu se st¥nou
vakuové komory (resp. limiterem na polom¥ru ra) ztrácet energii úm¥rn¥ rozsahu tohoto
kontaktu.
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Nalezení vhodné rovnice pro elektronovou hustotu bude je²t¥ daleko sloºit¥j²í, nebo´ bude
pot°eba správn¥ popsat pr·raz neutrálního plynu na po£átku výboje. Zm¥na hustoty by pak
byla dána sloºitou funkcí v²ech r·zných parametr·, pokud bychom cht¥li získat aspo¬ trochu
správný odhad její hodnoty. Výhodné by bylo rozd¥lit výpo£et elektronové hustoty na dv¥
£ásti, a odd¥len¥ popisovat plazma p°ed pr·razem, tj. neº by bylo dosaºenou kritického pole
Ecrit, nutného pro lavinovou ionizaci v¥t²iny £ástic, a poté hustotu popisovat uº jen jednodu²²í
rovnicí. V po£áte£ní fázi výboje bude d·leºité zahrnout £leny, které budou ovliv¬ovat pr·raz
- závislé nap°. na po£áte£ním tlaku na£erpaného pracovního plynu pWG, hustot¥ neutrálního
plynu nn, kritickém elektrickém poli a nap¥tí na závit. Sou£asn¥ m·ºeme získat pot°ebné in-
formace paralelním °e²ením Sahovy rovnice. Pro p°ípadnou inspiraci je zde odkaz na zajímavý
£lánek, kde se v¥nují simulaci pr·razu elektrickým polem v tokamacích.

Po pr·razu by se mohlo p°ejít k rovnici formulované podobn¥, jako byla rovnice pro energii,
tj. rovnici tvaru

dne
dt

= f(ne,W, Te, Sw, q(a), ...),

jenº by uº odpovídala rovnováºné £ásti výboje, op¥t by zahrnovala £len Sw zodpov¥dný za
ztrátu £ástic p°i kontaktu plazmatu s komorou a bylo by moºné zahrnout také empirický £len
odpovídající stabilit¥, závislý nap°. bezpe£nostním faktorem q(a) na okraji plazmatu.

Rovn¥º bude pot°eba vypo£ítat toroidální magnetické pole Bt. Zdrojem proudu pro vytvo°ení
tohoto pole je op¥t kondenzátorová baterie, tentokrát se v²ak jedná pouze o jednoduchý RLC
obvod, pro který m·ºeme pouºít p°ímo analytické °e²ení a nebudeme pot°ebovat numerickou
simulaci, jako v p°ípad¥ primárního current-drive obvodu.

Pro propojení této soustavy rovnic s transformátorovou £ástí nám chybí je²t¥ vypo£ítat in-
duk£nost plazmatu Lpl a vzájemnou induk£nostM plazmatu a primárního vinutí. Induk£nost
plazmatu se li²í podle geometrie plazmatu a je ovlivn¥na také pro�lem proudu. V prvním
p°iblíºení, pro kruhový pr·°ez a nejb¥ºn¥j²í tzv. Bennett·v pro�l proudu [zdroj zde]

J(r) =
Ipla

2

π(r2 + a2)2
, pro r < a, (55)

m·ºeme odhadnout vn¥j²í induk£nost plazmatu jako

L =
1

4

(
ln

4r0
a
− 1

)
R0µ0, (56)

kde a je polom¥r plazmatu, R0 a r0 jsou hlavní, resp. vedlej²í polom¥ry tokamaku. Pro za£átek
by m¥lo sta£it p°edpokládat, ºe polom¥r plazmatu bude rovný polom¥ru poloidálního limiteru.
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